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Aufgabe 1 (Singulidrwertzerlegung, 1+41-+2+2 P):

Sei A € R™*™ eine Matrix und m > n.

a) Zeigen Sie zunéchst, dass es eine n X n-Diagonalmatrix D mit nicht-negativen
Diagonaleintragen di > ds > ... > d,, > 0, sowie eine unitare Matrix V' € R™*"
gibt, sodass D = VT AT AV. Wir diagonalisieren also AT A.

b) Wir benennen W := AV. Zeigen Sie, dass

w'w = D.
c¢) Fiir i = 1,...,n definieren wir o; := y/d; > 0 und eine Diagonalmatrix ¥,

deren Diagonaleintrige gerade die o; sind. Finden Sie orthonormale Spaltenvek-
toren u; € R™, ¢ = 1,...,n, sodass
W = UX

gilt, wobei U die Matrix ist, deren Spalten die u; sind.
d) Folgern Sie, dass sich A damit schreiben ldsst als

A = UxvT

beziehungsweise als

n

T

A = E o,
i=1

Diese Zerlegung heifst die Singuldrwertzerlegung von A. Die Zahlen o; heiflen
Singuldrwerte, die Vektoren u; und v; heiffen linke und rechte Singulérvektoren
von A.



Aufgabe 2 (Frobeniusnorm und Singulidrwerte, 1+1+2
P):

Seien A, B € R™*™ Matrizen und m > n.
a) Wir definieren das Frobenius-Skalarprodukt zweier Matrizen folgender-
mafen:

<A,B>F = ZZaiij.

i=1 j=1

Das Skalarprodukt entsteht also dadurch, dass wir die Matrizen als Vektoren der
Lange mn auffassen und deren euklidisches Skalarprodukt berechnen. Zeigen
Sie, dass es sich um ein Skalarprodukt handelt.

b) Zeigen Sie, dass das Frobenius-Skalarprodukt invariant unter Multiplikation
mit unitdren Matrizen ist. Genauer, falls U € R™*™ V € R"*" unitare Ma-
trizen sind, dann gilt fiir alle m x n-Matrizen A, B

(UA,UB)r = (A,B)r
(AV,BV)r = (A, B)r

c¢) Schlieffen Sie daraus, dass fiir die zugehorige Frobeniusnorm einer Matrix A
gilt:

1A =

wobei die o; die Singulirwerte sind.

Aufgabe 3 (Power-Iteration, 3 P):

Berechnen Sie den grofiten Eigenwert und zugehorigen linken Eigenvektor der
Matrix

0.98 0.01 0.005 0.005

0.01 095 0.04 0
0 005 08 0.15
0 0 0.25 0.75

P =

mit Hilfe der Power-Iteration von einem beliebigen Startvektor. Lassen Sie
bitte sowohl den geschitzten Eigenwert als auch den geschitzten Eigenvektor
zu jedem Zeitschritt zuriickgeben. Plotten Sie den geschitzten Eigenwert iiber
der Anzahl der Iterationsschritte. Stellen Sie weiterhin auch den Fehler in der
euklidischen Norm zwischen dem geschétzten Eigenvektor und einer normierten
Referenzlosung in einem halblogarithmischen Plot dar. Zeigen Sie in dem selben
Plot auch die erwartete Fehlerrate (i—f)k Die Referenzwerte kénnen Sie mit den
Matlab-Funktionen eig oder eigs berechnen.



