1. Ubung zur Vorlesung Numerik I

Aufgabe 1 (Kondition einer Matrix):

a) Zeigen Sie, dass fiir eine invertierbare, quadratische Matrix A € R"*" gilt:
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b) Zeigen Sie, dass fiir eine symmetrisch positiv definite Matrix A € R"*" gilt:

A
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wobel A\maz = Amin > 0 den grofiten und kleinsten Eigenwert der Matrix A
bezeichnen. Die zu Grunde liegende Vektornorm soll diesmal die 2-Norm (euk-

lidische Norm) sein.

Aufgabe 2 (LR-Zerlegung):

a) Implementieren Sie den Gauk-Algorithmus mit LR-Zerlegung. Schreiben Sie
also eine Funktion LR = LRDecomp(A), welche die LR-Zerlegung einer Ma-
trix A berechnet, wobei sie die Matrizen L und R in einer Matrix abspeich-
ern konnen. Dazu schreiben Sie bitte eine Funktion z = SolveLR(LR,b),
welche zu gegebener rechter Seite b und gegebener LR-Matrix LR das lin-
eare Gleichungssystem Ax = b mit Hilfe der ersten Funktion 16st. Implemen-
tieren Sie dazu auch die Vorwirts- und Riickwérts-Substitution als Funktionen
z = ForwardSub(L,b) und = = BackwardSub(R, b).

b) Aus CoMa kennen Sie das Interpolationsproblem: Finde fiir n 4+ 1 gegebene
Werte f(zg),..., f(z,) einer Funktion f ein Polynom P, n-ten Grades, das f
an diesen Stellen interpoliert, sodass also p(z;) = f(x;) fiir alle i = 0,...,n gilt.
Zeigen Sie: Wahlen wir fiir den Raum der Polynome maximal n-ten Grades die
Basis der Monome, also der Funktionen

pit) = t' i=0,...,n.

Dann erfiillen die Koeflfizienten des gesuchten Interpolationspolynomes das lin-
eare Gleichungssystem



Aa = b.

Dabei ist a = (ao, . . .,a,)T der Koeffizientenvektor des Interpolationspolynoms,
b= (f(zo),--., f(zn))T der Vektor der Funktionswerte, und die Matrix A hat
die Eintrdge a;; = 7, fiir i,j = 0,...,n. Diese Matrix A heift auch die
Vandermonde-Matrix.

c¢) Wihlen Sie als Stiitzpunkte ein dquidistantes Gitter aus n + 1 Punkten
aus dem Einheitsintervall I = [0, 1], einschlieflich der Endpunkte. Das Git-
ter besteht also aus den Punkten z; = ih, fir h = L und i = 0,...,n. Als
zu interpolierende Funktion wihlen Sie bitte die Funktion f(z) = z* — 22.
Losen Sie nun das Interpolationsproblem aus b) mit ihren Methoden aus a) fiir
n = 5,10, 20,50, 80,100. Geben Sie bitte den Losungsvektor a aus und plotten
sie die berechnete Losung als Funktion iiber einem feinen Gitter. Vergleichen
Sie das Ergebnis mit der korrekten Losung. Was kénnen Sie beobachten?



