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Aufgabe 1 (Wissens- und Verstiandnisfragen, 4 Punkte):

Beantworten Sie die folgenden Fragen mdoglichst in einem Satz:
a) (1) Wie lautet die Gleichung zur Berechnung der Gewichte der Newton-Cotes-Formeln?
Losung:
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b) (1) Wie berechnet sich die absolute Kondition der Polynominterpolation?
Losung: Uber die Lebesque-Konstante:
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k=0

Kabs = Ay =

o

¢) (1) Warum werden alle punktsymmetrischen Funktionen, d.h. f(—z) = —f(z), auf dem
Intervall [—1, 1] durch die globalen Newton-Cotes-Formeln exakt integriert?
Losung: Es gilt Ay = \,—; und f(xx) = —f(2,—k), und damit folgt

> Awf(ar) =0;
k=0

das Integral einer punktsymmetrischen Funktion iiber einem symmetrischen Intervall ergibt
ebenfalls 0.

d) (1) Welche Konvergenzordnung hat das explizite Euler-Verfahren?

Loésung: p = 1.



Aufgabe 2 (Matlab, 7 Punkte):

Gegeben sei der folgende Algorithmus

1 function | p | = func(x, a, y)
2 n = length(a);

3 p = a(n);

4 for k=n—1:-1:1

5 p = px(y — x(k)) + a(k);

6 end

7 end

a) (1) Welche Bedeutung hat die Variable n?

Losung: n bezeichnet die Anzahl der Elemente im Vektor a.

b) (1) Welche Werte nimmt die Variable k an? Achten Sie dabei auf die Reihenfolge.
Lésung: k durchlauft die Werte n — 1, n — 2, ..., 2, 1.

c) (1) Welches mathematische Verfahren ist hier implementiert?

Loésung: Das Horner-Schema.

d) (8) Welche Bedeutung haben die Variablen x, a und y?

Loésung: Der Vektor x entspricht den Stiitzstellen zi, £k = 1,...,n; der Vektor a entspricht
den Koeffizienten ay, k = 1,...,n; der Skalar y entspricht der Auswertungsstelle z*.
e) (1) Was genau befindet sich bei Riickgabe in der Variablen p?

Loésung: Der Wert des Polynoms an der Stelle z*.



Aufgabe 3 (Polynominterpolation nach Newton, 5 Punkte):

Gegeben seien die Funktionswerte

flxo)=1, f(z1)=2, f(z2)=9,

zu den Stiitzstellen
x():O, wlzl, Tog=2.

a) (3) Fiihren Sie fiir diese Wertepaare eine Polynominterpolation nach Newton durch, d.h.,
berechnen Sie die Koeffizienten ag, a; und as der Newtondarstellung mit Hilfe der Newtonschen
dividierten Differenzen.

Losung: Mit dem Neville-Algorithmus gilt

fl0] =1
Ml =2 flo,1] =2k =1
fRI=9 fLA=52=7 0,12 =F}=3

und damit ap = f[0] =1, a; = f[0,1] = 1, und as = f[0,1,2] = 3.
b) (2) Geben Sie das Interpolationspolynom in der Newton- und der Monomdarstellung an.
Losung: Newtondarstellung:
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Aufgabe 4 (Konsistenzordnung des impliziten Euler-Verfahrens,
6 Punkte):

Gegeben sei das Anfangswertproblem

() = Xx(t)+ f(t), 0<t<T,
z(0) = xo

mit zg, A € Rund f:[0,7] — R.
a) (1) Begrinden Sie, warum die Darstellung

72
r(t)=x(t+7) -T2 (t+7T)+ ?x"(f(t)) , &) e(t,t+T1), T>0,

der exakten Losung des AWPs korrekt ist.
Losung: Es handelt sich um eine Taylor-Entwicklung um ¢ + 7 mit Restglied.
b) (2) Zeigen Sie mit Hilfe von (a) die folgende Darstellung der exakten Losung des AWPs:

72
a4 7) = 1y (o0 + 704 1) - Gaen)

Losung: Einsetzen der DGL in die Taylor-Entwicklung liefert

T2
r(t)=ax(t+7) TNt +7)+ ft+7)) + ?x”(ﬁ) )

Umstellen nach x(t + 7) liefert die Behauptung.
c) (8) Zeigen Sie, dass das implizite Euler-Verfahren

aaA(t+7)=zt)+7Nealt+7)+ f(t+71))

konsistent ist mit Konsistenzordnung p = 1, d.h. zeigen Sie:
Wenn es ein 79 > 0 und ein von 7 unabhéngiges C' € R gibt, dann gilt:

max lz(ty +7) — za(te +7)] < CTPTY Vr < 19,

k=0,...,n—

mit tp =k7,k=0,...,n—1.



Losung: Der Ausdruck x(ty + 7) — za(tx + 7) heift Konsistenzfehler, e(tx, 7), und ist durch

x(t)+rf(t+7')—%7'2a:”(§) w(t) +7f(t+7) -1 72
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€(t,7) = x(t+7)—zA(t+7) = (&)

gegeben (Taylor-Entwicklung der exakten Losung minus Euler-Schritt ausgehend von z(t)).
Mit t =tg, k=0,...,n—1, folgt
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Fiir passend gewéhltes 0 < 79, A <0, bzw. 0 < 19 < %, A >0, gilt
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und damit

max_e(ty, 7)| <Cr7TH 0 p=1,

fir alle 7 < 1.



