Klausur

Klausur geandert! Freitag 13.2.2015 12-14 h Hdrsaal A + C (Henry-Ford-Bau, Garystralle 35-37)
Nachnamen A-N Horsaal C (Henry-Ford-Bau, GarystralRe 35-37)
Nachnamen 0-Z Horsaal C (Henry-Ford-Bau, GarystralRe 35-37)
Beginn 12:15
Beginn 13:45 (90 Minuten)

Nachbesprechung Klausur (folgt) (folgt)  (folgt)

Nachklausur Freitag 10.4.2015 12-14 h Hoérsaal 1b (Habelschwerdter Allee 45)

¢ Zugelassen zur Klausur sind Horer_innen der Vorlesung und Wiederholer_innen.

e An der Nachklausur kénnen Studierende teilnehmen, die ihre Note verbessern wollen.

e Ausweis mitbringen!

e Erlaubte Hilfsmittel: Ein handschriftlich, beidseitig beschriebenes DIN A4 Blatt (keine Kopie) mit allem was Sie als nutzlich
erachten.

¢ Nicht erlaubte Hilfsmittel: Taschenrechner und sonstige Unterlagen durfen nicht verwendet werden. Schreibpapier wird
gestellt.



Zentrale Begriffe

Kondition eines Problems:

Kleine Ursache, groBe Wirkung (Orkan Lothar, Molekiildynamik).

Stabilitat eines Algorithmus:

Keine Aquivalenz vom Multiplikation und mehrfacher Addition.
Komplexitat eines Problems

Effizienz eines Algorithmus
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Darstellung natirlicher und ganzer Zahlen

Ziffernsysteme:
Axiomatische Charakterisierung der natiirlichen Zahlen.
Ziffernsysteme: Definition und Beispiele.

Satz: Die Menge aller Ziffernketten D(Z) hat abzahlbar viele Elemente.

Darstellung natiirlicher Zahlen im Rechner.

Positionssysteme:

Definition und Beispiele.

Dezimal- und Dualdarstellung natiirlicher Zahlen.
Darstellung natiirlicher Zahlen im Rechner.

Ganze Zahlen:
Erweiterung der Zifferndarstellung von N auf Z.
Dualdarstellung mit Vorzeichenbit.

Darstellung negativer ganzer Zahlen im Rechner: Zweierkomplement.

Freie Universitat q@% Berlin
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Positionssystem zur Basis ¢

Definition:
Ziffernmenge: Z = {20, 21, ..., 2g—1}
Zuordnung:

n— p(n) = zn,, n=0,...,q—1,

und im Fallen >q—1
k
n|—>g0(n)=zrsz,nk_1...z,,a0 mit n:Zriqz, 0<r;, <qg—1

1=0

Diese Zifferndarstellung heilt g-adische Darstellung.

. e | .
Freie Universitat (.S} Berlin
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Darstellung rationaler und reeller Zahlen

Rationale Zahlen:

Rationale Zahlen als Briiche ganzer Zahlen.

g-adische Briiche, periodische g-adische Briiche. Beispiele.

Satz: Jede rationale Zahl ist als periodischer g-adischer Bruch darstellbar.

Eindeutigkeit durch 0, 9 statt 1.

Praktische Realisierung: Dynamische Ziffernzahl. Aufwand pro Addition problemabhingig.
(Hauptnenner, Kiirzen).

Reelle Zahlen:

Reelle Zahlen als unendliche g-adische Briiche.
Satz: R ist nicht abzahlbar. Folgerung: Es gibt keine Zifferndarstellung von R.
Konsequenz: Numerisches Rechnen mit reellen Zahlen ist nicht moglich!

Festkommazahlen:
Absoluter und relativer Fehler. Beispiele.
Definition von Festkommazahlen und Gleitkommazahlen. Beispiele.

‘_%E Berlin

e

Freie Universitat
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Absoluter und Relativer Fehler

absoluter Fehler: lz— 2| .

Beispiel: x = 1000, = 999: lx— 2| =1

[z —

: x#0.

relativer Fehler:
|z

Beispiel: x = 1000, £ = 999: |z — 2|/|z| = 1072

) il
Freie Universitat %’Q@) E Berlin
o
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Gleitkommazahlen G(/, q)

Definition: (Gleitkommazahlen) Jede in der Form

T=(-1)%a-q° (1)
mit Vorzeichenbit s € {0, 1}, Exponent e € Z und Mantisse a = 0 oder

14

a:O,al"'afzza’iq_i) aiE{O,...,q—l},al#O,
1=1

darstellbare Zahl = heiBt Gleitkommazahl mit Mantissenlange ¢ € N, £ > 1.
Die Menge all dieser Zahlen heiBt G(q, ¢).

Die Darstellung (1) heiBt normalisierte Gleitkommadarstellung.

CoMa |



Rundungsfehler und Gleitkommaarithmetik

Runden und Rundungsfehler:

Der absolute Rundungsfehler ist nicht gleichmaBig beschrankt.
Der relative Rundungsfehler ist gleichmaBig beschrankt.
Obere Schranke: Maschinengenauigkeit eps = eps(q, £).

Praktische Realisierung von Gleitkommazahlen:
Endlicher Exponentenbereich bewirkt endlichen Zahlenvorrat. Datentypen: double, float.

Zahlenmengen statt Zahlen:

Menge aller Gleitkomma-Approximationen von x € R mit relativem Fehler eps(q, £).
Menge aller reellen Zahlen, die auf £ € G(q, £) gerundet werden.

Folgerung: Gleichheitsabfragen von Gleitkommazahlen verboten.

Algebraische Eigenschaften:
Gleitkommaarithmetik, Verlust von Assoziativitat, Distributivitat, Invertierbarkeit.
Folgerung: Ubliche Umformungen sind nicht mehr dquivalent.

Freie Universitat q@% Berlin
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Fehlerabschatzung: Relativer Fehler

Satz: Es sei ¢ eine gerade Zahl. Dann gilt

2 — rd(2)

]

< %q_(e_l) =: eps(q,t) VeeR, x#0.

Die Zahl eps(q,£) heiBt Maschinengenauigkeit.

& |
Freie Universitat %’QE Berlin
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IEEE 754 - Standard

float | double

Lange in Bits 32 64
Vorzeichen s

Bits 1 1
Exponent e

Bits 8 11
Mantisse a

Bits 23 52
Maschinengenauigkeit eps 6,0 - 1078 1,1 .10~ 16

€min - 126 - 1022

emax 128 1024

Znin 1,2-10738% | 2,2.107308

rmax 3,4.10138 | 1,8.101308

Freie Universitdt

CoMa |



Computer konnen nicht rechnen!

Aquivalente Umformungen in R sind in Gleitkommaarithmetik nicht dquivalent.

Beispiele:

keine binomische Formel:
(a+b)*(a+b)#a*xa+2%a*xb+b%*b
kein Assoziativgesetz:

(a%aF2%a%b) Fbib £a%at (2%axb¥bib)

Q,/A\\:y._
&\

% Berlin

Freie Universitat
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Kondition

Relative Kondition der Grundrechenarten:

Addition, Multiplikation und Division liefern beruhigende Resultate.

Die Subtraktion ist hingegen beliebig schlecht konditioniert (Ausloschung).
Deshalb: Subtraktion fast gleich groBer Zahlen vermeiden.

Absolute Kondition von Funktionsauswertungen:
Die absolute Kondition k.1 ist die kleinste Zahl mit der Eigenschaft

|f(z0) — f(2)| < Kabs|To — x| + o(]zo — x|) .

Satze zur absoluten Kondition:

Ist f differenzierbar in xg, so gilt Kaps = | f'(x0)].

Ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, so gilt Kaps < L .

Fiir geschachtelte Funktionen f(xz) = g(h(x)) gilt Kaps < Kabs(g, Yo) Kabs(h, To)

Freie Universitat q@% Berlin
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Kondition

Auswirkung von Eingabefehlern auf das Ergebnis

CoMa |



Relative Kondition der Multiplikation
gegeben: z,y € R, x, y # 0.
Approximationen mit relativem Fehler €:

T=z(l+es), §=y(l+ey), e=max{[e,|eyl}

Satz: Es gilt (- y) — (Z-9)| §28—i—52.
|z -y

Dominierender Fehleranteil: 2¢

Die relative Kondition ist der Verstarkungsfaktor x von e: x = 2

Vernachlissigung des Terms héherer Ordnung o(e) = &*

Freie Universitdt ?:
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Relative Kondition der Division und Addition

Satz: (Division)

(=/y) — (2/9)]

Es gilt
1z /Y

relative Kondition der Division:

Satz: (Addition)

Es sei x,y > 0. Dann gilt

relative Kondition der Addition:

K = 2.

(z+y) —(Z+9)

<2e+4o(e) .

|z + vy

< le

ST

Freie Universitat %’QE Berlin
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Relative Kondition der Subtraktion

Satz: (Subtraktion)

Es sei =, y > 0. Dann gilt (@ —y) = (&~ 9) < <M> £ .

|z — y| |z — Yy

relative Kondition der Subtraktion: ~ = @flﬁ'

Ul peliebig groB!!!

Ausloschung: Ist * =~ y, so wird kK = |'|921LL|

Freie Universit'at
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Nieder mit der Ausloschung

Subtraktion fast gleich groBer Zahlen vermeiden!

Freie Universitat ]
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Relative Kondition von Funktionsauswertungen

gegeben: Intervall I C R, f:I —-R, 0#xzg €I, f(xg) #0

Problem: (%) Auswertung von f an der Stelle x

Definition 3.6 (Relative Kondition)

Die relative Kondition ke von (%) ist die kleinste Zahl mit der Eigenschaft

fw) = f@] _, fro—a
| f (o) T

Liegt dies fiir keine reelle Zahl k. vor, so wird k.e1 = 00 gesetzt.

+ o(|xo — x|) .

S,

%4% Berlin

Freie Universitat
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Stabilitatsanalyse

Stabilitat:

Motivation des Stabilitdts- und Algorithmusbegriffs. Abgrenzung zur Kondition.
Relative Stabilitdt von Algorithmen zur Funktionsauswertung.

Definition und Beispiele.

Gesamtfehlerabschatzungen:

Satz 7.5: Der Gesamtfehler lasst sich abschatzen durch die Summe von
Eingabefehler, verstarkt durch die Kondition, und

Auswertungsfehler, verstarkt durch die Stabilitat.

Stabilitatsabschatzungen:

Kondition der Elementarfunktionen und Stabilitat:

Grundrechenarten (Satz 7.9) und Elementarfunktionen (Satz 7.8). Beispiele.
Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Unvermeidbare, schlecht konditionierte Elementarfunktionen an den Anfang!
Das Polynom-Desaster in MATLAB: Grobe Stabilitdtsanalyse.

—— & |
Freie Universitdt ()
EEEZo4
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Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Problem:  Auswertung von f(z) = x° + 12a*z — 6ax? — 8a*
an der Stelle g = 10 000 000 fir a = 4 999 999.

>> a = 4999999;

>> x = 10000000;
>> f = x73 + 12*%a"2%x - 6%*%a*xx"2 - 8*%a”3
f =

393216

>> f = (x-2%a)”3

8

Was ist hier schief gelaufen?

Freie Universitat @!E Berlin
L 4
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Algorithmen zur Funktionsauswertung
gegeben: f: I - R, 2z € I CR

Ein Algorithmus ist eine Zerlegung

f(z0) = gnogn—10---0g1(xo)

der Funktion f in elementare Funktionen ¢g;, 1 =1,...,n.
Beispiel:
f(xo) = axo+ b= g2 0 g1(wo) , g1(wo) = axo, go(y) =y +0

b b
f(xo) = axg+b=a (:CO + a) = hoohi(xg), hi(xg) = :B0+a . hao(y) = ay

CoMa |



Relative Stabilitdat: Auswirkung von Gleitkommarechnung
Bezeichnung: € = (€1,...,€,) gegeben. Wir setzen ||¢|| = max;—1 . |&i-
Definition 7.4: Die relative Stabilitat o, des Algorithmus’

F(@0) = gn© gno1 0+ 0 g1(w0) # 0

gegeniiber Rundungsfehlern g;(y) = ¢:(y)(1 + &;), |ei| < eps,
ist die kleinste Zahl o, mit der Eigenschaft

f(z0) — f(e, z0)]
| f(z0)|

< oretle]| +o(l[e]]) -

Liegt dies fiir keine reelle Zahl o, vor, so wird g,¢] = 00 gesetzt.

CoMa |



Gesamtfehler

Eingabefehler: max. Rundungsfehler: ||¢||

~

|f(xo) — f(e, %)
f (o)

Satz 7.5:  Es sei g # 0 und f(xzg) # 0. Dann gilt

resultierender Gesamtfehler:

~

| f(zo) — f(e, o)
| f(z0)|

orel(Tp): Stabilitdt der Funktionsauswertung an der Stelle z.

330—5%0 ~ ~
< () 20 (@)l + o0 — ol + [el)

krel(€o): rel. Kondition der Auswertung von f an der Stelle x.

CoMa |



Aufwand und Komplexitat

Komplexitat und Effizienz
Aufwand: Anzahl dominanter Operationen (worst-case). Beispiel.
Landau-Symbol O(n). Beispiel.

Definition:  Aufwand eines Algorithmus. Komplexitat eines Problems.

Summation
Aufwand: rekursive und hierarchische Summation. Komplexitat.

Sortieren
Aufwand: TumbSort, BubbleSort und MergeSort. Komplexitat.

Berechnung des groBBten gemeinsamen Teilers von a > b:
Naiver Algorithmus (Ausprobieren): Aufwand: O(b) Divisionen.
Variante (Ausprobieren riickwarts): Aufwand: O(b) Divisionen (worst-case!).

Strukturelle Finsicht: Kongruenzen (GauB 1801), Rekursionssatz.
Euklidischer Agorithmus: Aufwand: O(log(b)) Divisionen.

Freie Universitat @E‘ Berlin
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Komplexitat und Effizienz

Wie lange muB ich auf das Ergebnis warten?
a) Ist das Problem schwierig? (Komplexitat)

b) Ist mein Algorithmus zu langsam? (Effizienz)

Theoretische Informatik/Diskrete Mathematik:

Komplexitatstheorie, Berechenbare Funktionen

Freie Universitat %’QE Berlin
o
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BubbleSort

Algorithmus: BubbleSort:  Sukzessive Maximierung

Beispiel:
S={7,1,5}, k=3: SMax = max{7,1,5} =7,
S=1{517}, k=2: SMaxr = max{b,1} =5,
S ={1,5"7}

Aufwand von BubbleSort:

Max =1
iMax =1

(n—1)+(n—2)+---+1:Zk:%n(n—l):O(nQ) < O(n™)

CoMa |



MergeSort
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Aufwand von MergeSort:  Tijergesort(n) < nlogyn optimal!

S,

%4% Berlin

Freie Universitat
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Vektor— und Matrixnormen

Grundlagen:
Matrix—Vektor— und Matrixprodukt. Lineare Raume. Beispiele.

Problem:
Berechne die Lésung « von Ax = b zu gegebenem A € R™" und b € R".
Ziele: Konditionsanalyse dieses Problems, Stabilitdtsanalyse des GauBschen Algorithmus.

Normen auf linearen Raumen:
Motivation: Erweiterung des Betrags von R auf R" und R™".

Definition: Axiomatisierung des Langenbegriffs. Beispiele: || - [|,, 1 < p < oo, auf R™.
Zu einer gegebenen Vektornorm || - || gehdrige Matrixnorm:
Az
1Ay = sup | Az|  Acm™.
vern ||z
x
Beispiel: Zur Maximumsnorm || - || gehoért die Zeilensummenorm.

& % | .
Eﬂ:‘? Berlin

Freie Universitat
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Beispiele: Vektornormen

r=(z;), eV =R"

" 1/2
Euklidische Norm: 2|2 = <Z %2)

n 1/p
p—Norm: |z, = (Z ;cz-|p> , 1<p<oo

Maximumsnorm (oco—Norm):  ||z||cc = max |z
= ..

CoMa |



Die von der Maximumsnorm induzierte Matrixnorm

Satz 8.10 (Zeilensummennorm) Die Matrixnorm
n
[Alloo = Z:maanjl ai;l . A=(aij)i = ER™",
J:

gehort zur Maximumsnorm || - || auf R™.

Freie Universitdt %’E Berlin
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Kondition linearer Gleichungssysteme

Konvergenz in normierten Raumen
Definition: 2z — & <= ||z — 2™ — 0, fir v — oo
Satz: Die Konvergenz in R™ und R™" ist dquivalent zur komponentenweise Konvergenz.

Existenz und Eindeutigkeit:
Regulare und singulare Matrizen. Inverse Matrix.
Die Regularitdat von A ist dquivalent zur Existenz eindeutig bestimmter Losungen.

Storungen von Koeffizientenmatrix A und rechter Seite b:

Normweiser absoluter und relativer Fehler.

Definition: k(A) = ||A||[|A "] heiBt Kondition von A. Beispiele.

Satz: K(A) ist der maximale Verstarkungsfaktor des rel. Fehlers bei Stérungen von b.
Satz: k(A) ist der maximale Verstarkungsfaktor des rel. Fehlers bei Stérungen von A.
Satz: k(A) ist der maximale Verstarkungsfaktor des rel. Fehlers bei Stérungen von A, b.
Numerische Beispiele.

& % | .
Eﬂ:‘? Berlin

Freie Universitat
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Die Kondition einer Matrix

Definition 9.2 Sei A € R™™. Ist A eine regulare Matrix, so heiBt
k(A) = |JA[[][A7]

Kondition von A. Ist A singular, so wird k(A) = oo gesetzt.

Bemerkung: Es gilt

o K(A) > 1lund k(1) =1
o x(AB) < k(A)r(B)

& |
Freie Universitat %’QE Berlin
o
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Auswirkungen von Storungen von A und b

Satz 9.7 Sei x die Losung von Ax = b, b # 0, und T die Lésung des
gestorten Systems ) )

Az =0
mit A € R™" und |A — A|| < [|[A~Y|~" sowie b € R™. Dann gilt

Iz — 7 A=A |b—b] ) i
oty (A B2 oga g -

Es existieren rechte Seiten b, b € R™ und Koeffizientenmatrizen A, Ac
R™™, so daB in dieser Abschatzung Gleichheit vorliegt.

CoMa |



Der GaulBlsche Algorithmus und Varianten

GauBsche Elimination und Riickwartssubstitution:

Motivation am Beispiel, Verallgemeinerung und Algorithmus.

Achtung: Durchfiihrbarkeit nur bei nichtverschwindenden Pivotelementen!

Aufwand des GauBschen Algorithmus: %n‘? + O(n?) (AufwandsmaB: Punktoperationen).
GauBsche Elimination, Eliminationsmatrizen G, und L R—Zerlegung A = LR.

Vorteile der L R—Zerlegung bei vielen rechten Seiten und gleicher Koeffizientenmatrix.

Reduktion des Aufwands durch Ausnutzen von Spezialstruktur:
Tridiagonalmatrizen:

Invarianz der Besetzungsstruktur unter GauBelimination.

Keine Elimination der ohnehin vorhandenen Subdiagonalnullen: Aufwand O(n).

s

Freie Universitat Berlin
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GauBlscher Algorithmus

eliminieren von z7:

1 4 715 1 4 7 5
2 5 8 |—=1]|-2%x1. Zeile =10 -3 —6 |—11
3 6 10| 0 /) —3x1. Zeile 0O -6 —11|-15

eliminieren von z5:

1 4 7 5 1 4 7 5
0O -3 -6 |—11 — 0O -3 —-6]-11
0O —6 —11|—-15) —2%2. Zeile \O O 1 7

iversita ‘_:E Berlin
S CoMa |



Gestaffeltes Gleichungssystem

1 4 7 I 5

0 -3 -6 T = —11

0O O 1 3 7
R x — z

Losung durch Riickwartssubstitution:

1 —|—4£U2 —|—7£133 5 —8/3
—3xy —6zx3 | = | —11 — x= | —-31/3
I3 7 7

CoMa |



Gesetz oder Zufall?

1 0 0 1 4 7 1 4 7

2 1 0 0 -3 -6 = 2 o5 8

3 2 1 0 O 1 3 6 10
L R = A

L R—Zerlegung

. . )| i
reie Universitdt (1) Berlin
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Losung von Ax = b mit L R—Zerlegung

GauB-Elimination: Berechnung von A = LR Aufwand: sn® 4+ O(n?)

Vorwdrtssubstitution: Ldse Lz = b O(n?)

Riickwirtssubstitution: Lése Rx = z O(n?)

Viele Systeme mit verschiedenen rechten Seiten:

Al =b, j=1,...,J, Aufwand: %n3+J~(9(n2)

) il
Freie Universitat %’Q@) E Berlin
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Stabilitatsanalyse des GauBBsche Algorithmus’

LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche:

Auswirkung von Auswertungsfehlern am Beispiel, Definition der Stabilitat.
Stabilitatsanalyse in drei verschiedenen Auflésungen:
Konditionsverschlechterung durch Elimination.

Extrembeispiel: Wilkinsonmatrix.

Algorithmische Konsequenzen: Pivotsuche.

Abschitzung der Stabilitat durch kK(A) und n.

Freie Universitat ({18 ”%
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LR—-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche

Satz 9.25: Die GauBsche Elimination mit Spaltenpivotsuche liefert eine Zerlegung
LR =PA

mit unterer Dreiecksmatrix L, oberer Dreiecksmatrix R und einer Permutationsmatrix P.
P A unterscheidet sich von A also nur durch Vertauschung der Zeilen.

Beispiel:
3 3 1 1 0 0 3 3 1
A=1[1 14100 o, P=|0 0 1|, PA=13 4 1
3 4 1 0 1 0 1 1+107% 0

Freie Universitat %’%
O
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¢ Zugelassen zur Klausur sind Horer_innen der Vorlesung und Wiederholer_innen.

e An der Nachklausur kénnen Studierende teilnehmen, die ihre Note verbessern wollen.

e Ausweis mitbringen!

e Erlaubte Hilfsmittel: Ein handschriftlich, beidseitig beschriebenes DIN A4 Blatt (keine Kopie) mit allem was Sie als nutzlich
erachten.
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