Der GaulBlsche Algorithmus und Varianten

GauBsche Elimination und Riickwartssubstitution:

Motivation am Beispiel, Verallgemeinerung und Algorithmus.

Achtung: Durchfiihrbarkeit nur bei nichtverschwindenden Pivotelementen!

Aufwand des GauBschen Algorithmus: %n?’ + O(n?) (AufwandsmaB: Punktoperationen).
GauBsche Elimination, Eliminationsmatrizen Gy und L R—Zerlegung A = LR.

Vorteile der L R—Zerlegung bei vielen rechten Seiten und gleicher Koeffizientenmatrix.

Reduktion des Aufwands durch Ausnutzen von Spezialstruktur:
Tridiagonalmatrizen:

Invarianz der Besetzungsstruktur unter GauBelimination.

Keine Elimination der ohnehin vorhandenen Subdiagonalnullen: Aufwand O(n).
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Problem und Algorithmus

Problem: Lo&se das lineare Gleichungssystem  Ax = b

Auswertung des Losungsoperators f(A,b) = A~ 'b zu Daten A € R™", b € R"

Satz 9.7 Relative Kondition des Problems k.o = k(A)

Algorithmus:  Zerlegung des Losungsoperators in Elementaroperationen
z=A"b=gno- - 0gi(AD)

Qualitatskriterien: Aufwand und Stabilitat
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Algorithmus: GaulBlsche Elimination... @igorithmus 9.12)

fork=1:n—14do
{
for i=k+1:ndo (fallsal"" 0
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...und Ruckwartssubstitution

Gestaffeltes Gleichungssystem:

(ag_l) agg_l) agz_l)\ (331\ (bgn—l)\
X2

0 (n—1) (n—1) bén——l)

Qg9 T Qo

\ 0 . 0 aln b \mn) \bgbn—l))
Algorithmus 9.13 (Riickwartssubstitution)

fori =n—1:(—1):1do

z, = ——pr1) 1 (n—1) . (n—1)
n n—1)"n C— n _ n .
asy Y SRS b, E: @ij T
11 J=1+1
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Matrix-Schreibweise

AR = (1 — GAF D A0 = A bW = (T — G)b* Y, b =1
r =R 1z, R=A"1D 5 =pr-b

Eliminationsmatrizen:

(O \
' (k—1)
: 0 : a,,
Grp=| . . . N Cik = ——
& : : ektl,k O : & a/}(jC 1)
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Numerisches Beispiel

gut konditioniertes System: Ky (A) = 32

3 3 1 1/7
A=(1 14107 0], b= Ax, r=|1/11
3 4 1 1/13

Losung mit dem GauBschen Algorithmus:

Hw_j”:> 10—3

[[]]

Von 15 giiltigen Stellen sind héchstens noch 3 iibrig!
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Stabilitat

Algorithmus:  Zerlegung des Losungsoperators in Elementaroperationen
t=A""b=f(A,b) =gno---0gi(A,Db)

Runden der Elementaroperationen: g; = rd(g;)

~

Auswertungsfehler: = — x

= f(A,b) =Ggmo---0gi1(A,b)

relative, normweise Stabilitat: Die kleinste Zahl o mit der Eigenschaft

< ogeps + o(eps)
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Hochauflésendes Stabilitdtsanalyse (nur Elimination)

fork=1:n—1do

{
forr i=k+4+1:ndo (falls a(k D 0!)
{
; iy, (k) _ i (k1) 5 (k1) (k)
Cip, = rd(~(k 1)) ; b, rd (b, —rd(ixb, 7)) ; a;,’ =0;
ALk
fory =k+1:ndo
{ (k) (k—1) ~ k—1
a =rd(al ™" — rd(firay ) ;
}
}
}
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Vereinfachtes Stabilitatsanalyse |

AR = rd((I — G AR DY), AO = A p®) = rd((I — GL)BE YY), b0 =
& =rd(R'2)), R=A"Y z=p"
Elementaroperationen:
g (B,y) = (I —G)B,(I —Gr)y), k=1,...,n—1, gu(R,z) =R 'z
Vereinfachungen:
e exakte Eliminationsmatrizen G,
o exakte Auswertung von (I — G) A" ™Y und (I — G)oFY

e exakte Auswertung von R~ 12

& |
Freie Universitat %’QE Berlin
o

CoMa |



Vereinfachtes Stabilitatsanalyse |

AW = rd((I — GR) AR D), A0 = A % =rd((I — Gp)b*™ D), b =

i=rd(R'z), R=A"Y  z=p""

Satz 9.19

|z — %o

Tz < ogeps + o(eps), og =2k(A)okxoEg
Ll oo

n—1 n-—1

O = 1:[11([— Gr), op = Z H k(I — Gy),
k=1

i=1 j=i+1
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Vereinfachtes Stabilitatsanalyse |l

AR = (1 — GAF D A0 = A bW = (T — Gb* Y, b =1
- R—lg, R — rd(A(n—l)) : 5 — rd(b(n—l))

Vereinfachungen:

e exakte Auswertung des gesamten Eliminationsschritts

Satz: Unter der Voraussetzung || R — Rl|so/||R]|s < 1/koo(R) gilt

|2 — %o

Tz < 2k(R)eps + o(eps)
Ll

Beweis: Satz 9.7
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Abschatzung der Kondition von R

k(R) =k ( _(I — Gn_k)A) < k(A) _ k(I — Gi) = k(A)ok

k=1

Satz: Es gilt
1 2 aly ™
E(I=Gr) = [T=Gillll(I=Gr) Nl = max (1+[€a])”, L = ——5 -
i=k+1,..., n a
kk
Insbesondere ist k(I — G) =1 <= agz_l) =0 Vi=k+1,...,n.
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Numerisches Beispiel

gut konditioniertes System: Ky (A) = 32

3 3 1 1/7
A=|(1 14107 0], b= Az, r=|1/11
3 4 1 1/13

GauB-Elimination: % > 1077
3 3 1
R=|0 107" —1/3 |, Koo(R) > 1077
0 0 10'*/3
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Beispiel: Die Wilkinson—Matrix W,

EEHQnJL

[ ——  x(R)

—— k(W)

0 1 ! ! ! ! ! ! ! !
+

5 10 15 20 25 30 35 40 45

Foo(Why) und koo (Ry)
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Algorithmische Konsequenzen

Satz 9.20:
o= 1)
B(1 = Gr) = 1= Grlloell (I = Gi) Moo = _max (T+[ea])”, i = —G;
B g
Folgerungen:
- (k 1)
o a" MV <« |alfiTY| = |ta] = gg S>>0 = k(I —Gi)>1
ik
1 k—1 (k b
o [a" > Y] = |ta] = gg S0 = k(-G =1
ik

Stabilitat, falls [a!""| > |a!¥ ™"

Freie Universitat ﬁf m Berlin
P CoMa |



GauBlscher Algorithmus mit Spaltenpivotsuche aigorithmus 9.23

fork=1:n—1do

{
ko = k
fore =k-+1:ndo

falls 'az(.],z_l)' > 'a,(c];_kl)' , setze kg := 1

Vertausche die k—te Zeile mit der kg—ten Zeile

k—ter Eliminationsschritt wie in Algorithmus 9.12.

}

Folgerung: |li] <1 = k(I —G) <4 = kr(R)<4"'k(A)
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LR—-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche

Satz 9.25: Die GauBsche Elimination mit Spaltenpivotsuche liefert eine Zerlegung
LR =PA

mit unterer Dreiecksmatrix L, oberer Dreiecksmatrix R und einer Permutationsmatrix P.
P A unterscheidet sich von A also nur durch Vertauschung der Zeilen.

Beispiel:
3 3 1 1 0 0 3 3 1
A=1[1 14100 o, P=|0 0 1|, PA=13 4 1
3 4 1 0 1 0 1 1+107% 0
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Numerisches Beispiel

gut konditioniertes System: Ky (A) = 32

3 3 1 1/7
A=(1 14107 0], b= Ax, r=|1/11
3 4 1 1/13

GauBschen Algorithmus mit Spaltenpivotsuche:

1
R = 0 : Koo (R) = 21

o O W
S = W

1
3

||9|C|;|g|~3|| < 107" Losung auf 15 giiltigen Stellen!
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