Kondition linearer Gleichungssysteme

Konvergenz in normierten Raumen
Definition: 2z — 2z <= ||z — 2| — 0, fir v — oo
Satz: Die Konvergenz in R™ und R™" ist dquivalent zur komponentenweise Konvergenz.

Existenz und Eindeutigkeit:
Regulare und singulare Matrizen. Inverse Matrix.
Die Regularitdat von A ist dquivalent zur Existenz eindeutig bestimmter Losungen.

Storungen von Koeffizientenmatrix A und rechter Seite b:

Normweiser absoluter und relativer Fehler.

Definition: x(A) = ||A||[|A™"|| heiBt Kondition von A. Beispiele.

Satz: k(A) ist der maximale Verstarkungsfaktor des rel. Fehlers bei Stérungen von b.
Satz: k(A) ist der maximale Verstarkungsfaktor des rel. Fehlers bei Stérungen von A.
Satz: k(A) ist der maximale Verstarkungsfaktor des rel. Fehlers bei Stérungen von A, b.

Numerische Beispiele.
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Auswirkungen von Storungen von A und b

Satz 9.12 Sei x die Lésung von Az = b, b # 0, und x die Losung des
gestorten Systems

~

Az =b
mit A € R™" und |A — A||/||A|| < 1/k(A) sowie b € R™. Dann gilt

|z — 2| |A—A] | [|b—0b] i -

Es existieren rechte Seiten b, b € R™ und Matrizen A, AecRv,
so daB in dieser Abschatzung Gleichheit vorliegt.
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Die Kondition als Quantifizierung der Regularitat

singuldren Matrizen: S :={M C R™™ | M singular} C R™"

relativer Abstand von A #0 zu S: dist(4,S) := inf { ”‘ﬁ;f” ‘ B ¢ S}

Satz 9.9 Fiir alle regularen Matrizen A gilt

dist(A,S) >

r(A)

Folgerung:

A | fast singular®, d.h. dist(A,S) klein — k(A) groB!
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Beispiel: Schleifender Schnitt

(-1 1 L a(14e -1
A_<—1 1+e>’ A7 =e (1 —1)

2 2
oo = Aol A oo = (24 )1 (24 6) = . tg) soo fiir £ 0
—1+ " 1 HA_BHOO 1
B= (502 L )es, ,
<_1 T 2%¢ 1+¢ [ Al Foo(A)
Bemerkung: Allgemein ex. ein B € S mit distoo (A, S) = 14-Bllee — __1

[Alloo Roo(A)

Folgerung: Schlecht konditionierte Matrizen sind ,,fast singular"!
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Problem und Algorithmus

Problem: Lose das lineare Gleichungssystem Ax =1

Auswertung des Losungsoperators f(A,b) = A71b zu Daten A € R™", b € R"

Satz 9.12 Relative Kondition des Problems k. = K(A)

Algorithmus:  Zerlegung des Losungsoperators in Elementaroperationen
r=A"1=Go --0G(AD)

Qualitatskriterien:  Aufwand und Stabilitat
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Lineare Gleichungssysteme

Matrixschreibweise:

I 5

(\)
Sy Ot =
oo

erweiterte Matrix:

W N
S O =
00
|
—_
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GauBlscher Algorithmus

eliminieren von z7:

1 4 715 1 4 7 5
2 5 8 |—=1]|-2%x1. Zeile =10 -3 —6 |—11
3 6 10| 0 /) —3x1. Zeile 0O -6 —11|-15

eliminieren von z5:

1 4 7 5 1 4 7 5
0O -3 -6 |—11 — 0O -3 —-6]-11
0O —6 —11|—-15) —2%2. Zeile \O O 1 7
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Gestaffeltes Gleichungssystem

1 4 7 I 5

0 -3 -6 T = —11

0O O 1 3 7
R x — z

Losung durch Riickwartssubstitution:

1 —|—4£U2 —|—7£133 5 —8/3
—3xy —6zx3 | = | —11 — x= | —-31/3
I3 7 7
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Gesetz oder Zufall?

1 0 0 1 4 7 1 4 7

2 1 0 0 -3 -6 = 2 o5 8

3 2 1 0 O 1 3 6 10
L R = A

L R—Zerlegung
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Der 1. Eliminationsschritt

Voraussetzung:  Pivotelement a1; # 0

1 | .
(au a2 - Qip 51\ {aﬁf ag; a,gn) bgl)\
d21 Q22 - d2n| ¢ . 0 a%) . ag}l) :
\a/nl an2 ... Ann bn) K O a,gl]é) o aq(llg b’gzl))
(A[b) = (AD[p(0) (A |p)

Berechnung von  (A©@[p0) — (AM]|p(1));

1 .
a%):alj, bg):bl, 7=1,...,n,

1 a; .
ag)=aij—€ua1j, b = b — Lirbs bin =58, 4,)=2,...,m,
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GaUBSChe Elimination (Algorithmus 9.12)

fork=1:n—1do
{
for i=k+1:ndo (fallsal""" =0

{

(k—1)
_ Qg . (k) _ 5 (k=1) (k—1) | (k)
Bz‘kz —  (k—1) bz' - b@' — gikbk ) =0; )
Gk

fory=k+1:ndo

S _ k=1 (k1)

zg ij kYL )
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Riickwartssubstitution

Gestaffeltes Gleichungssystem:

(afi™" alz™ U fan) (0
0 oY o G| e | [

K () . 0 aq(ﬁ;_l) KiUn) Kbq(%n.—l))

Algorithmus 10.2 (Riickwartssubstitution)
fori=n—1:(—1):1do

(n—1) n
Tn = —m-1yn 1 (n—1) S a (n-1),
agm Y L = (n—1) b’L - ’Lj L
Qi j=i+1
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Carl Friedrich GauBB (1777-1855)

1799
1801

1801

1807
1818

1832

Carl Friedrich GauB im Jahre 1828

Promotion (Hauptsatz der Algebra)

Disquisitiones Arithmeticae (Kongruenzen, ..

Berechnung der Ceres—Bahn
(Fehlerquadrate, GauBscher Algorithmus)

Direktor der Gottinger Sternwarte

Vermessung des Konigreichs Hannover
(bis 1830 ca. 70 Arbeiten zu Geodasie)

Erforschung des Erdmagnetismus
(Potentialtheorie, GauBscher Satz, ...)
1840-1843 Antarktis—Expedition

der Royal Society (James Clarke Ross)
angeregt von GauB, Weber und Humboldt
Feldstarke des Erdmagnetfelds ~ 1 GauB
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Eliminationsmatrizen

: . : (k__l)
Gk; — - 9 gi,k — (k—l)
: : : akk

0 0 L 0 0 o)

Lemma 10.3: Mit A(® = A und (0 = b gilt

A® — (T = GHAFD  p® — (1 —qp* D E=1,....n—1.
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LR—-Zerlegung von A

Satz 10.4 Ist der GauBsche Algorithmus fiir A € R™™ durchfiihrbar (d.h.

erhdlt man Pivotelemente agz_l) # 0) und ergeben sich dabei die Elimina-

tionsmatrizen G1,...,G,_1, so gilt

n—1 n—1
A=LR mit L=I1+) Gr, R=][UI-Gni)A
und
1 0 0 "o gl
. 621 : o 0 : . :
L=1" .. o] BF ; S :
by oo Ay 1 0 ... 0 gD

nn
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Aufwandsbetrachtungen

AufwandsmaB: Anzahl der Punktoperationen

Aufwand des GauBschen Algorithmus:

Aufwand des Eliminationsschritts:

n—1 n n n—1 n
Zk:1 i—k-1 (1 + Zj:k—l—l 1) + Zk:l i—=k41 1
=1(n® —n) + 1(n? —n) = in® + O(n?)

Aufwand der Riicksubstitution:

n—1 n n . n .
1+ 273:1 (1 + Zj:i—i—l 1) — Zizl(n —1+1) = Zj:L? — %(nQ +n)

Gesamtaufwand:  gn® + n? — in = n® + O(n?)
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Losung von Ax = b mit L R—Zerlegung

GauB-Elimination: Berechnung von A = LR Aufwand: sn® 4+ O(n?)

Vorwdrtssubstitution: Ldse Lz = b O(n?)

Riickwirtssubstitution: Lése Rx = z O(n?)

Viele Systeme mit verschiedenen rechten Seiten:

Al =b, j=1,...,J, Aufwand: %n3+J~(9(n2)
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Ausnutzen von Spezialstruktur: Tridiagonalmatrizen

( al bl 0 0 \
C1 a9 bg e :
' ' Cn—1 Qp—1 bp_1

K 0 0 Cn—1 Qp )

(k) =1 o a®* D00, i>k+1

Beobachtung:  a;;" = a;; ikQy,

Thomas-Algorithmus: ag;) =:0 i > k+1 = Aufwand:5n—4 = O(n)
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