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Aufgabe 1 (Summennorm, 3T):

Fiir einen Vektor x € R" definiert man die /!-Norm (oder 1-Norm oder Sum-
mennorm) durch:

n
Il = > lal,
=1

also durch die Summe seiner Eintrége im Absolutwert. Zeigen Sie, dass ||x||1
tatsdchlich eine Norm ist.

Aufgabe 2 (Spaltensummennorm, 7T):

Fiir eine Matrix A € R™*" bezeichnen wir die folgende Norm:

n
A1 = max Y|l
]71,‘..,ni:1

als Spaltensummennorm. In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass ||Al|; die
von der ¢'-Norm (Aufgabe 1) induzierte Matrixnorm ist, und die Schreibweise
damit gerechtfertigt ist. Achtung: Wir verwenden die gleiche Schreibweise fiir
Matrizen und Vektoren, d.h. fiir eine Matrix bezeichnet ||A||; die Spaltensum-
mennorm, fiir einen Vektor steht ||x||; fiir die /!-Norm.

a) (8T) Zeigen Sie, dass fiir jeden Vektor x € R™ mit ||x[|; = 1 gilt, dass:

[Ax[n < (Al
b) (2T) Sei fiir festes A € R™*"™ die natiirliche Zahl k so gewahlt, dass ||Al|; =
S 1 laik|. Zeigen Sie, dass fiir den k-ten Einheitsvektor e, € R™ gilt, dass
[Aerlls = (Al
Dabei ist e der Vektor, dessen k-ter Eintrag gleich 1 ist, alle {ibrigen Eintrége
sind gleich 0.

¢) (2T) Folgern Sie aus a) und b), dass die Spaltensummennorm tatséchlich die
von der /*-Norm induzierte Matrixnorm ist.
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Aufgabe 3 (Ableiten, 5P):

In vielen Anwendungsproblemen miissen Ableitungen numerisch berechnet wer-
den, da es keine geschlossene Form zur Berechnung der Ableitung gibt. Zur
Approximation der Ableitung kann man den bekannten Differenzenquotienten

f(zo+h) = f(zo)

arn) = .

verwenden, da dieser im Grenzwert h — 0 gegen f’(xg) konvergiert. Die
Wirklichkeit sieht aber oft anders aus. Schreiben Sie zur Illustration ein Pro-
gramm, welches die Ableitungen der Funktion f(x) = arctan(z) an den Stellen
xo = 0,1,10, 50,100 mit Hilfe des Differenzenquotienten zu berechnen versucht.
Die analytische Formel fiir die Ableitung der Funktion f ist

1

1+a3
Berechnen Sie fiir jedes 2 den Differenzenquotienten df (h) fiir h = 1071,1072, 1073,
...,1071%, Plotten Sie den relativen Fehler

|df (h) — f'(x0)|

(o)

in einen logarithmischen Plot (Befehl loglog). Plotten Sie die Fehlerkurven fiir
alle Werte von zq in eine Graphik. Was passiert und warum?

f'(xo) =



