Freie Universitat (.4 )2 Berlin

Computerorientierte Mathematik I

Vektorraume, Vektor- und Matrixnormen

Computerorientierte Vorlesung 09

Mathematik I 12.12.2014




Wiederholung:

Charakterisierung von Problemen und Algorithmen
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Kondition (Problem)

Wie sensibel reagiert das Problem aut gestorte
Eingabedaten?

Stabilitat (Algorithmus)

Wie stark konnen sich Auswertungstehler
aufschaukeln?

Komplexitat (Algorithmus)

Welcher Autwand 1st zur Losung notwendig?
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Charakterisierung von Problemen und Algorithmen

Bisher:

Funktionen mit mehreren Veranderlichen?

f . D —- R* DCR”
x — f(x)

Lineare Gleichungssysteme
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Lineare Gleichungssysteme

3 Gleichungen mit 3 Unbekannten:

L1 T 4 9 T Tx 3 = 5
2 1 T DT 2 T ST 3 = — 1
3T 1 T Ox 2 T 10x 3 = 0
Matrixschreibweise:
1 4 7 L1 5
2 9 8 ) = —1
3 6 10 T3 0
A X = b
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Matrix-Vektor-Produkt

Definition: Sei A eine Matrix und x ein Vektor:

A= (Ojij)n. 1 - Ran ] X = (xi)?:]_ - R™.

1,]=

Dann heif3t

n

Ax = ((Ax),;),_, €R" . (Ax); = Za’ij Yi

j=1

Matrix- Vektor-Produkt von A und x.
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Matrixprodukt

Definition: Seien A und B Matrizen:
A= (aj); g ER™™ . B=(b); ,_; € R"*".

Dann heif3t

AB = ((AB)ij>n SR", (AB);; = > aix b

2,7=1

Matrixprodukt von A und B.
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Wo begegnen uns lineare Gleichungssysteme?

Mathematische Modellierung:
o diskrete stationare Prozesse
Diskretisierung:

gewohnliche/partielle Differentialgleichungen
Linearisierung:

> Newton-Vertahren (Nullstellensuche)

Computerorientierte Vorlesung 09

Mathematik I 12.12.2014




Freie Universitat (/LS )

IVEREIES

Numerische Losung linearer Gleichungssysteme

Problem:

Berechne x € R™ aus Ax = b zu gegebenen Daten
AeR"™" b e R".

Eingabefehler: A~ A, b~b
Algorithmus: Gaullscher Algorithmus
Auswirkung von Auswertungstehlern

Losungsautwand

Kondition einer Matrix?
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Linearer Raum (Vektorraum)

Definition: Auf einer Menge V seien
a+b:VxV-sV, ca:RxV -V

erklart, wobei gilt:

1) V ist eine Abelsche Gruppe (Assoziativitat, Kommu-
tativitat, Nullelement, inverses Element).

2) Addition und Multiplikation sind vertraglich; fir o, 8 €
R und a,b € V gilt

a(fa) = (af)a
aa+b) = aa+ab
(a4 B)a = a«aa+ Pa
l-a = a.
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Normen
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Definition: Es sei V ein linearer Raum uber R. Eine

Abbildung

|-]] : V=R

heif3t Norm, falls fur alle x,y € V und o € R gilt

|x
| ax

Ix+y

[V

VAN

0, |x
al - ||x
||+

=0 x=0

yll -

Das Paar (V, ||-||) heifit normierter Raum.
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Vektornormen

Beispiel: Sei x = (z;),_, € V =R"

n
Ix[l, = Zx%
\

1
n p
s () s

Ix[l, =
1=1
X[l = max |z
1=1,....n
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Maximumsnorm
Beispiel: Betrachte ||x|| . = max z;|, x € R™.
1=1,...,n
X|l,, = 0
X|lewe = 0 & x1=--=2,=0
lox|l = max |axi| = |af - [x],
1=1,....n

max |T; +y;| < max (|| + |yi)

1=1,....,n 1=1,....,n

1[0 + 1171l

E3
_|_

=
||

VAN
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Matrixnormen

Matrix: A= (aw)n] €V =R™"

: , 2
Interpretiere A € R"*"™ als Vektor im R" :

2 ° ° ° °
Jede Vektornorm auf R"™ induziert eine Matrixnorm auf R"™”*"

Vertraglichkeit:
A < [[Ally - 1]l

| Al ist eine obere Schranke fiir die Langenanderung!
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Die Vektornorm-induzierte Matrixnorm

Definition: Sei ||-|| eine Vektornorm auf R”. Dann ist
durch
A
JAlly = sup X gup ax)), 4 e R,
xcR" HXH xcR"
x#0 |x||=1

die dazugehorige Matrixnorm ||-||,, definiert.

Bemerkung: Fur zugehorige Matrixnormen gilt
1) |||\ ist eine Norm.
2) | Ax|| < Al - 1]
3) [ AB|y < [ Al - [ Blly VA, B € Rr<n.
4) Die Norm der Einheitsmatrix [ ist ||I]|,; = 1.
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Die Maximumsnorm-induzierte Matrixnorm

Satz: Die Matrixnorm
mn
1A]l o = Z.:n{laxnz aij| , A= (aij); ;= € R™,
S

gehort zur Maximumsnorm ||-|| __ auf R” und wird Zeilen-
summennorm genannt.
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Die Maximumsnorm-induzierte Matrixnorm

Beweis. Wir benutzen die induzierte Darstellung mit
x|l = 1.

1Al
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sup  [|Ax||, = sup max [(Ax),]
xER™ xER™ 1=1,....n
%[ oo =1 x| oo =1
n

SUup Imax ZCLZ']’ZEJ
xER™ 1=1,....n — _ |
x| o =1 / T = Sjgn (aij)

n
Imax Z|aij‘
1=1,...,n 4

1=1

o ——



