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Wiederholung: Kondition der Grundrechenarten

Satz: Mit z,y € R, z,y # 0, den Approximationen
r=z-(1+e), yv=y-1+¢),
und der Wahl € = max{|e;|, |¢,|} folgt
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Wiederholung: Absolute Kondition

Definition: Sei f : I - R, I C R und g € I. Dann
heif3t die kleinste Zahl k.., mit der Eigenschaft

[f(zo) = f(2)] < Kabs - [zo — x| + o(|zo — 7|)

absolute Kondition von f(xzg). Liegt dies fiir keine reelle
Zahl ka1, vor, so setzt man K,y = 00.

Achtung: Rabs = '%abs(fa .CE‘())
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Wiederholung: Absolute Kondition
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Satz: Ist f differenzierbar in xq, so gilt

Rabs = |f/(5’70)‘ -

Satz: Ist f : I — R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L, so gentuigt die absolute Kondition der Ab-

schatzung
Kabs < L.

Satz: Fiir geschachtelte Funktionen f(zg) = g(h(xg))
oilt
Rabs S /‘Jabs(ha xO) " RKabs (97 y()) .
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Wiederholung: Relative Kondition

Definition: Sei f : I - R, I C R, f(xg) #0, zg € I
und zg # 0. Dann heiflt die kleinste Zahl k. mit der
Figenschaft

fao)— f@)| _ lwo—al
T S ol

relative Kondition von f(xg). Liegt dies fiir keine reelle
Zahl k.o vor, so setzt man k.. = 0.

Satz: Es gilt
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Wiederholung: Merkregeln

Gleichheitsabfragen von Gleitkommazahlen vermeiden!

Subtraktion fast gleich grof3er Gleitkommazahlen
vermeiden!
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Nichtlineare Gleichungen

Gegeben: [ = (a,b) CR, g: I - R, y* € R.
Problem: Finde z* € I, so dass g(z*) = y*.
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Absolute Kondition nichtlinearer Gleichungen

Definition: Die absolute Kondition x,1,s der nichtlin-
earen Gleichung g(x*) = y* ist die kleinste Zahl mit der
Eigenschatt

" — x| < Kabs - Y —yl+0(ly" —y))

fur alle rechten Seiten y # y* mit genigend kleinem Ab-
stand |y* —y| > 0 zu y* und den zugehorigen Losungen
x des gestorten Problems

rel: glz)=y.

Existiert keine solche reelle Zahl .14, SO wird K ps = 00
gesetzt.
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Das gestorte Problem
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Existenz und Eindeutigkeit gestorter Losungen

Lemma: Sei g stetig differenzierbar in I = (a,b), mit
z* e l: g(x*) = y* sowie

g'(z*) #0.

Dann gibt es o, € Rmit a < o < ¥ < 8 < b, so
dass das gestorte Problem x : g(x) = y fiir jedes y € V,
V = (g9(@),g(B)), eine eindeutig bestimmte Losung x €
U = («a, 3) besitzt.

Folgerung: Falls ¢’'(x*) # 0, so existiert eine Umkehr-
funktion g~ : V — U, so dass

g7 (y) =y, VyeV.

Computerorientierte 10 Vorlesung 06
Mathematik I 21.11.2014



S ~ «%
Freie Universitat (%))
e

Aquivalentes Problem

Gegeben: I = (a,b) C R, g : 1 — R, yg € V mit
g'(x*) £ 0.

Problem: Auswertung von ¢! : V — R an der Stelle
y* e V.

— y=g(z)
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Absolute Kondition der Umkehrfunktion

Lemma: Sei g € C(a,b), g(x) =y € V und ¢'(x) # 0.
Dann ist ¢~ ! differenzierbar in vy und es gilt

(67") (y) = o VyeV.
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Absolute Kondition nichtlinearer Gleichungen

Satz: Sei g € C'(a,b), g(z*) = y* € V und ¢'(z*) # 0.
Dann ist die absolute Kondition x,s der Losung von

ztel: gx™) =y
bei Storung der rechten Seite y* gegeben durch

1
g (z*)|
Beispiel: Betrachte y = g(z) = ax, a # 0. Dann gilt

KRabs —

1

Zl?:g_l(y):ay —  KRabs = m
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Relative Kondition nichtlinearer Gleichungen

Definition: Die relative Kondition k,.f der nichtlinearen
Gleichung g(z*) = y* ist die kleinste Zahl mit der Eigen-
schaft

S Rrel - ‘y*| | 0(‘y* o y‘)

fiur alle rechten Seiten y # y* mit gentiigend kleinem Ab-
stand |y* — y| > 0 zu y* und den zugehorigen Losungen
x des gestorten Problems

rel: glx)=y.

Existiert keine solche reelle Zahl k.¢1, so wird K] = 00
gesetzt.
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Relative Kondition nichtlinearer Gleichungen

Satz: Sei g € Cl(a,b), z* # 0, g(z*) = y* # 0 und
g (x*) # 0. Dann ist die relative Kondition ke der

LLosung von
zrel: gx®)=y"

bei Storung der rechten Seite y* gegeben durch
g(z”)|

z*| - g’ (x*)]

Beispiel: Betrachte g(x) = ax, a # 0. Dann gilt

KRrel —

K
ax™] 1

1
—1
g (Y) =Yy = Kl = »
z*| - |al
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Grenzen der Genauigkeit

Geforderte relative Genauigkeit:

* —_—
err ;= 2 d < TOL
|

TOL
eps

eIT = Kpel - €PS < TOL = Kpq <

Rrel Z

eps
Schlecht konditioniert!

Computerorientierte 16 Vorlesung 06

Mathematik I 21.11.2014




FrEie UniverSitét ’2\ ¥g§_li:l g

Kondition

Auswirkung von Eingabetehlern aut das Ergebnis

Kondition ist eine Eigenschaft des Problems!
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Praktische Ubung: Lattentreffer beim Torschuss
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vt cos(a)

g=9.815 (Fallbeschleunigung)
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Mathematisches Modell der Flugbahn

| Flugbahn

Q : B - ——— S —
= |

Q |

< I

on |

2|

eg

X
Trog = ZC(t()) = Vip COS(Oé) & g = " COSO(Oz)
' 2
VT sin(o qgzr
h(t()) L ( ) 5 02
v cos(a) 202 cos? ()
Computerorientierte 19 Vorlesung 06

Mathematik I 21.11.2014




Freie Universitat (/LS )

Mathematisches Modell der Flugbahn

A

Flughohe A

Computerorientierte
Mathematik I

Entfernung xo

Flugbahn

—»

Torhohe Ay

<

Wegx

2
gxg

H(v,a) = zg tan(a) 207 cos? (o)

H vy + Av, a9 + Aa) = hg + Ah
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Mathematisches Modell der Flugbahn

| Flugbahn
Q e e —
H =1
= § :
= | p
<
3
= v

* guriickgelegter Wegx

Vereinfachungen: Sei ag = 45° und Aa = 0. Dann

gilt tan(ag) = 1, cos(ag) = \% und es folgt
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Mathematisches Modell der Flugbahn
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Entfernung xo
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Aufgabe: Sei hg + Ah € (2.5m + 0.04m). Wie grof3
darf Awv sein, so dass |Ah| < 0.04m?

Ah (Av)| = |H(vo + Av) — H(vg)| < 0.04m
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Losungsansatz: Kondition des Lattentrefferproblems

Sei rg gegeben.
1) Berechne vg = H~1(hg)
2) Berechne H(vg) und H'(vg)

)
)

3) Berechne k¢ fiir das gestorte Problem
)

4) Setze ein und lose fur Av
|Av\ \Ah\
Kre - o(|Ah
o] = |ho] (1AR)
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Problematische Stabilitat

Beispiel: Betrachte die Funktionen

f(x) (x = 2a)°
g(x) = x°—6ax?®+ 12a*r — 8a®.

Offensichtlich gilt f(x) = g(x).
Aufgabe: Berechne f(x) und g(x) fiir

a = 4999999 , x = 10000000 .
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Problematische Stabilitat

>> a = 4999999;
>> x = 10000000;
>> f = (x-2*a)”3
f =

>> g = x"3 - 6*a*x"2 + 12*a"2*x - 8*a”3
393216 NOT OK (=

Verschiedene Algorithmen fiihren
zu verschiedenen Ergebnissen!
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Algorithmen zur Funktionsauswertung

Definition: Sei f : I — R mit xg € I C R gegeben.
Ein Algorithmus ist eine Zerlegung

f(xo) = gn © gn—10---0 gi(zo)

der Funktion f in elementare Funktionen g;,2 = 1,...,n.
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Algorithmen zur Funktionsauswertung
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Beispiel: Betrachte

b
f(xg) =axo+b=a x0+5

mit den Elementarfunktionen gs o g1(xg),

91(37()) — axo , gZ(y) — Y -+ b7
und hg O hl (ZE‘()),
b

hi(zo) = xo + —, ha(y) = ay.

a
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