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Wiederholung: Rundungsfehler

Der absolute Rundungsfehler kann

beliebig grofl werden!

Der relative Rundungsfehler ist durch
die Maschinengenauigkeit beschrankt!

Satz: Es sel g eine gerade Zahl. Dann gilt
z —rd(z)|

|

I
< §q1 ‘= eps(q, £).

Die Zahl eps(q, £) heifit Maschinengenauigkeit.
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Wiederholung: Zahlenmengen statt Zahlen

Menge aller z € R, die auf £ = rd(x) € G(q, ¢)
cerundet werden:

R(#) = {z €R| 7 = rd(z)}

I [ g0 00 0077 I
L Lﬂ//////////////ﬂ‘f////////J |

0 X X

Gleichheitsabfragen von Gleitkommazahlen vermeiden!
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Wiederholung: Computer konnen nicht rechnen!

Die Gleitkommazahlen mit Gleitkommaarithmetik
sind kein Korper!

Addition und Multiplikation sind
nicht assoziativ
nicht distributiv

[.a. kein Inverses bzgl. der Multiplikation
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Landau-Notation

Definition: Sei f : (—a,a) = R, a > 0, eine Funktion.
Wir verabreden die Schreibweise

hmiﬁ)—o & f(e) = ole).

e—0 €

Terme hoherer Ordnung (vernachlassigbar)

Beispiel: Es gilt ¢ = o(¢), denn

62

Iim — =lme=20.
e—0 € e—0
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Relative Kondition der Grundrechenarten

Gegeben: r,y€eR, z,y#0
Betrachte: r=x- (1 =+ Ea;) ; ?j = Y- (1 T ey)

Setze: € := max {|€|, |y}
Abschatzung des relativen Approximationstehlers

(xoy) — (Toy)]

< 797
z oy B

Ansatz:

Abschatzung der Verstarkung des relativen Approximationstehlers
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Relative Kondition der Addition

Satz: Bei der Addition gilt

(z+y) - (Z+7)

i+ -
Bewezs.
[(z+y)—(@+y)| _  [(z4y)—(z(1tez)+y(l+ey))]
lz+y| |z +y|
_ lzty—z—crz—y—eyy
|+
_ lexx+€y Y]
|+

[

N
8
3
<
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Relative Kondition der Multiplikation

Satz: Beil der Multiplikation gilt

(x-y) —(T-9)

< 2-€.
-y
Bewezs.
(zy)—(@g)| _ [(zy)—(z(l+e)y(l1+ey))]
|-y |-y
_ |z y—x-y-(14+er+ey+ez-€y)]
|z y|
_ |zy-(ezfeytes-ey)
B
< (2-e+¢€%) Iig} =2 ¢+ o(e)
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Relative Kondition der Division

Satz: Bei der Division gilt

(@/y) — G/D)] _,

/Y|

Beweis:

Das schatten Sie schon... &2
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Relative Kondition der Subtraktion

Satz: Bei der Subtraktion gilt

(x —y) — (T -9
z —y

Problem

Die Subtraktion ist beliebig schlecht konditioniert!
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Katastrophale Kondition der Subtraktion

Bewezs.
(z—y)—(@Z—=9)] _ |[(z—y)—(z(1+ez)—y(l+ey))]|
|z —y| - |z —y|
_ |z y—z—erxtyteyy|
- |z —y]
_ |_€a:$‘|'€yy|
o |z —y]
< lezzlt|eyy]
— |z —y|
< |z |+|y|
— |z —y|
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Praktisches Beispiel: Ausloschung

>> format long;

x = double(pi)

x = 3.14159265358979

>> y=double(pi+le-14)

y = 3.14459265358980
» Ungiiltige Ziffern

>> y-x

ans = 1/021405182655144p-14
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Ausloschung vermeiden

Subtraktion fast gleich groler Zahlen vermeiden!
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Kondition von Funktionsauswertungen (anschaulich)

Keine Anderung Dampfung Verstarkung

g S S y -
L s N ) . .
o . - . DR e QY 23R -S> L P - = =

s . 2 2 x> - - .
i e ts G

o
Ny > N

B
- , 2 oals L [® > ¥ o v

(flach) (gesenkt) (gewolbt)
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Kondition von Funktionsauswertungen

Definition: Sei f : I —- R, I C R und g € I. Dann
heif3t die kleinste Zahl ks mit der Eigenschaft

[f(20) = f(2)| < Kabs - |10 — 2] 4 o(|z0 — )

absolute Kondition von f(xq). Liegt dies fiir keine reelle
Zahl k,1s vor, so setzt man K,ps = 0.

Achtung: Rabs = ’{abs(fa ZEO)

Satz: Ist f differenzierbar in xg, so gilt

Rabs = ‘f/(m())‘ :
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Kondition von Funktionsauswertungen

Beweis. Nach Definition der Ableitung gilt
lim f(zo) — f(z)

T—>T0 rogo — X

o iy L@0) = F@) = f'(@0) - (50 — )

T—>TQ o — X

< f(xo) = f(z) = f'(z0) - (w0 — ) = o(z0 — @)
Mit |a + o(€)| = |a| + o(€) folgt dann

f(@o) = f(x)] = [f"(2o)| - [w0 — x| + o(x0 — )

= f' (o)

= (
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Kondition und Lipschitz-Stetigkeit

Definition: Die Funktion f : I — R heil3t Lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstante L, falls

f@)—fyl<L-lz—yl, Veyel.

Satz: Ist f : I — R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L, so genligt die absolute Kondition der Ab-

schatzung
Kabs < L.
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Geschachtelte Funktionsauswertungen

Beispiel: Gemeint ist die Hintereinanderaustithrung von
Funktionsauswertungen, z.B.

g o h(z) = g(h(z)) = sin (z%) ,

mit h(x) = z° und g(y) = sin(y).
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Kondition geschachtelter Funktionsauswertungen

Satz: Sei f(xg) = g o h(zg) = g(h(xg)). Ferner sei
Kabs(h, o) die absolute Kondition der Auswertung von
h an der Stelle xg und kans(9g, yo) die absolute Kondition
der Auswertung von g an der Stelle yg = h(zg). Dann
oilt

Kabs < /iabs(ha 330) ’ Kabs(ga y()) -

Ist h differenzierbar in o und g differenzierbar in vy, so
liegt Gleichheit vor.

(Mit Zahlen Rechnen, Satz 3.5)
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Relative Kondition von Funktionsauswertungen

Definition: Sei f : I - R, I C R, f(xg) #0, zg € I
und xg # 0. Dann heif3t die kleinste Zahl k.o mit der
Eigenschaft

o) = S
| f(zo)] - zo|

relative Kondition von f(xzg). Liegt dies fiir keine reelle
Zahl k. vor, so setzt man k.o = 00.

Computerorientierte 20 Vorlesung 05
Mathematik I 14.11.2014



0?/ 3 &
Frele Universitat (.S )

Relative und absolute Kondition

Satz: Es gilt

Beweis. Oftenbar ist

f(xo) = f(2)] < Kabs - [0 — x| + o([xo — )
aquivalent zu

Fao)— @] _ lwol | feo—al
F@o) C F@) ™ ol

und nach Definition ist k,,s die kleinste Zahl, die diese
Abschatzungen erfullt.
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