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Runden, Maschinengenauigkeit und Gleitkommaarithmetik
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Wiederholung: Rationale Zahlen

@:{% a,bEZ,b#O}

Problem:
x - b= a hat i.a. keine Losung x € Z.

Ausweg:
Abschluss von Z unter Division!
Aquivalenzklassen von Paaren (a,b), a,b € Z, b # 0
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Wiederholung: q-adischer Bruch

Definition: Die Darstellung

n

Zn"°ZOaz—1°'°Z—mq— <1 q

1=—m

mit n,m,q € N, ¢ > 1 und z; € {0,...,q — 1},
heil3t g-adischer Bruch.

Beispiel: Dezimalbruch — Dualbruch

1,375 = 1,011
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Wiederholung: Reelle Zahlen

Darstellung: unendliche Dezimalbruche

R={z,-20,2.12_20---|2,=0,...,9}
Satz: R ist nicht abzahlbar!

Folgerung: Es gibt keine Zifferndarstellung von R!

Folgerung: Numerisches Rechnen mit reellen Zahlen ist nicht
moglich!
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Wiederholung: Absoluter und relativer Fehler

~

Definition: Es sei & eine Approximation von
x € R. Dann heif3t der Abstand

[z — ]

absoluter Fehler.

Definition: Es sei & eine Approximation von
r € R, x # 0. Dann heiflit das Verhaltnis

z — |

|

relativer Fehler.
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Wiederholung: Festkommazahlen

Definition: Seien n,m € N fest gewahlt. Dann
1St
n—1

)
“n—1"""R0y~"—1"""R—mq — E <iq

1=—m

mit z; € {0,...,q— 1}, eine Festkommazahl mit
¢ = n + m Stellen.

Nicht optimal!
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Wiederholung: Gleitkommazahlen

Definition: Jede in der Form

P =

—1)*-a-q°

mit Vorzeichenbit s € {0,1}, Exponent e € Z und Mantisse a = 0

oder

14
azoaafl'”a%:z@iq—ia aie{O,...,q—l},al#O
1=1

darstellbare Zahl & heifdt Gl

¢ € N, £ > 1. Die Darstell

eitkommazahl mit Mantissenlange
ung heif3t normalisierte Gleitkom-

madarstellung. Die Menge al
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Runden

Normalisierte Darstellung:

Unendlicher g-adischer Bruch:

o0
—k
a’*:OaalaQ"'aﬁa'f—l—l"':Zakq 9 a’kE{()?"'vq_]‘}
k=1

Runden:

0, falls ay11 < 5¢

¢
a = Z akq_k +
k=1 g~ *, falls apyq > %q
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Runden: Absoluter Fehler

Satz: Zu jedem N € N gibt es ein x € R, so
dass

x —rd(z)] > ¢" .

Beweis. Wahle

¢+1+N
Zl?:O,Zl°"Zng_|_1°q++

mit 21,211 # 0 und N € N.

Der absolute Rundungsfehler kann beliebig grof werden!
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Runden: Relativer Fehler

Satz: Es sel g eine gerade Zahl. Dann gilt
z —rd(z)|

|

q' " =:eps(q,l).

1
< =
-2

Die Zahl eps(q, £) heifit Maschinengenauigkeit.
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Runden: Relativer Fehler

Beweisskizze. Sei O.B.D.A > 0 und as4+1 > 5 (aufrunden).

L = O,CL1°°°CLgCLg_|_1'q€, al#o
rd(w) = (O,a1°°'&£—|—5)'qep 5:61_6
o rd@)] _ G—aa )0 g —da 1
£ g ' g B q! 2

(Mit Zahlen Rechnen, Satz 1.11)
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Maschinengenauigkeit

Der relative Rundungsfehler ist durch
die Maschinengenauigkeit beschrankt!

Mantissenlange ¢ << /£ gultige Stellen

< eps(q,f) =54
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Praktische Realisierung (IEEE 754 Standard)

sley—1---eglag---ap | =(—1)%a-2°

Exponent Mantisse Bedeutung
111...111 000...000 +/ — 00
111...111 # 000...000 | NaN, ,,Not a Number” (keine Zahl)
000...000 000...000 +/ — 0.0, Null
000...000 # 000...000 | Denormalisierte FlieBkommazahl
000...001 beliebig Normalisierte FlieBkommazahl
bis 111...110
9I%JVCL]V, ::ll—>::OO
0 0
Computerorientierte 13 Vorlesung 04
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Praktische Realisierung (IEEE 754 Standard)

Float Double
Léange in Bits 32 64
Exponent
Bits 8 11
Bias 127 1023
Emin -126 -1022
—_— 128 1024
Mantisse
Bits 23 52
normalisierte Gleitkommazahl
(Exponent = 00...01 bis 11...10)
Tmin 1,2-10738 | 2,2.107308
7 —_— 3,4-10138 | 1,8.101308
Maschinengenauigkeit eps 6,0-107% | 1,1-10"16
denormalisierte Gleitkommazahl
(Exponent = 00... 00,
Mantisse # 00...00)
Tmin 1,4-107% | 4,9.107324
Computerorientierte 14 Vorlesung 04
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Zahlenmengen statt Zahlen

Menge aller Approximationen T von x auf £ gultige
Stellen im ¢-System:

rd(z) e{z eR|z=ax(14¢€), || <eps(q,?)}

I [ g a0 ] L
b W Za !

0 X X

Menge aller x € R, die auf £ = rd(x) € G(qg,¥)

gerundet werden:

R(#) = {z € R| 7 = rd(z)}
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Zahlenmengen statt Zahlen

Satz: Es sei g eine gerade Zahl und

T=a-¢°€G(q,0), ¢ '<ag,ar--a <1.

Dann gilt R(z) = |a(Z), 8(Z)) mit

a() = T—q°" eps(q.f),
B(Z) = Z+¢ 7% eps(q,?).

(Mit Zahlen Rechnen, Satz 1.12)
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Zahlenmengen statt Zahlen

~

Folgerung: Die Abfrage if X == §, mit x,y €
G(q,?), ist sinnlos!

rT=1Y & rT=1, i:rd(x), g]:rd(y)
Umgekehrt gilt

r=y = rd(x)=rd(y)

Gleichheitsabiragen von Gleitkommazahlen vermeiden!
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Zahlenmengen statt Zahlen

Satz: Es gilt
rd(z) = rd(y) = |z —y| < (=] + |y|) - eps(q, £) -

Umgekehrt gibt es zu jedem e¢ > 0 reelle Zahlen
x,y mit den Eigenschaften

r—y|<e und rd(z)#rd(y).

(Mit Zahlen Rechnen, Satz 1.13)
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Grundrechenarten fithren aus G = G(q, £) hinaus:

z,yelG 5 x+yei.

Gleitkommaarithmetik: {+,—,-, /} — {+, —,7, 7}

T+

Nag!

Computerorientierte
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rd (Z 4 ¢)
rd (& — §)
rd (7 - )
rd (2/y) , y # 0
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Computer konnen nicht rechnen!

Die Gleitkommazahlen mit Gleitkommaarithmetik
sind kein Korper!

Addition und Multiplikation sind
nicht assoziativ
nicht distributiv

[.a. kein Inverses bzgl. der Multiplikation
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Computer konnen nicht rechnen!
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Beispiel: Aquivalente Umiormungen in R sind
in Gleitkommaarithmetik nicht aquivalent!

Keine binomische Formel:
(a—T—b) . (a—T—b) + a a-+2"a-b+bb
Kein Assoziativgesetz:

(aTa—T—Q’TaT ) +b°b # a-a+ (27a7b—T— b’fb)
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Computer konnen nicht rechnen!

““It 1s hard, but i1t’s harder to ignore 1t!”’

—Cat Stevens

Kondition: Auswirkung von Eingabetehlern auf das Ergebnis
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