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Vorstellen einer ,,Schiiler“-Unterrichtsstunde zu Thema:
Satz des Vieta

Beurteilung nach vorgegebenen Kriterien.




Wdh.: Beispiel: ,,Subtraktion®

Auszug aus der Dissertation von Christopher Seyd:

Das profunde Verstindnis fundamentaler Mathematik von Lehrkriften als Ausgangspunkt
fir eine Verbesserung der Unterrichtsqualitit, Shanghai 2005.

b. Zahlerstand neu IE_H;Ef . Zahlerstand alt '-ti.?_'E.

H ZIE HZE Sprich
6 4 2 6 4 2 5 plus wie viel gleich 2 7 Geht nicht.
-4 25 - 4 21 2 5 plus wie viel gleich 12 ? Schreibe 7, Ubertrage 1

1 plus 2 gleich 3,
3 plus wie viel gleich 4 7 Schreibe 1.
4 plus wie viel gleich 6 7 Schreibe 2.

2 71 7—Differenz

AbD. 4. Auszug aus dem “Zahlenbuch” (Wittmann et al. 19906)

—> Verfahrensorientiertes Wissen

Wie konnte man verstandnisorientiert unterrichten?




In einem Schweizer Schulbuch wird der Verstandniskern auf der Basis des vorher er-

arbeiteten ,gleichsinnigen Erganzens® explizit ausformuliert (s. Abb. 5).

Immer die gleiche Differenz

42 - 18 = 245
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+10 +10
50 - 28 = 24 _
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S | lege als Ausgleich ich lege 10 Einer

1 Zehner dazu, damit dazu, damit man bei
sich dee Differenz den Einemn direkt
nicht andert subtrahieren kann
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Abb. 5: Auszug aus dem Schulbuch fur den Kanton Zirich; Hohl, W. u.a. (2000). ,Mathematik 4. Schuiler-
buch des Kantons Zirich. Zirich: Lehrbuchverlag des Kantons, S. 43



Schriftliches Subtrahieren

Wir rechnen jetzt den Term 7042 — 3518 schriftlich aus.
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Abb. 5: Auszug aus dem Schulbuch fir den Kanton Zirich; Hohl, W. u.a. (2000). ,Mathematik 4. Schiler-
buch des Kantons Zurich. Zirich: Lehrbuchverlag des Kantons, S. 43



Dem gleichsinnigen Erganzen sollten wiederum verstandliche, schilergemalle Erkla-
rungen des Stellenwertsystems vorangegangen sein. Diese liel3en sich dann wie z.B.
in Abb. 6 in die Erklarungen der schriftlichen Subtraktion mit Ubertrag einbinden.
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Abb. 6: Auszug aus dem Zlricher Lehrerhandbuch (Hohl, W. u.a. 2000)



Eine so konstruierte Erklarung der schriftlichen Subtraktion mit Ubertrag lieRe in Hin-
blick auf den Verstandniskern schon eher den Schluss zu, dass bereits erworbenes

Vorwissen der Schiler miteinbezogen und somit in der Erklarung fest verankert wird.

Wahrend in dem ersten Schulbuchbeispiel der Algorithmus als auszufiihrende Technik
mechanisch erlautert und daher auch nur ebenso gelernt werden kann, macht die Ver-

anschaulichung aus dem zweiten Beispiel ein Verstehen mdéglich, dem dann die Auto-
matisierung folgen kann.

Was Ausubel et al. in Bezug auf diese Form des Wissenserwerbs, dem sinnvollen Ler-

nen, schreiben, gilt gemeinhin als normativ:

.Je sinnvoller etwas gelernt wird, d.h. je besser es auf die kognitive

Struktur des Lernenden bezogen wird, desto besser wird es auch be-
halten.” (Ausubel et al. 1980, S. 169f.)

Christopher Seyd: Das profunde Verstindnis fundamentaler Mathematik

von Lehrkriften als Ausgangspunkt fiir eine Verbesserung der Unterrichtsqualitit,
S. 38 — 40. Shanghai 2005.



Auf der anderen Seite ist es unbedingt nétig, zunachst die dem Verfahren zugrundelie-
gende Vorstellung durchdrungen zu haben, da sonst leicht der Eindruck entstehen
kénnte, es handele sich bei dem Erganzen — in diesem Fall in der Einerspalte — um
einen nicht erklarbaren Widerspruch: Es wiirde von einer gréReren zu einer kleineren
Zahl erganzt, was innerhalb der naturlichen Zahlen nicht moglich ware. Insofern kann
eine ikonische Darstellung des Verfahrens, so wie die meisten Schulblcher es bein-
halten, recht ungunstig sein, weil es auf diesem Wege flr die Schuler nur schwer
nachvollziehbar ist. Besser eignet sich hierfur das von Wittmann selbst im Lehrerhand-

buch zur Erklarung herangezogene Zahlermodell:



Drehrichtung

Abb. 21: ,Zahlermodell* nach Wittmann et al. 1996

"Als Ausgangspunkt und dauerhafte Verstdndnisgrundlage dient eine den Kindern bekannte
Anwendungssituation flir das Ergénzen: der Kilometerzéhler (Auto, Fahrrad). Wenn man seine
Funktionsweise analysiert, mit Platichen an der Stellentafel nachlegt und ein Zahlermodell mit
Papier nachbaut [s. Abb. 24, d. Verf], so ergibt sich véllig einsichtig das von der KMK-
Konferenz vorgeschriebene Verfahren der schriftlichen Subtraktion. Wie schon bei der Einfiih-
rung des Ergédnzens auf Seite 8/9 hervorgehoben, handelt es sich beim Ergdnzen um ein

‘Wegnehmen von unten’, also um eine wirkliche Subtraktion, deren Ergebnis additiv berechnet

wird.



Anwendungsbeispiel:

] Drehrichtung

4

Zéhlerstand bei der Abfahrt: 378

Zahfersfand be'; der anunff' 634 Abb. 21: ,Zahlermodell* nach Wittmann et al. 1998

Man kann das Weiterdrehen des Zéhlers wie folgt beschreiben:
- 6 Einer dazu, Zwischenstand 384, Zehner um 1 weitergesprungen (Ubertrag beim Zeh-
ner)
- 5 Zehner dazu, Zwischenstand 434, Hunderter um 1 weitergesprungen (Ubertrag beim
Hunderter)
- 2 Hunderter dazu, Endstand 634.

Insgesamt hat sich der Zahler um 6 Einer, 5 Zehner und 2 Hunderter, also um 6+50+200=256
weitergedreht.” (Wittmann et al. 1996, S. 169f.)



Entscheidende Erkenntnis hierbei ist die Dynamik des Modells, die jeweils zwei Stel-
lenwerte fokussiert: Ergéanzt man beim Subtrahenden die Einerstelle um 6, so ist im
gleichen Moment die Zehnerstelle um einen Zehner erndht worden, so dass schon in
der Zehnerspalte der Unterschied automatisch um 1 Z kleiner geworden ist (Ubertrag).
Diese Gleichzeitigkeit ist in einer ikonischen Darstellung nicht zu vermitteln und kann

daher schnell zu Missverstdndnissen bei den Schilern oder Lehrern fihren.

Christopher Seyd: Das profunde Verstindnis fundamentaler Mathematik
von Lehrkriften als Ausgangspunkt fiir eine Verbesserung der Unterrichtsqualitat,
S. 67 — 68. Shanghai 2005.



Aspekte des Zahlbegriffs:

(Ein weiterer Auszug aus der Dissertation von C. Seyd.)

Der Begriff "Zahl" kann als komplexes Konstrukt gesehen werden, das aus verschie-
denen Teilaspekten besteht, die sich gegenseitig erganzen (Neubrand/Méller 1999,
Freudenthal 1973, Muller/Wittmann 1984, Padberg 1997, u.a.). Diese Tellaspekte sol-

len iIm Folgenden kurz referiert werden.



1. Ordinalzahlen
dienen der Beschreibung einer Reihenfolge und geben somit Antwort auf die Frage
_der oder die wievielte?”. Die Ordinalzahlen selbst lassen sich wiederum in zwei Arten

trennen:

a) Ordnungszahlen
bestimmen die Reihenfolge innerhalb einer (total geordneten) Reihe, z.B.: "Fabien-
ne liegt beim Wettlauf an 3. Stelle."

b) Zahlzahlen
beschreiben die Reihenfolge (naturlicher) Zahlen innerhalb einer Reihe: "Eins,

zwel, drei,...". Um diesen Zahlprozess zu durchlaufen, ist nicht unbedingt eine reale
oder vorgestellte zu zahlende Menge notwendig, er kann auch unabhangig davon

vollzogen werden.



2. Kardinalzahlen
Diese dienen der Beschreibung von Anzahlen, geben Antwort auf die Frage "wie vie-
le?". Beispiel: "Du hast 5 Bonbons"

3. Mal3zahlen
NatUrliche Zahlen kénnen zusammen mit Einheiten der Quantifizierung von Gréfien

dienen und geben somit Antworten auf die Fragen ,wie lang?‘, ,wie gro3?*,  wie viel
wert?” etc.

4. Operatoren
Hier dienen nattrliche Zahlen der Beschreibung der Vielfachheit eines Vorgangs.
Sie liefern somit Antworten auf die Frage ,wie oft?.



5. Rechenzahlen
Hier werden Zahlen als Objekte behandelt, die bestimmten Regeln unterworfen sind.
Auch diese kdnnen wiederum unter zwei verschiedenen Aspekten betrachtet werden:
a) Algorithmischer Aspekt
Die natlrlichen Zahlen werden als Ziffernreihen in Stellenwertsystemen dargestellt,
mit denen man Rechenoperationen mit Hilfe von Algorithmen, z.B. der schriftlichen
Subtraktion, durchfihren kann.
b) Algebraischer Aspekt
Beschreibt bestimmte Eigenschaften der naturlichen Zahlen beim Rechnen, z.B.
8+5=5+8



6. Zahlen als Codes
Hier dienen natlrliche Zahlen der Kennzeichnung. Sie sind somit Antworten auf die

Frage: ,welche Nummer?“. Beispiele: "Ich habe die Telefonnummer 46073883"; "Ham-
burg-Winterhude hat die PLZ 22299"

"Fur den Unterricht kommt es darauf an, den Zahlbegriff vielseitig zu entw-
ckeln und inshesondere das Zadhlen und Rechnen stets mit Sinn und Be-

deutung zu fullen."

Mdaller, G.; Wittmann, E.Ch. Der Mathematikunterricht in der Primarstufe : Ziele,
(1984) Inhalte, Prinzipien, Beispiele. 3., neubarb. Aufl., Vie-
weg . Braunschweig




"Keine der mathematischen Begriindungen ist als Vorbild fiir die Einfiihrung
der natiirlichen Zahlen in der Schule geeignet, weil
a) die Methodenreinheit mathematischer Begriindungen der Komplexitét

des Zahlbegriffs nicht Rechnung tragt,
b) der logische Aufbau fiir die psychologische Bildung des Zahlbegriffs ir-

relevant ist.”

Muller, G.; Wittmann, E.Ch. Der Mathematikunterricht in der Primarstufe ; Ziele,
(1984) Inhalte, Prinzipien, Beispiele. 3., neubarb. Aufl., Vie-
weg : Braunschweig




Rechenoperationen zu Grunde liegende Vorstellungen

Je nach zugrundeliegendem Zahlaspekt basieren Rechenoperationen auf verschiede-
nen grundlegenden Vorstellungen. Auf diese Weise erhalten sie unterschiedliche Be-

deutungen.

Subtraktion

Die wohl natlrlichste und naheliegendste der Subtraktion zugrunde liegende Vorstel-
lung ist die des "Wegnehmens" oder "Abziehens" (kardinaler Aspekt). Aus einer vor-
handenen Menge an Einheiten wird eine bestimmte Anzah/ entfernt. In diesem Fall ist
die Differenz die Menge, die "Ubrig bleibt" (s. Abb. 11a). Eine weitere Bedeutungsvari-
ante des Kardinalzahlaspekts im Rahmen der Subtraktion ist die des Erganzens. Es

soll ermittelt werden, wie viele Elemente noch fehlen, um eine Menge einer bestimmten

Machtigkeit zu erhalten (s. Abb. 11b).



Subtraktion
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Abb. 11 a und b: kardinaler Aspekt der Subtraktion

Eine lineare Veranschaulichung dieser Grundidee ware demnach folgendermalen vor-
stellbar (Abb. 12a und b):
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Legt man den Ordinalzahlaspekt zugrunde, griindet sich die Idee der Subtraktion in

der Ermittlung der Differenz durch Weiterzahlen oder Zurtickzahlen (s. Abb. 13):
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Abb. 13: Ordinaler Aspekt der Subtraktion



Eine fur das Verfahren der schriftlichen Subtraktion mit Ubertrag unter Umstanden (je
nach Verfahrensweise) sehr wichtige |dee ist diese, die im MaRzahlaspekt begrindet
liegt: Wie grol3 ist der Unterschied? Wie in der Abb. 14 gut zu erkennen ist, kann der
Unterschied (hier zwischen zwei bestimmten Punkten der Lange zweier Strecken)
gleich bleiben, auch wenn sich die Anfangs- oder Endpunkte der Strecke und damit die
gesamte Lange verandert hat. Diese Erkenntnis der "Konstanz der Differenz" ist wich-
tig fur das Verstandnis der Entstehung des Ubertrags unter Zuhilfenahme des "gleich-

sinnigen Ergénzens".

Abb. 14: Malkzahlaspekt der Subtraktion im Zusammenhang mit der ,Konstanz der Differenz”



Ebenfalls kann die Subtraktion verstanden werden als Frage danach, wie oft eine be-
stimmte Menge oder Einheit einer vorhandenen noch hinzugefligt oder von inr abgezo-
gen werden soll (Operatoraspekt):
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Abb. 15: Operatoraspekt der Subtraktion



SchlielXlich ist die Subtraktion natdrlich vorstellbar als formale Darstellung:

9-4=5 oder: 9+7=4

Neben diesem algorithmischen Rechenaspekt werden im Rahmen bestimmter alge-
braischer Notierungen auch bestimmte GesetzmaRigkeiten oder Bestimmungen der

Subtraktion festgehalten, wie z.B. die Eigenschaft als Umkehrung der Addition:

"Existiert zu zwei natlrlichen Zahlen a und b eine nattirliche Zahl x, die die

Gleichung a + b= x erfillt, so heilt x =b —a Differenz von b und a.”
(Schéfer/Georgi/Trippler 1999, S. 12)

Christopher Seyd: Das profunde Verstindnis fundamentaler Mathematik

von Lehrkraften als Ausgangspunkt fir eine Verbesserung der Unterrichtsqualitit,
S. 55 = 59. Shanghai 2005.



