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❈✉rr❡♥t❧② ❜✐❣ ♣❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s❡❝t♦r ❛r❡ r❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡

✜rst ❢✉❧❧ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❛r❡ ❚❡s❧❛ ■♥❝✳ ✶✱ ❱❲

❆● ✷ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♥♦♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❆❧♣❤❛❜❡t ■♥❝✳ ✸ ❛♥❞ ❆♣♣❧❡ ■♥❝✳ ✹ ❛r❡

t❛❦✐♥❣ ♣❛rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛♥② ♣✐t❢❛❧❧s ❛♥❞ ♠❛❥♦r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❡② ❛r❡ ❢❛❝❡❞

✇✐t❤✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❡✈❡r②❞❛② r♦❛❞ tr❛✣❝ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

◆✐ss❛♥ ✺ r❡❝❡♥t❧② ❡✈❡♥ ♣❧❛♥s t♦ ✐♥st❛❧❧ ❛ r❡♠♦t❡ ❝❛❧❧ ❝❡♥t❡r ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ❛ss✐t❛♥❝❡

❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤♦s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❤❛s ❧♦st t❤❡ ❤♦♣❡ ♦❢ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛

❢✉❧❧ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡ ♦♥❡ ❞❛②✳ ✻ ❖♥❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❆ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢

✉♥❢♦r❡s❡❡❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❝❛♥ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡ ❛♥② ♣r❡❡①✐st✐♥❣

♠❛♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦r s❧♦✇

r❡❛❝t✐♦♥s ♦♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ r♦❛❞ s❛❢❡t② ♦r ♦❜str✉❝t t❤❡

tr❛✣❝ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡s

❤♦✇ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❛ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢

t❤♦s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐♠❛❣❡s

❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞✳ ❖♥❧② ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s t❤❛t ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ ❣❡r♠❛♥ r✉❧❡s ❛♥❞

r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ❛t ❞❛②t✐♠❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛ ❞❡❡♣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧
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❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣
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❣❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ s✐❡ ❦♦♥❢r♦♥t✐❡rt s✐♥❞✳ ❇❡s♦♥❞❡rs ✉♥❡r✇❛rt❡t❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥❡♥ ✐♠ ❛❧❧tä❣❧✐❝❤❡♥

❙tr❛ÿ❡♥✈❡r❦❡❤r ♠üss❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ◆✐ss❛♥✶✶ ♣❧❛♥t ♠♦♠❡♥t❛♥ s♦❣❛r ❞✐❡ ❊✐♥✲

r✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡s ❘❡♠♦t❡✲❈❛❧❧✲❈❡♥t❡rs✱ ✉♠ ❞✐❡ ❆✉t♦s ✐♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❙✐t✉❛t✐♦♥❡♥ ❛✉s

❞❡r ❋❡r♥❡ ♠✐t ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡r ❍✐❧❢❡ ✉♥t❡rstüt③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❡r ❆✉t♦♠♦❜✐❧❤❡rst❡❧❧❡r ❣✐❜t

❞❛♠✐t ❜❡r❡✐ts ❞✐❡ ❍♦✛♥✉♥❣ ❛✉❢✱ ❡✐♥❡s ❚❛❣❡s ❡✐♥ ✈♦❧❧❛✉t♦♥♦♠❡s ❆✉t♦ ♦❤♥❡ ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡s

❩✉t✉♥ ③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✳✶✷ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❜❡s♦♥❞❡rs ❦r✐t✐s❝❤❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥❡♥ ✐♠ ❙tr❛ÿ❡♥✲

✈❡r❦❡❤r s✐♥❞ ❙tr❛ÿ❡♥❜❛✉st❡❧❧❡♥✳ ❊✐♥❡ ❙tr❛ÿ❡♥❜❛✉st❡❧❧❡ ③❡✐❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❜r❡✐t❡s

❙♣❡❦tr✉♠ ❛♥ ✉♥✈♦r❤❡rs❡❤❜❛r❡♥ t❡♠♣♦rär❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡r ❙tr❛ÿ❡♥✐♥❢r❛str✉❦t✉r

❛✉s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛③✉ ❢ü❤r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞❛ss sä♠t❧✐❝❤❡ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ❑❛rt❡♥✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❢ür

❞✐❡ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✉♥❜r❛✉❝❤❜❛r ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❦❛♥♥ ❡✐♥ ✉♥❞❡✜♥✐❡rt❡s ❱❡r❤❛❧✲

t❡♥ ♦❞❡r ③✉ ❧❛♥❣s❛♠❡ ❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ❞❡s s❡❧❜st❢❛❤r❡♥❞❡♥ ❋❛❤r③❡✉❣s ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥

❞✐❡ ❱❡r❦❡❤rss✐❝❤❡r❤❡✐t ❞✐r❡❦t ❜❡❡✐♥trä❝❤t✐❣❡♥ ♦❞❡r ❛❜❡r ③✳❇✳ ❞❡♥ ❱❡r❦❡❤rs✢✉ss ❜❡❤✐♥✲
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✧❚❤✐s ❣❡ts t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞r✐✈✐♥❣✿ ✿ ❍♦✇ ❞♦ ②♦✉

t❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♦t✐❝✱ ❣r✉❜❜② ❤✉♠❛♥✐t② ♦❢ ♦✉r r♦❛❞s✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ r✉❧❡s ❜❡♥❞ s♦ ❡❛s✐❧②❄✧✶

❚❤✐s q✉♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t

st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ t♦ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡♥❛❜❧❡ ❢✉❧❧ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡s t♦ ❞r✐✈❡ ✇✐t❤♦✉t

❛♥② ❤✉♠❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈✉rr❡♥t❧② ❛❧♠♦st ❛♥② ❧❛r❣❡r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞♦❡s

r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛✉t♦♥♠♦✉s ❞r✐✈✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s ❚❡s❧❛ ■♥❝✳ ✷✱ ❱❲ ❆● ✸ ❛♥❞ ◆✐ss❛♥
✹✳ ❊✈❡♥ ♥♦♥✲❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❆♣♣❧❡ ■♥❝✳ ✺ ♦r ❆❧♣❤❛❜❡t ■♥❝✳ ✻ ❛r❡

r❡s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ✼

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❧♦ts ♦❢ ❜✐❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✳ ❆s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② q✉♦✲

t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ✐♥

❣❡♥❡r❛❧ ❜② t❤❡ ❝❤❛♦t✐❝ r❡❛❧✐t② ✐ts❡❧❢✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧❛✇s ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s

❡①✐st t❤❛t s❤♦✉❧❞ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ r♦❛❞ tr❛✣❝✱ ✈❛r✐♦✉s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r t❤❛t ❞♦

♥♦t ✜t t❤♦s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s❡❧❢✲❞r✐✈✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❛♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ●P❙ s❡♥✲

s♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧② ❞r✐✈❡ t❤❡ r♦❛❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s♦♦♥

❛s ❛ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ♦❝❝✉rs✱ ✇❤✐❝❤ ❜❧♦❝❦s ❛ ❧❛♥❡ ♦r ♣❧❛❝❡s ♥❡✇ ❧❛♥❡ ♠❛r❦✐♥❣s✱

♦r t❤❡ tr❛✣❝ ✐s ❞✐✈❡rt❡❞✱ ✐t ❤❛s ♥♦ ✐❞❡❛ ❤♦✇ t♦ r❡❛❝t t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❛❢❡t② ❛♥❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❤❛s s✐❣♥✐✜✲

❝❛♥t ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡

❣r♦✉♣ ◆✐ss❛♥ ❝✉rr❡♥t❧② ❡✈❡♥ ♣❧❛♥s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ r❡♠♦t❡ ❝❛❧❧ ❝❡♥t❡r t♦ ❣✉✐❞❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
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✭❛✮ ▲❛♥❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ♦♣♣♦✲
s✐t❡ ❧❛♥❡

✭❜✮ ❱❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s ♥♦t
♣r♦♣❡r❧② s❡t ✉♣

✭❝✮ ❘♦❛❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥❡①t t♦ t❤❡
❛❝t✉❛❧ r♦❛❞

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s

✈❡❤✐❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ t❤♦s❡ ❝♦♥❢✉s✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ✽

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s r✐❣❤t ❤❡r❡ ❛♥❞ tr✐❡s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡

s✐t✉❛t✐♦♥s t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ ❜② ✈✐s✉❛❧❧② ❞❡t❡❝t✐♥❣ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ♥♦t

♦♥❧② t♦ ❞❡t❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡✱ ❜✉t ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥

❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❞r✐✈❛❜❧❡ r♦❛❞ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❧❛♥❡s ❛s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧②

s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐t❤ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s

✇♦r❦ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❧❛♥❡

❞❡t❡❝t✐♦♥ s✉♣♣♦rt s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛✐♠✐♥❣ ❛t r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ✶✳✶

✭❛✮ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❧❛♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛✐❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❤✐❝❤

❤❛s ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞r✐✈✐♥❣ ❧❛♥❡✳ ❆ s❡❧❢✲❞r✐✈✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡✱ ❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛❜♦✈❡✱

✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦✈❡rstr❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ✇♦✉❧❞ st♦♣✱ ❛s t❤❡r❡

❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦❜st❛❝❧❡s ✭t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✮ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞✳ ❇❡s✐❞❡s

t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✱ ❛❧s♦ t❤❡ r♦❛❞ s❛❢❡t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

♦t❤❡r r♦❛❞ ✉s❡rs✳

✶✳✶ ✭❜✮ ♦✉t❧✐♥❡s ❛ ❢✉rt❤❡r s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s ❢♦r ❛ s❡❧❢✲❞r✐✈✐♥❣

❝❛r ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts ❛

✽❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳✇✐r❡❞✳❝♦♠✴✷✵✶✼✴✵✷✴s❡❧❢✲❞r✐✈✐♥❣✲❝❛rs✲❝❛♥t✲❡✈❡♥✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥✲③♦♥❡s✴ ✭✈✐s✲
✐t❡❞ ♦♥ ✷✴✶✾✴✶✼✮

✷
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡s ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s

s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❝❛t❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✶✳✶ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞r✐✈✐♥❣ ❧❛♥❡ ✐s ♥♦t

❢✉❧❧② ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s✳ ❆ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥

♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❝♦✉❧❞ ❝❧❛ss✐❢② ❜♦t❤ ♣❛♥❡❧s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ r♦❛❞s✐❞❡ s✐♠♣❧② ❛s s♠❛❧❧❡r ♦❜st❛❝❧❡s

❛♥❞ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❞r✐✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠s

t❤❛t ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛✇s ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ ♣❧❛❝✐♥❣ ❛ r❡❞✲✇❤✐t❡ str✐♣❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❚❤❡ str✐♣❡s ❤❛✈❡

t♦ ❢❛❧❧ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❛r❡❛ ✭t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✮✳ ❚r❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✳✶ ✭❜✮✱ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐s

❧♦❝❛t❡❞ ♦♥❧② ❛t t❤❡ r✐❣❤t r♦❛❞s✐❞❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♥❡❧ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t

❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❧❛♥❡✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②

✐t ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s ♣❛t❤ ❛s t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡

❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦♥❧② ♦✉t❧✐♥❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s t❤❛t

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡❛❧❡❞ ✇✐t❤ ✐♥ r❡❛❧✐t② ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t

✇♦r❦✳ ❖♥❡ ❧❛st s❧✐❣❤t❧② ❛❞❥✉st❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✶✳✶ ✭❝✮✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞r✐✈✐♥❣

❧❛♥❡ ❤❛s ❡✈❡♥ ❜❡❡♥ ❧❛✐❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ r♦❛❞✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ r♦❛❞

❛❝t✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡✇ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❛♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♥❛✈✐❣❛t❡ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞

t♦ ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✶✳✶ ▼❡t❤♦❞s

❋♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❡✐♥❣ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❞❡❡♣

❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞❡❡♣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✲

✇♦r❦s ✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✈✐s✉❛❧ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❬❛▲♦❇❡❍♥t❪✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t♦ ❧❡❛r♥

✐♠♣♦rt❛♥t ✈✐s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡

❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤♦✉t ♠✉❝❤ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❜② ❤❛♥❞ ❬❛▲♦❇❡❍♥t❪✳

❆s ✜❣✉r❡ ✶✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❤❛✈❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡✈❡r②❞❛② r♦❛❞ s❝❡♥❡s✱ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❤❡r❡♥t str✐❦✐♥❣

✸



❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡s

❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛✇s ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

st✐♣✉❧❛t❡ t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❧✐❦❡ s✐❣♥s ✇✐t❤ ❧♦✉❞ ❝♦❧♦rs ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝

♣❛tt❡r♥s✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✉s✉❛❧ r♦❛❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❡①❝❛✈❛t✐♥❣ t❤❡ r♦❛❞✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r♦❛❞ s❝❡♥❡ ✐s ❤✐❣❤❧② s♣❡❝✐✜❝ t♦ r♦❛❞

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳

❆s ✜❣✉r❡ ✶✳✸ ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜❛s❡❞

♦♥ ✈✐s✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✈✐s✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ r♦❛❞

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥② s❡❧❢✲❞r✐✈✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s✉❛❧❧② ❛t

❧❡❛st ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♠❡r❛ ✐♠❛❣❡s✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❝❤❡❛♣ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛

❤✐❣❤ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛s ❜❡❡♥

❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛♥♥♦t❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇❬❆❆❇+✶✻❪

❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❞❛♣t❡❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ t❛r✲

❣❡t❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ❤❛s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❜❡❡♥

♦♥ ❛ ❝r♦ss✲♣❧❛t❢♦r♠ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❢❛st ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ❜❡✐♥❣ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✳

✹



✶✳✷ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦

❆s ❛❧r❡❛❞② st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t❛r② s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❝❧❛✐♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥

♦✈❡r❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ st❛t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❛♥❞

tr✐❡s t♦ ♦✉t❧✐♥❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♠♦st

✐♠♣♦rt❛♥t st❛t✐❝ t②♣❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✿ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞

s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡

❞r✐✈❛❜❧❡ r♦❛❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s

♠♦✈✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs✱ ♦r ✈❡r② ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ tr❛✣❝ ❧✐❣❤ts✱ ❛r❡

♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣

❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❧② t♦♣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❞r✐✈✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ♦♥❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡

❣❡r♠❛♥ r♦❛❞ tr❛✣❝ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦✈❡rs r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❜② ❞❛② ❛♥❞ ♥♦t

❜② ♥✐❣❤t✳

✶✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❡♥ts

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s r♦✉❣❤❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✉♣ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✳

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✱ t♦♦❧s ❛♥❞

♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ✐s

r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ tr❛✐♥✐♥❣

❞❛t❛s❡ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❇♦t❤ ❝❤❛♣t❡rs ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

■♥ ✹✱ ✜rst ❛ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐♠❛❣❡s ✐s

❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■♥ ✺✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥

t❛s❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❛t ✜♥❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❤❛♣t❡r ✭✻✮ s✉♠s ✉♣ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐♥s✐❣❤ts

❣❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❜r✐❡✢② ♦✉t❧✐♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s

❤♦✇ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❝t ❛s ❛ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞

❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✭✻✮ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✺



■t ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ s♦✉r❝❡

❝♦❞❡ ✜❧❡s✱ ❞❛t❛s❡ts✱ tr❛✐♥✐♥❣ ♦✉t♣✉ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✱ s✉❝❤

❛s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❍❚▼▲ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♦t❤❡r✳

✻



✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✷✳✶ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❆◆◆s✮

❆rt✐✜❝❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r♠ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❡✈❡r② ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤❡

✜❡❧❞ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞

r❡s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s ❬❙❑✶✸❪✳ ❚❤❡✐r ❦❡② str❡♥❣t❤ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❜✐❧✐t② t♦

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❑❑✈❞❙❙✾✸❪ ❜② ❛ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡ tr❛✐♥❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❧❡❛r♥ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❬❙❑✶✸❪ ✭❡✳❣✳ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥ ✭P❡r❝❡♣tr♦♥✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥ ❆◆◆ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❤❛s

❜❡❡♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥✳ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳

❚❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② s②♥❛♣s❡s ❛♥❞ ❞❡♥❞r✐t❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✉s✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

✐♠♣✉❧s❡s✳ ❆♥ ❆◆◆ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❜✉✐❧t ✉♣ ♦❢ ❛❜str❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧

♥❡✉r♦♥s✱ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥s ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣❡r❝❡♣tr♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥ ❛❝ts ❛s

t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛♥ ❆◆◆✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥❡✉r♦♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ n ✐♥♣✉t ❡❧❡♠❡♥ts xi ❜② ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❡❞❣❡s

✼



✭❛✮ ❙t❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❜✮ ❙✐❣♠♦✐❞

✭❝✮ ❘❡❝t✐✜❡r ✭❞✮ t❛♥❤✭①✮ ✲ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ t❛♥❣❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✲ ❡①❛♠♣❧❡s

t❤❛t ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r wi✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s♦♠❛

♦❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✮ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✇❡✐❣❤ts

❛♥❞ ✐♥♣✉ts✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❜✐❛s✱ ✐s t❤❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡ s♦ ❢❛r ✭netin✮

✐s t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x)✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡

❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ f(x)✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ s❤♦✇s s♦♠❡ s❛♠♣❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛❧❧ ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠✲

♠♦♥ t❤❛t t❤❡② r❡✢❡❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡✉r♦♥✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡② ♦♥❧② ❤❛✈❡ t✇♦ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ✧✵✧ ❛♥❞ ✧✶✧ ✭t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ✐s ✜r✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ✐s t❤❡ st❡♣

❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) = {1 ✐❢x ≥ 0, else 0 ✳ ❖t❤❡r ♦♥❡s ❛r❡ t❤❡ r❡❝t✐✜❡r f(x) = max(0, x)✱ t❤❡

s✐❣♠♦✐❞ f(x) = 1

1+e−x ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ t❛♥❣❡♥t f(x) = tanh(x) = ex−e−x

ex+e−x ✳

❆❢t❡r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥✱ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s

❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s✐♥❣❧❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭❆◆◆✮✳

❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ ❆◆◆✱ ♦♥❧②

❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤r❡❡ ❧❛②❡r t②♣❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡

✽



❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭▼✉❧t✐✲❧❛②❡r ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✭▼▲P✮✮

✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s xi✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡rs ❢♦❧❧♦✇ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥s ❛s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥② ♥❡✉r♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥② ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣

❧❛②❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦✉t♣✉t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t✇♦

♦✉t♣✉ts y0 ❛♥❞ y1✳ ❚❤✉s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s

t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r x t♦ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r y✳

✷✳✶✳✶ ❚r❛✐♥✐♥❣

❇❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✐♥♣✉t

♣❛tt❡r♥s✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❛tt❡r♥ x ∈ Rn✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t♣✉t ♣❛tt❡r♥ y ∈ {0, 1}m

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝❧❛ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉❡st❡❞✳

❇❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ st❡♣s✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✷✳✸ ❤❛s ✜rst t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞

❜② ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ E ✭❛❧r❡❛❞② ✈✐s✉❛❧❧② ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✷✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤

❜❛s✐❝❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦✉t♣✉t y ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧

❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t t✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❆◆◆ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞✲❡rr♦r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❏▼▼✾✻❪✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✷✳✸✱ t❤❡ ❧♦ss

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ E = 1

2
(y0− t0)

2+ 1

2
(y1− t1)

2✳ ◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡

❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤✐s ❡rr♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡

✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❧❡❛r♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤

❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❣r❛❞✐❡♥t✲❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢

t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t wi ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t

♦❢ E ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ wi✱ ∂E
∂wi

❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ w′ = w−η ∂E
∂wi

✳ w′

✾



✐s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ w ❛♥❞ η ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t

t❤❡ ✇❡✐❣❤t wi ✐s ✉♣❞❛t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ st❡♣s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡

❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■❢✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ z = g(f(x)) ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ y = f(x)✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂z
∂x

✐s

❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ∂z
∂x

= ∂z
∂y

∂y

∂x
✳ ❊①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✇♦r❞s✱ ✐t s✐♠♣❧② ❡①❛♠✐♥❡s

✜rst t♦ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥t z ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ y✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐t

❡①❛♠✐♥❡s✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥t y ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s t❤❡♥ s❤♦✇s t♦ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥t z ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ✈❛❧✉❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ x✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❇❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞

❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡ s❤♦✇s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡♠✳ ❊✈❡r② ♥♦❞❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✉♥✐t
∑

i ✭❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥

✐♥ ✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ y✳

❚❤❡ ❧❡❢t ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦✉t♣✉t z ❛♥❞ ✇❛♥ts t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ z ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t w0✱ ∂z
∂w0

✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ st❡♣✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛✲

t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ✐♥♣✉t ✭t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉♠♠❛t✐♦♥

✉♥✐t✮ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥♦❞❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ y ✐s

t❤❡ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ sig(x)✱ t❤❡♥ ∂y

∂
∑

0
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ st❡♣ ❜②

✶✵



sig′(
∑

0
) = sig(

∑

0
)(1− sig(

∑

0
))✳ ❆❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦✉t♣✉t z ✐♥ t❤❡

❢♦r✇❛r❞ st❡♣✱ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡♣ ♥♦✇ tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❛❝❦✇❛r❞s ❛♥❞ s✐♠♣❧②

♠✉❧t✐♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t

✐s t❤❡♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ w0✳

❚❤❡ r✐❣❤t ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦✉t♣✉t v ❛♥❞ ✇❛♥ts t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ v ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t w0✱ ∂v
∂w0

✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ st❡♣ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❡①❛♠♣❧❡✳ ❇✉t✱

❜❡❝❛✉s❡ y ♥♦✇ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦❞❡s✱ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥ts ❤❛✈❡

t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡r② t✐♠❡ t✇♦ ❡❞❣❡s

✧♠❡r❣❡✧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ v ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ y ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ∂v
∂y

= ∂v
∂
∑

1

∂
∑

1

∂y
+ ∂v

∂
∑

2

∂
∑

2

∂y
✳

❇♦t❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❛s❡s ❜❛s✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇♦r❦s✳ ❖♥❡ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝t t♦ ♥♦t❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤t wi✱
∂
∑

i

∂wi
✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡

♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♥♦❞❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✮ ∂
∑

0

∂w0
= x✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❇❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡❞✲❡rr♦r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❛❜♦✈❡✮
❬❛▲♦❇❡❍♥t❪

❆❢t❡r ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✷✳✺ ❢✉rt❤❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡s ✐t

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ sq✉❛r❡✲❡rr♦r ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❖✈❡r❛❧❧ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♣❛tt❡r♥s (x, t) ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t

✭❙●❉✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢❡❡❞s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♣❛tt❡r♥ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡♥

✶✶



✉♣❞❛t❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤✐s s✐♥❣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♦r ❛ s♠❛❧❧ s✉❜s❡t ✭❜❛t❝❤✮ ♦❢

t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♣❛tt❡r♥s✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❜❛t❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥

❝❤♦s❡♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✉♣ ✐♥t♦ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡♣♦❝❤s✳

❖♥❡ s✐♥❣❧❡ ❡♣♦❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❢✉❧❧ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❢❡❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t

♣❛tt❡r♥s t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝②❝❧❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ ✉♥t✐❧ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❧♦❝❛❧

♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳

●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❆◆◆ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✐ts ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢

❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣✳ ❆❢t❡r tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t

♣❛tt❡r♥s ✭t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✮✱ ✐t ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧s♦ ♦✉t♣✉t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ❢♦r ✐♥♣✉t

♣❛tt❡r♥s✱ ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡❝t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s t♦

❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❖✈❡r✲ ❛♥❞ ✉♥❞❡r✜tt✐♥❣

❋♦r ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛✐♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛ ❢✉rt❤❡r

s❡t ♦❢ ❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♣❛tt❡r♥s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✐t❡♠s ♦❢

t❤✐s s❡t ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❇✉t t❤❡② ❛r❡

♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❢❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❡✳❣✳ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♠❡tr✐❝ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❋♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ❛❝❝✉r❛❝②

♠❡tr✐❝ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡

✇❤♦❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ♠❡tr✐❝ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞

❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✳ ❆s ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s✱ ❜♦t❤ ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝s ❝❛♥

❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢

❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣✳ ❖♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✉♥❞❡r✜tt✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✱

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢t❡♥ ♣♦ss❡s❡s t♦♦ ♠✉❝❤ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t♦♦ ♠❛♥② ❧❛②❡rs ♦r ♥❡✉r♦♥s✳

✶✷



■t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ✈❛❧✉❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧②

❧♦✇ ❛❝❝✉r❛❝② ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

♦✈❡r✜ts t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ✐rr❡❧❡✈❛♥t

♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♦♥❧② t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✐t❡♠s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ✉♥❞❡r✜tt✐♥❣✳ ❯♥❞❡r✜tt✐♥❣ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧♦✇ ❛❝❝✉r❛❝② ✈❛❧✉❡s

✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛

♥❡t✇♦r❦ ❤❛✈✐♥❣ t♦♦ ❧✐tt❧❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ❇♦t❤ ❝♦♥❝❡♣ts

❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢♦r ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞

❣♦❛❧✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❛②s ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r

✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦♦❧s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❉r♦♣♦✉t ❡①❛♠♣❧❡ ❬❙❍❑+✶✹❪

❉r♦♣♦✉t ❧❛②❡r ❖♥❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

♦✈❡r✜tt✐♥❣✱ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞r♦♣♦✉t✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ s❤♦✇s ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣♦✉t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❞r♦♣♦✉t ✐s t♦ r❛♥❞♦♠❧② ❞r♦♣ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭✇❤✐❧❡ tr❛✐♥✐♥❣✮✱ t♦ ❛✈♦✐❞ t♦♦ str♦♥❣ ❝♦✲❛❞❛♣t✐♦♥s ♦❢ ♥♦❞❡s

✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝r❡❛t❡s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛❧❧❡r s✉❜✲♥❡t✇♦r❦s

t❤❛t ❛r❡ tr❛✐♥❡❞✳ ❯s✉❛❧❧② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r p ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧t② ♦❢

❞r♦♣♣✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥ ♦r ♥♦t✳ ❆♥ ♦❢t❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✈❛❧✉❡ ✐s 0.5 ❬❙❍❑+✶✹❪✳

❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♥♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛

✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t♦ ❛❞❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡♥❛❧t② t❡r♠ t♦ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

❝♦♥❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ●❡♥❡r❛❧❧② ✐t s♣❡❝✐✜❡s ❛ t❡r♠ t❤❛t ♣❡♥❛❧✐③❡s t♦♦

❧❛r❣❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ t❤✉s ✐♥ ❡ss❡♥❝❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✇❡✐❣❤t ❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

❬P❤❛❪✳ ❚❤❡ L2✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✭✹✳✸✳✷✮✳
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❉❛t❛ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ s❝❛r❝❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❤✐❝❤

✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛❞❡q✉❛t❡❧②✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡

❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛s❡t t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧②

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤♦s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❛❞❞✐♥❣

♦❢ ♥♦✐s❡ ♦r ✈❛r✐♦✉s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣ ✐t❡♠s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❛♥❞♦♠ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✢✐♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ ❛s ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

✢✐♣ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳

✷✳✷ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❈◆◆s✮

❆❢t❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜❛s✐❝s ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧

♥❡t✇♦r❦ ✭❈◆◆✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ✷❞ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❊①❛♠♣❧❡

❚❤❡ t❡r♠ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥❛♠❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❜❡❧ ♦♣❡r❛t♦r ✜❧t❡r

Sy t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣✐❝t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝

❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✐❝t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❞❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✜❧t❡r❡❞ ✭❡①tr❛❝t❡❞✮✳

❚❤❡ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

I ′(x, y) = I ∗ g =
∑

i,j

I(x− i, y − j)g(i, j).

I ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ g ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✭❡✳❣✳ Sy ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✷✳✽✮

❛♥❞ I ′(x, y) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❡✇ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ I ′ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (x, y)✳

❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ ❞❡t❡❝t ❛ s♣❡❝✐✜❝

✶✹



❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❈◆◆s ❧❡✈❡r❛❣❡s t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs

✐t t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ✷❞ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❊①❛♠♣❧❡

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✜❣✉r❡ ✷✳✾✮✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡

❤❛r❞ ✇✐r❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❛❞❛♣t❛❜❧❡ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❆◆◆s✳

❚❤✉s ❛ ❈◆◆ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡✜♥❡s ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ♥❡✉r♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥

✉♥✐t ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✐ts ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s✳ ■t ♦♥❧② ❤❛s ❛ ❢❡✇ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥♣✉t s✐③❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ ✐ts ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t

✭❡✳❣✳ ❛♥ ✐♠❛❣❡✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ s✐③❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✮✳

❇❛s✐❝❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❛ ♥❡✉r♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❦❡r♥❡❧✳ ❋✐rst✱

t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✇❧② ❞❡✜♥❡❞ ♥❡✉r♦♥ ✭❛❝t✐♥❣ ❛s t❤❡

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐❛s ✐s ❛❞❞❡❞

❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

♦✉t♣✉t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣✳ ❚❤✐s ♥❛♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧

♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❆s t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ❛♥❞ ✐ts

✇❡✐❣❤ts ❛r❡ s❧✐❞❞❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ✐♥ ❡✛❡❝t ❝♦♠♣✉t❡ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞

✇❡✐❣❤t s❤❛r✐♥❣ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t

❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ❡❧❡♠❡♥t ❛s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ❆◆◆s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ♠♦✈❡❞

✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ s❧✐❞✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ str✐❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✜♥❛❧❧② s❤♦✇s t❤❡ ❜❛s✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ✐♥

❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❡▲❯ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❧❛②❡r ❝♦♥s✐st✐♥❣

♦❢ ❛ ▼❛①P♦♦❧ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧

✭r✱❣✱❜✮ ✐♠❛❣❡✳ ❚♦ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜rst ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②

✐t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② n s✐♥❣❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♥❡✉r♦♥s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✷✳✾✳ ❆s ❛❧r❡❛❞②

♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♥❡✉r♦♥s ✐s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞

t❤✉s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡♠❛♣✳ ●✐✈❡♥ n ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t

✐s ❛ ❜❛t❝❤ ♦❢ n ❢❡❛t✉r❡♠❛♣s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦♥ ❛❧✇❛②s

❤❛s ✇❡✐❣❤ts t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

❤❛s t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤r❡❡✳ ■❢ t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❋r♦♠ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s

✐s ♦❢ s✐③❡ ✸①✸ ♣✐①❡❧s✱ t❤❡♥ ✐t ❤❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ 3 ∗ 3 ∗ depth = 3 ∗ 3 ∗ 3 = 27 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✇❡✐❣❤ts t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✉♣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞❡♣t❤✳ ❆s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

♥❡✉r♦♥s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ n ❢❡❛t✉r❡♠❛♣s r❡♣r❡s❡♥t n ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧

❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡✱ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

✐s ❢✉rt❤❡r s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ str✐❞❡ ✭❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♣t✐♦♥❛❧ ③❡r♦ ♣❛❞❞✐♥❣✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ t❤❡

❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❛❞❞❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛❧✇❛②s ❛ str✐❞❡

♦❢ ♦♥❡ ❛♥❞ ③❡r♦ ♣❛❞❞✐♥❣ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✉s ✐❢

✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇✐❞t❤ ① ❤❡✐❣❤t ① n

✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✮✳

❆❢t❡r t❤❡ n ♦✉t♣✉t ❢❡❛t✉r❡♠❛♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞✱ ❛ ❘❡▲❯ ❧❛②❡r ❢♦❧❧♦✇s ✱ ✇❤✐❝❤ ❡❢✲

❢❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ r❡❝t✐✜❡r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✐♥ ✷✳✷✳ ■t ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ✷①✷ ▼❛①P♦♦❧ ❧❛②❡r

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♣✲

t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ✐s ❛ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❡▲❯

❧❛②❡r✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ▼❛①P♦♦❧ ❧❛②❡r ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✳ ❆ ✷①✷ ▼❛①P♦♦❧

❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛ str✐❞❡ ♦❢ ✷ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t✇♦ ♣✐①❡❧s ❜② t✇♦ ♣✐①❡❧s ❛r❡❛ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✮✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ♥♦✇ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛ ❈◆◆✱ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧✱

❛ ❘❡▲❯ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❧❛②❡r ❧✐❦❡ ▼❛①P♦♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦✉t❧✐♥❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❈◆◆ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✭▲❡◆❡t✲✺ ❬▲❇❇❍✾✽❪✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r❛❧❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✲

✇♦r❦✳ ❋✐rst✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ❛rr❛♥❣❡❞ ❧❛②❡r ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞

❛❜♦✈❡ ✭✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥❧② t✇♦✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❢❡✇ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs ❛s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠

❝♦♠♠♦♥ ❆◆◆s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt

♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦♥❧② ♦❢ ❈◆◆ s♣❡❝✐✜❝ ❧❛②❡rs✱ ❢♦r♠ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛rt✳

❚❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛rt ❛t t❤❡ ❡♥❞✱ ❢♦r♠s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✳

❈◆◆s ❛r❡ ♠♦st❧② ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② ✈✐s✉❛❧ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ❡①tr❛❝ts ✈❡r② ❜❛s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❡❞❣❡s✱ ❝♦r♥❡rs✱ ❧✐♥❡s✱ ❝♦❧♦rs ♦r

♦t❤❡r ❢r❛❣♠❡♥ts✱ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ❛❧r❡❛❞② ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s

♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
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st❛❝❦❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❈◆◆s ❛r❡ ♣r❡❞❡st✐♥❡❞

❢♦r ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ t❛s❦s✳ ❆s ❛♥② ❝❧❛ss ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❜❛s✐❝❛❧❧② ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜② ✐ts ✈✐s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ✐ts s♣❡❝✐✜❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛ ❈◆◆ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥❞

❡①tr❛❝t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❧❛②❡r ✶ ✜❧t❡rs ❬❑❙❍✶✷❪

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ s❤♦✇s s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❧❡❛r♥❡❞ ✜❧t❡r ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧

❧❛②❡r ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①

❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛②❡rs✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❈◆◆s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤❛♥❞❝r❛❢t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❧✐❡s ✐♥ t❤❡

❛✉t♦♠❛t❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

✷✳✸ ❋✉❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❋❈◆s✮

❆♥♦t❤❡r s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❈◆◆s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❢✉❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧

♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭❋❈◆✮✳

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❈◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✷✳✶✷ r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤

♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤

✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛②❡rs
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❚❤❡ ❋❈◆✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❧❡❛✈❡s ♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs✳ ■♥st❡❛❞✱

✐t s✐♠♣❧② ✉s❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs✱ t♦♦✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ❞❡♠♦♥str❛t❡s✱ ❤♦✇ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❧❛②❡rs ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♦❢

❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r ✐s ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥② ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

✐s ♦♥❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡

❢♦r ❡✈❡r② s♠❛❧❧ s✉❜s❡t✱ t❤❛t ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤✉s ❛ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢✉❧❧②

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ❢r♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t♦

❛ ❧♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❧❧♦✇s t♦ s✐♠♣❧②

❣❛✐♥ s♣❛t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤❡

♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

✶✾



✸ ❚♦♦❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ t♦♦❧s✱ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧

♥❡t✇♦r❦✳ ❆❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠❡❡t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❞❡❡♣

❧❡❛r♥✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳

✸✳✶ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡

❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❬❆❆❇+✶✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ◆♦✈❡♠❜❡r✱

✷✵✶✺✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ●♦♦❣❧❡ ❇r❛✐♥ ♣r♦❥❡❝t✶ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s

✇✐t❤ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛❧❧❡❞ ❉✐st❇❡❧✐❡❢ ❬❉❈▼+✶✷❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ s♣❡❡❝❤ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ♠♦✈❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ●♦ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛r❡❛s✳ ■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❞✉❝ts

♦❢ ●♦♦❣❧❡ ■♥❝✳ ❛♥❞ ❆❧♣❤❛❜❡t ■♥❝✳ ❬❆❆❇+✶✻❪✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✱

❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ♦✛❡rs ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ tr❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❇❡s✐❞❡s ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ t❤❡r❡

❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛❧s♦ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✱

s✉❝❤ ❛s ❚❤❡❛♥♦ ✷ ♦r ❈❛✛❡ ✸ ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✱ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥

❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❧✐t✐❡s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❛❣❡s

♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✳

❆s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ q✉✐t❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✱ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡ ❬●♦❧✶✻❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ q✉✐❝❦❧②

♣r♦❜✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ✐❞❡❛s ❜② ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡ss✐♦♥s ✈✐❛ t❤❡ P②t❤♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✹✺

s❡r✈❡s t❤✐s ♥❡❡❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧

✶❤tt♣s✿✴✴r❡s❡❛r❝❤✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴t❡❛♠s✴❜r❛✐♥✴ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✶✵✴✶✽✴✷✵✶✻✮
✷❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❚❤❡❛♥♦✴ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✶✵✴✶✽✴✷✵✶✻✮
✸❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❇❱▲❈✴❝❛✛❡ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✶✵✴✶✽✴✷✵✶✻✮
✹❤tt♣s✿✴✴❞♦❝s✳♣②t❤♦♥✳♦r❣✴✷✴t✉t♦r✐❛❧✴✐♥t❡r♣r❡t❡r✳❤t♠❧ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✶✵✴✶✽✴✷✵✶✻✮
✺❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳t❡♥s♦r❢❧♦✇✳♦r❣✴❛♣✐❴❞♦❝s✴♣②t❤♦♥✴t❢✴■♥t❡r❛❝t✐✈❡❙❡ss✐♦♥ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥
✶✵✴✶✽✴✷✵✶✻✮

✷✵

https://research.google.com/teams/brain/
https://docs.python.org/2/tutorial/interpreter.html
https://www.tensorflow.org/api_docs/python/tf/InteractiveSession


t♦ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ✭s✐♥❣❧❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛②❡rs✮ ❛❧❧♦✇ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❞❡s✐❣♥

❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❆❆❇+✶✻❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ st❛❝❦

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✐t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✭❡✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✮

❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛t❢♦r♠s ❛♥❞ ❞❡✈✐❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ●P❯✱ ❈P❯✱ s❡r✈❡r✱ ❞❡s❦✲

t♦♣✱ ♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❜② s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❆❘▼ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❬❙❝❤✶✻❪❬❇❘❙❙✶✺❪✳ ❚❤✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧❛t❡r r❡✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t✲

❝♦♠❡ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❛r❜✐tr❛r② s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s

♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

✸✳✶✳✶ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤

❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡

❛♥② st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ ❛♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡♥❛❜❧❡s

t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❣❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❬❆❆❇+✶✻❪✳

❆♥② ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❡❞❣❡s✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ✜♥❛❧❧② ❜❡✐♥❣ ❡①❡❝✉t❡❞✱ s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❡♥s♦rs ✢♦✇

✷✶



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✳ ❬❆❆❇+✶✻❪

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t②♣❡❞

❛rr❛②s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❬❆❆❇+✶✻❪✳

❇② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♥♦❞❡s ❛s ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

♠♦❞❡❧ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✱

❛❜str❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡♥t✐t✐❡s ♥❛♠❡❞ ❛s ✧❆❞❞✧✱ ✧▼❛t▼✉❧✧✳ ❚❤❡✐r ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ✐♥ t✉r♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡♥t✐t✐❡s ❝❛❧❧❡❞ ❦❡r♥❡❧s✳ ❚❤✉s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r❡ ♠♦r❡❦❡r♥❡❧s s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛t❢♦r♠s ❛♥❞ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤✐s

♣r❡❝✐s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♥♦t ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝r♦ss✲♣❧❛t❢♦r♠

❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ❛s ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❞❛♣t ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✈✐❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ●P❯s✳

❋✐♥❛❧❧② ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦r ♣r♦✲

✈✐❞❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧

✢♦✇ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r ♥♦❞❡s t❤❛t t❛❦❡ t❤❡

r❡q✉✐r❡❞ ✐♥♣✉t ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬❆❆❇+✶✻❪✳

✸✳✶✳✷ P❛rt✐❛❧ ❊①❡❝✉t✐♦♥

❆❢t❡r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣②t❤♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛ s❡ss✐♦♥ ♦❜❥❡❝t

♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❘✉♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡❝ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ♥♦❞❡s ❛s

✇❡❧❧ ❛s ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢❡❞ t♦ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r ♥♦❞❡s ❬❆❆❇+✶✻❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✇❛♥ts t♦ ❣❡t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

♦✉t♣✉t ♦❢ ♥♦❞❡ ❢ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r ♥♦❞❡ ❜✳ ❇❡❢♦r❡ ❣❡tt✐♥❣

✷✷



❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ♣❛rt✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❬❆❆❇+✶✻❪

♦✉t♣✉ts✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜❣r❛♣❤ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤♦s❡

♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s ❢❡❞ ❛♥❞ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ❡①❡❝✉t❡❞ ❬❆❆❇+✶✻❪✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ✉t✐❧✐③❡❞ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ tr❛✐♥✐♥❣

❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❛s❦s ✐♥ ♦♥❡ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✳ ❇♦t❤ t❛s❦s t❤❡♥ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞

♦✉t♣✉t ♥♦❞❡s ❤❛♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❘✉♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❬❆❆❇+✶✻❪✳

✸✳✶✳✸ ❆✉t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❆♣❛rt ❢r♦♠ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛r ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❞❛t❛

✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ❢✉rt❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❝❦✲

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬●♦❧✶✻❪

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r t❤❡s❡

t②♣❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t s✐♠♣❧② ❛❞❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♥♦❞❡s ✭♦♣❡r❛t✐♦♥s✮ t♦ t❤❡

❞❛t❛ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ z ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ w ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✲

q✉❡st❡❞✳ ❆❢t❡r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ st❡♣

✷✸



♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❢r♦♠ w t♦ z✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✐s tr❛✈❡rs❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥❡✇❧②

❛❞❞❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♥♦❞❡s✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❛♥❞ t❤✉s s❡r✈✐♥❣ ❢♦r ❜❛❝❦✲

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❬●♦❧✶✻❪✳

✸✳✷ P②t❤♦♥ ❛♥❞ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇

❆s ❛❧r❡❛❞② st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ P②t❤♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡ ♠❛❝❤✐♥❡

❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

✇✐t❤ ◆✉♠P②✻✱ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❧✐❜r❛r② ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ P②t❤♦♥✿

❚❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ❛ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r ♥♦❞❡ ✐♥ ❚❡♥s♦r✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ◆✉♠P② ❛rr❛②

str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦✉t♣✉t ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦✉t♣✉t ◆✉♠P② ❛rr❛②s✳ ❬●♦❧✶✻❪

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣s ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ❛s ❞❛t❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ✐♠❛❣❡ ❝r♦♣♣✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣✮✱

❧♦❣❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ♦r t♦♦❧s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❉✉❡ t♦

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t P②t❤♦♥ ❛❧r❡❛❞② s✉♣♣♦rts ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦s

❛♥❞ ❧✐❜r❛r✐❡s ❬▼❆✶✶❪✱ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❛♥❞ P②t❤♦♥ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛ s✉✣❝✐❡♥t t♦♦❧s❡t✳

❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❙❝✐P②✼✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s s✉❜✲♣❛❝❦❛❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s

▼❛t♣❧♦t❧✐❜ ✽✱ ◆✉♠P② ❛♥❞ ♣❛♥❞❛s ✾ ❛❧r❡❛❞② ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

s✐♠✐❧❛r t♦ ▼❛t❧❛❜ ❬▼❆✶✶❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❧✐❜r❛r② s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② s✉♣♣♦rt✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✐s

t❤❡ P②t❤♦♥ ■♠❛❣✐♥❣ ▲✐❜r❛r② ✭P■▲✮ ❬❆❇✵✾❪ ✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ◆✉♠P② ❛rr❛②s✳

✸✳✸ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛s ❛ ❙❡r✈✐❝❡ ✭■❛❛❙✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❞❡❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐✈❡ t❛s❦ ❬❈❲❱+✶✹❪

t❤❛t ❡✈❡♥ t❛❦❡s ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞❛②s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❑❙❍✶✷❪✱ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡✱

s✉❝❤ ❛s ●P❯s ✭♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

❆s ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s✉♣♣♦rts ●P❯ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜② ♦♣t✐✲

♠✐③❡❞ ❦❡r♥❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❱■❉■❆❘© ❈❯❉❆ ❘© ❚♦♦❧❦✐t ✶✵ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

t❤❡ ◆❱■❉■❆ ❈❯❉❆❘© ❉❡❡♣ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❧✐❜r❛r② ✭❝✉❉◆◆✮ ❬❈❲❱+✶✹❪ ❬❆❆❇+✶✻❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡s❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✱ t❤✐s

✇♦r❦ ❤❛s ♠❛❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉s❡ ♦❢ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛s ❛ s❡r✈✐❝❡ ✭■❛❛❙✮✳ ❆ s✉✐t❛❜❧❡ ✈✐rt✉❛❧

✻❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♥✉♠♣②✳♦r❣✴ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✶✶✴✶✷✴✷✵✶✻✮
✼❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳s❝✐♣②✳♦r❣✴ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✶✶✴✶✷✴✷✵✶✻✮
✽❤tt♣✿✴✴♠❛t♣❧♦t❧✐❜✳♦r❣✴ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✶✶✴✶✷✴✷✵✶✻✮
✾❤tt♣✿✴✴♣❛♥❞❛s✳♣②❞❛t❛✳♦r❣✴ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✶✶✴✶✷✴✷✵✶✻✮
✶✵❤tt♣s✿✴✴❞❡✈❡❧♦♣❡r✳♥✈✐❞✐❛✳❝♦♠✴❝✉❞❛✲t♦♦❧❦✐t✱ ✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✭✶✷✴✷✶✴✷✵✶✻✮
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http://www.numpy.org/
https://www.scipy.org/
http://matplotlib.org/
http://pandas.pydata.org/
https://developer.nvidia.com/cuda-toolkit


♠❛❝❤✐♥❡ ✐♠❛❣❡ ✶✶✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t②♣❡s ♦❢ s♦❢t✇❛r❡✱ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r

❤♦st✐♥❣ ❛t ❆♠❛③♦♥ ❊❧❛st✐❝ ❈♦♠♣✉t❡ ❈❧♦✉❞ ✭❊❈✷✮ ✶✷✳ ❆♠❛③♦♥ ❊❈✷ ✐s ❛ ❝❧♦✉❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

s❡r✈✐❝❡ ♦❢ ❆♠❛③♦♥✳❝♦♠✱ ■♥❝✳✶✸ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡q✉❡st t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ❛

♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❤❛r❞✇❛r❡ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❚❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r

tr❛✐♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❤♦st❡❞ ❛s ❛ ❣✷✳✷①❧❛r❣❡✶✹ ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛♥ ◆❱■❉■❆ ●❘■❉

❑✺✷✵ ●P❯ ✶✺✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❈❯❉❆ ❛♥❞ ❝✉❉◆◆✳ ❚❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦sts ✐♥❝✉rr❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❛③♦♥ ❊❞✉❝❛t❡ Pr♦❣r❛♠ ❢♦r st✉❞❡♥ts ✶✻✳

✸✳✹ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t str❛t❡❣②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚♦♦❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t str❛t❡❣②

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❛♥❞ ■❛❛❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✸✳✸✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

✇♦r❦ ❤❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞✱ ♣r♦t♦t②♣❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t str❛t❡❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮✳ ❚❤❡

s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ st❡♣s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pr♦t♦t②♣❡ ❝r❡❛t✐♦♥1 ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ❛ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✭t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡✮ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ P②t❤♦♥ ❆P■ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇✳ ❆s t❤❡ ❧♦❝❛❧ P❈ ❤❛s ♦♥❧② s♣❛rs❡

❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ✭♦♥❧② ❈P❯ s✉♣♣♦rt✮ ❥✉st t❤❡ ✜rst tr❛✐♥✐♥❣ st❡♣s ♦r ❡♣♦❝❤s ❛r❡

✶✶❆♠❛③♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♠❛❣❡ ✭❆▼■✮ ■❉✿ ❛♠✐✲❡✸✺✼❜❜✽❝
✶✷❤tt♣s✿✴✴❛✇s✳❛♠❛③♦♥✳❝♦♠✴❡❝✷✴ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✵✶✴✶✹✴✶✼✮
✶✸❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❛♠❛③♦♥✳❝♦♠ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✵✶✴✶✹✴✶✼✮
✶✹❤tt♣s✿✴✴❛✇s✳❛♠❛③♦♥✳❝♦♠✴❞❡✴❡❝✷✴✐♥st❛♥❝❡✲t②♣❡s✴ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✵✶✴✶✹✴✶✼✮
✶✺❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♥✈✐❞✐❛✳❝♦♠✴♦❜❥❡❝t✴❝❧♦✉❞✲❣❛♠✐♥❣✲❣♣✉✲❜♦❛r❞s✳❤t♠❧ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✵✶✴✶✹✴✶✼✮
✶✻❤tt♣s✿✴✴❛✇s✳❛♠❛③♦♥✳❝♦♠✴❞❡✴❡❞✉❝❛t✐♦♥✴❛✇s❡❞✉❝❛t❡✴ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✹✴✷✸✴✶✼✮
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https://aws.amazon.com/ec2/
https://www.amazon.com
https://aws.amazon.com/de/ec2/instance-types/
http://www.nvidia.com/object/cloud-gaming-gpu-boards.html
https://aws.amazon.com/de/education/awseducate/


❧♦❝❛❧❧② r✉♥ t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✇♦r❦s ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❆

❤✐❣❤❧② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❧♦ss✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣

r❛t❡ ✐s t♦♦ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❢✉rt❤❡r ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✳

Pr♦t♦t②♣❡ t❡st2 ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ st❡♣ ♦♥❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✇♦r❦s✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✢♦✇

❣r❛♣❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❆♠❛③♦♥ ❊❈✷

✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ✸✳✸✳ ◆♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞❡ ✐s ❜❡✐♥❣ ❡①❡❝✉t❡❞

✇✐t❤ ●P❯ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧♦✇s ❛ ❢✉❧❧ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ✶✵✵ ❡♣♦❝❤s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡

❤♦✉r ♦r ❧❡ss✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡tr✐❝s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧♦ss ✈❛❧✉❡s

❛♥❞ ♦t❤❡r ♥❡t✇♦r❦ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ t♦ ❞✐s❦✳ ❲❤❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✱ ❛❧❧

✇r✐tt❡♥ ❧♦❣ ✜❧❡s ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ P❈✳

Pr♦t♦t②♣❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥3 ■♥ t❤✐s st❡♣✱ ❛❧❧ ❧♦❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts

♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② st❡♣ t✇♦ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ ♦✈❡r✲ ♦r ✉♥❞❡r✜tt✐♥❣

❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ♦r ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣

❧♦ss ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❧❛t❡r ❡♣♦❝❤s ❝❛♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❛❜❧❡ ✉♣❞❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❇❛s❡❞ ♦♥

t❤❡s❡ ✐♥s✐❣❤ts✱ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚r❡❛t✲

✐♥❣ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❧❛②❡r s✐③❡s ♦r ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞

✐♥♣✉t ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣✳ ❆❢t❡r t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ✜①❡❞✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ st❡♣ ♦♥❡✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦t♦t②♣❡✳

✷✻



✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✹✳✶ ❇♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ tr❛✐♥ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦

♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❝❛♠❡r❛ ✐♠❛❣❡s ❛s tr❛✐♥✐♥❣

❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❈◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦✉♥t❧❡ss ❞❡s✐❣♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❈◆◆

♠♦❞❡❧ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱

t❤❡ ♥✉♠❜❡r✱ t②♣❡✱ s✐③❡ ❛♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ ❧❛②❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡

❛r❡ st✐❧❧ s✉❜❥❡❝ts ♦❢ ❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤✳ ❇❡s✐❞❡s s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ♠♦st

s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ✧❝✉rr❡♥t ❧❛❝❦ ♦❢ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦♥ ❞❡s✐❣♥✧❬❙❚✶✻❛✱ ♣✳✶❪

✐♥ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❛s❦s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❋❛❝✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡s✐❣♥✱ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r s✉❝❝❡s✲

s✐✈❡❧② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❞❡✲

t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① s✉❜✲t❛s❦s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❬❙❊❩+✶✸✱ ♣✳✸❪ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♣❧❡① t❛s❦ ✜rst✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ✜rst ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❈◆◆ ♠♦❞❡❧

❢♦r t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦
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s♦❧✈❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦✳

✹✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦

❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✧❞♦❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥②

✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ❝❧❛ss❄✧❬❊●❲+✶✵✱ ♣✳✶❪✳ ❚r❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✐s ✧❞♦❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡❄✧✳

❍❡♥❝❡✱ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s t❛s❦ ✉s✐♥❣ ❛ ❈◆◆ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ ✧♣♦s✐t✐✈❡✧ ✐♠❛❣❡ s❡t

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❛♥❞ ❛ ✧♥❡❣❛t✐✈❡✧ ✭✧❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✧✮ ✐♠❛❣❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

♦r❞✐♥❛r②✱ ❡✈❡r②❞❛② r♦❛❞ s❝❡♥❡s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❚❤❡ tr❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞

✜♥❛❧❧② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ s❝♦r❡ s ∈ [0, 1]✳ ❆♥

✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ s❝♦r❡ s ≥ 0.5 ✐s t❤❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ✈❛❧✉❡

♦❢ s < 0.5 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✈✐s✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ st❡♣s t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞❛t❛s❡t

❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈◆◆ ❛r❝❤✐❝t✉r❡ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

✹✳✷✳✶ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r♦❜✉st ❝❧❛ss✐✜❡r✱ t❤❡r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♠❛❣❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡

✧❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✧ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ✧❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✧ ♦r ✧♥❡❣❛t✐✈❡✧ ❝❧❛ss ❛❝ts ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❢♦r t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✳ ■t ✐s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ✐♠❛❣❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

✧❡✈❡r②❞❛②✱ ♦r❞✐♥❛r② r♦❛❞ ❛♥❞ tr❛✣❝ s❝❡♥❡s✧ str✐❝t❧② ❡①❝❡♣t✐♥❣ ❛♥② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡

r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❞❛t❛ s❡ts ♦❢ ❜♦t❤

❝❧❛ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳

❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❆ ✧s✉✐t❛❜❧❡✧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♣❡r ❞❛t❛s❡t

❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✧s✉✐t❛❜❧❡✧ ♦r ✧s✉✣❝✐❡♥t✧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛

r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ r♦❜✉st ❝❧❛ss✐✜❡r✱ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ❝❛♥

❛t ❧❡❛st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐t② ❬❩▲❳+✶✹❪✳ ❚♦ r❡♣r❡s❡♥t

✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✇❡❧❧✱ ❛ ❞❛t❛s❡t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❞❡♥s❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡

❤❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❡t② ✐♥❤❡r❡♥t

t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞s t♦♦ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞

t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛✐♠s ❛t ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t♦♦ r✐❣✐❞ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳
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❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs t❤✐s t❤❡s✐s r♦✉❣❤❧② ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ♣❡r ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✻✵✵ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ■♠❛❣❡◆❡t❬❘❉❙+✶✺❛❪

❞❛t❛s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s ❛ ❧♦✇❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞✳

❈❛♠❡r❛ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇

❆s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡s✱ t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s s❤♦✉❧❞ r♦✉❣❤❧② r❡✢❡❝t t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ❧♦❝❛t❡❞

♦♥ t❤❡ r♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞r✐✈❡r✬s ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r♦❛❞✳

▲✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❞❛②❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❋♦❝✉s ♦♥ ❣❡r♠❛♥ r♦❛❞s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s

❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❣❡r♠❛♥ r♦❛❞s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳

❉✐✈❡rs✐t②

❚❤❡ ✧♣♦s✐t✐✈❡✧ ❞❛t❛s❡t s❤♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ r♦❛❞ ❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ❧✐❡s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ tr❛✣❝ s✐❣♥s✱ tr❛✣❝

❧✐❣❤ts✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ r♦❛❞s ❧✐❦❡ ✉r❜❛♥ r♦❛❞s ❛♥❞ ❤✐❣❤✇❛②s✳

❚❤❡ ✧♥❡❣❛t✐✈❡✧ ❞❛t❛s❡t s❤♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡✈❡r②❞❛② r♦❛❞ s❝❡♥❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢

r♦❛❞s✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❝❧❛ss✐✜❡r ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❜♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❡s t♦ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥❤❡r❡♥t t♦

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s s✉❝❤ ❛s ❧♦✉❞ ❝♦❧♦rs ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② s❤❛❞❡s ♦❢ r❡❞ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇✮✱ str✐♣❡

♣❛tt❡r♥s✱ r♦✉❣❤ t❡①t✉r❡s ♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭t❤❛t ❝✉rr❡♥t❧② ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✮✳

❉❡♥s✐t②

❇♦t❤ ❞❛t❛s❡ts s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❣r❡❛t s✐♠✐❧✐❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

s✐t❡ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♠❡r❛ ❛♥❣❧❡✱ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦r tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡s✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡✇ r✐s❡ ♦❢ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ✇✐❞❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♠❛♥② ♦♣❡♥

s♦✉r❝❡ ❞❛t❛s❡ts ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❛s❦s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞✳ ●❡♥✲

❡r❛❧❧② t❤❡② ❛❧❧♦✇ r❡✉s✐♥❣ ❜✐❣ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛♥❞ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❞❛t❛ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡

s❛♠❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❞❡❡♣

❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ r❡s❡❛r❝❤✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✱ s❡✈✲

❡r❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✷✾



❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❛r❡✿ ■♠❛❣❡◆❡t❬❘❉❙+✶✺❛❪✱ P❆❙❈❆▲ ❱❖❈❬❊●❲+✶✵❪✱ P❧❛❝❡s✷❬❘❉❙+✶✺❜❪✱

❙❯◆❬❳❍❊+✶✵❪✱ ❈■❋❆❘❬❑❍✵✾❪✱ ❈✐t②s❝❛♣❡s❬❈❖❘+✶✻❪ ❛♥❞ ▼✐❝r♦s♦❢t ❈❖❈❖❬▲▼❇+✶✹❪✳

◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡✲

q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❖♥❧② ♥❡❛r❜② ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❧✐❦❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ s✐t❡s

❡①✐st✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ✐s st✐❧❧ t♦♦ s♣❡❝✐✜❝✳

▼❛♥✉❛❧ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❝❧❛ss✮

❆s ❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ②❡t✱ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞

❞❛t❛s❡t ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡s ●♦♦❣❧❡ ■♠❛❣❡s

❛♥❞ ❇✐♥❣ ■♠❛❣❡s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛❜♦✉t ✻✵✵ ✐♠❛❣❡s ♣❡r ❝❧❛ss✳ ❆❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✉s✐♥❣

❢❞✉♣❡s❬▲ó✶✻❪✱ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♠❛♥✉❛❧❧② t❛❦❡♥

♣✐❝t✉r❡s ✐♥ ❇❡r❧✐♥✱ ●❡r♠❛♥②✳ ■♥ t♦t❛❧ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛s❡t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❜♦✉t ✽✵✵ ♣✐❝t✉r❡s

♣❡r ❝❧❛ss✱ ❛❧♠♦st r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ✶✱✵✵✵ ♣✐❝t✉r❡s ♣❡r ❝❧❛ss✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸

✐❧❧✉str❛t❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

✸✵



❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❧❛ss✮

❉❛t❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ♣✐❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐③❡ ♦❢ ❬✇✐❞t❤ ① ❤❡✐❣❤t ①

❞❡♣t❤❂✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ❈◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s r❡q✉✐r❡s ✐♥♣✉t ✐t❡♠s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠

s✐③❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛rt✳ ❆s ❛♥② ♥❡✉r♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❋❈ ❧❛②❡r ✐s

❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥② ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❈♦♥✈ ❧❛②❡r✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❛r♥❛❜❧❡

✇❡✐❣❤ts ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡✳ ❋♦r ❛ tr❛✐♥❛❜❧❡ ❈◆◆ ♠♦❞❡❧ t❤✐s

♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ✜t ✉♥✐❢♦r♠✱ ✜①❡❞ s✐③❡s✳ ❋♦r ❛ ❣r❡❛t❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛♥

❛❞❡q✉❛t❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡✈❡r② ♣✐❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛rr❛♥❣❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t s✐③❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s

❬✸✷①✸✷①✸❪✱ ❬✻✹①✻✹①✸❪✱ ❬✶✷✽①✶✷✽①✸❪ ❛♥❞ ❬✷✺✻①✷✺✻①✸❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢

❞❛t❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ❡✈❡r② ✐♠❛❣❡ ✇❛s ❝r♦♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧❡❢t ❛♥❞ ❛ r✐❣❤t ✭t♦♣

❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦✮ ♣❛rt ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ❛ sq✉❛r❡ s✐③❡✳ ■♠❛❣❡s

✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ > 1.75 ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✇❡r❡ ❝r♦♣♣❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤r❡❡

♥❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t♦t❛❧✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❡✈❡r② ✐♠❛❣❡ ✇❛s r❡s✐③❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞

❞❛t❛s❡t s✐③❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧② t♦ ❡①❝❧✉❞❡

✐♥❝♦rr❡❝t ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ ❛s ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ♦♥❧② ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❉❛t❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ P②t❤♦♥ ■♠❛❣✐♥❣ ▲✐❜r❛r② ✭P■▲✮ ❬❆❇✵✾❪

t❤❡ r✐❣❤t ♦r t❤❡ ❧❡❢t ❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

s✐t❡✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♥♦t ♦♥❧② ♣r❡♣❛r❛t❡❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛s❡t✱ ❜✉t ❛❧s♦

✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t s✐③❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✽✵✵ ❡①❛♠♣❧❡s ♣❡r ❝❧❛ss t♦ ❛❜♦✉t ✶✽✵✵ ❡①❛♠♣❧❡s

♣❡r ❝❧❛ss✳

✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ q✉✐t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t str❛t❡❣② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✸✳✹

✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ t♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ✜rst ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡② ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s

t❤❛t s❡r✈❡❞ ❛s st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❢♦r ♣r♦t♦t②♣✐♥❣ ✸✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❈◆◆ ♠♦❞❡❧

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✧❉❡❡♣ ▲❡❛r♥✐♥❣ P✐♣❡❧✐♥❡✧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ P②t❤♦♥ ❛♥❞
❚❡♥s♦r❋❧♦✇

✹✳✸✳✶ ❙❝♦♣❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ r♦✉❣❤❧② ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✧❉❡❡♣ ▲❡❛r♥✐♥❣ P✐♣❡❧✐♥❡✧ r❡❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ P②t❤♦♥✱

❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✶✳ ❆s t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ s❤♦✇s✱ ❛ P②t❤♦♥ ♣r♦✲

❣r❛♠♠❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧♦❛❞s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ s❡t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ✭✧❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✧ ♦r ✧♥♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✧✮ ❢r♦♠ ❞✐s❦✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ ▼✐♥✐✲❜❛t❝❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✱ ✐t ❛❧s♦ ❛❝ts ❛s ❛ ♣r♦✈✐❞❡r ❢♦r ♠✐♥✐✲

❜❛t❝❤❡s ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❧❛❜❡❧s✳ ❖♥❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝②❝❧❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

✭♥✉♠❜❡r✐♥❣ r❡❢❡rs t♦ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✿

❊❛❝❤ ❝②❝❧❡ ✭♦r tr❛✐♥✐♥❣ st❡♣✮ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤ ✭✵✮ ❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✧♣r❡♣r♦✲

❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡✧ ♦❢ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ✭✶✮✳ ❚❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞ ❜❛t❝❤ ✐s t❤❡♥ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❢❡❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❈◆◆ ♠♦❞❡❧ ✭✷✲✸✮✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t s❡❣♠❡♥t ✭✹✮ t❛❦❡s t❤❡ r❡s✉❧ts

❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ❢♦r♠❛t✳ ❚❤✐s ♦✉t♣✉t ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r

✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❢t❡r tr❛✐♥✐♥❣ ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♦r ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤ ♦❢

tr❛✐♥✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s ♥♦t ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♥❡①t s❡❣♠❡♥t ✭✺✮ t❛❦❡s t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛ ❧♦ss ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦✲
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✭❛✮ ✻✹①✻✹ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ✶ ✭❜✮ ✶✷✽①✶✷✽ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ✻✹①✻✹ ✐♠❛❣❡s ❧♦s❡ ✐♠♣♦rt❛♥t str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✭✻✮ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡

t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❈◆◆ ♠♦❞❡❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❯♥❧❡ss t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✇❛s

♥♦t ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡①t ❝②❝❧❡ st❛rts✳

❚❤✉s ❡✈❡r② ♥✉♠❜❡r❡❞ s❡❣♠❡♥t ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ s❡r✈❡s ❛s ❛ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

s♦♠❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❞❡s✐❣♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧

❛s str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳

■♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ✭✵✮

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❞❡❛❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡ts ✐♥ s✐③❡s ✸✷①✸✷✱ ✻✹①✻✹✱ ✶✷✽①✶✷✽ ❛♥❞

✷✺✻①✷✺✻✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❬❲❨❙+✶✺✱ ♣✳✷❪✱ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤

❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♥♦t ❧♦s✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s✳ ❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ s♣❡❝✐✜❝

✈✐s✉❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✻✹①✻✹ ❛♥❞ ✶✷✽①✶✷✽✳

❆♥② ❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡s ♦r ♣❛tt❡r♥s st✐❧❧ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✶✷✽①✶✷✽ ♣✐❝t✉r❡ ✭❡✳❣✳ t❤❡ str✐♣❡❞

♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s✮ ❛r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ✻✹①✻✹ ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✶✷✽①✶✷✽

♣✐❝t✉r❡ ❤❛s ❛ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜❥❡❝ts ❧✐❦❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s

❛r❡ st✐❧❧ r❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✷✽①✶✷✽ ❤❛s ❜❡❡♥

s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

✶❤tt♣s✿✴✴✐♠❣✶✳♦st❤❡ss❡♥✲♥❡✇s✳❞❡✴✐♠❛❣❡s✴✶✹✴✵✽✴✶✹✵✽✶✽✲✷✲❞s❝✲✾✸✾✺✳❥♣❣ ✭✈✐s✐t❡❞ ♦♥ ✸✴✻✴✷✵✶✻✮
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Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭✶✮

❚❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ❛❧❧♦✇s t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦

❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❜② s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛❜❡❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ✉s❡❢✉❧✱ ❧♦✇✲❝♦st ✇❛② t♦ ♣r❡✈❡♥t ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t

❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♥❡✇ ❡①♣❡♥s✐✈❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❖♥❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t♦ s✐♠♣❧②

✢✐♣ ✐♠❛❣❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ✇❛② ❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✇❛s ✢✐♣♣❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✳

❋✐♥❛❧❧② t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❢✉rt❤❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❧✐❦❡

r❛♥❞♦♠ ❝r♦♣♣✐♥❣✱ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥tr❛st ♦r r❛♥❞♦♠ ❜r✐❣❤t♥❡ss✳

❋❡❛t✉r❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✷✲✸✮

❲❤✐❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✧❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❧❛s✲

s✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✧❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛rt✧ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❈◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❚♦❣❡t❤❡r t❤❡② ❢♦r♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❆s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦

✜①❡❞ r✉❧❡s ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤ t❛❦❡s

❛ q✉✐❝❦ ❧♦♦❦ ❛t ❡①✐st✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ t❡♠♣❧❛t❡✳ ■♠♣♦rt❛♥t

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❧✐❦❡ ❢❛st ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❯t✐❧✐③✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ❈◆◆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✉❝❤ ❛s ●♦♦❣▲❡◆❡t❬❙▲❏+✶✺❪✱ ❘❡s◆❡t❬❍❩❘❙✶✺❪✱ ❆❧❡①◆❡t❬❑❙❍✶✷❪

♦r ❱●●◆❡t❬❙❩✶✹❪✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦s✳ ❆s t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❤✉♥❞r❡❞s ♦r ❡✈❡♥ t❤♦✉s❛♥❞s

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t t②♣❡s ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ t❤❡s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ❧❡❛r♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧ ♠♦❞❡❧ s✐③❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❆❧❡①◆❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✮ ❤❛s ❛❜♦✉t ✻✵ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ✺ t♦ ✻ ❞❛②s t♦ tr❛✐♥ ✐t ♦♥

t✇♦ ●❚❳ ✺✽✵ ✸●❇ ●P❯s ❬❑❙❍✶✷❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❧❡①◆❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❬❑❙❍✶✷❪
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❉❡r✐✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦t♦t②♣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❧❡①◆❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❬❑❙❍✶✷❪

❆❧❡①◆❡t ❞❡r✐✈❡❞ ♣r♦t♦t②♣❡ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❉❡s♣✐t❡ ✐ts ❧❛r❣❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤❡

❆❧❡①◆❡t✹✳✼ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

❛♥❞ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ s✐♠♣❧❡ ❈◆◆ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ t❤❡ ❡❛r❧② ▲❡◆❡t✲✺ ❬▲❇❇❍✾✽❪✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts

s✐♠♣❧✐❝✐t② ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ s❡r✈❡ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s✱ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧

❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs t❤❛t ✧❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✧ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s

✇❛② t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s✉♣♣♦rt ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●P❯s✳

❚♦ ❛❝t ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦t♦t②♣❡ ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❛r❝❤✐✲

t❡❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✧●P❯ ❧✐♥❡s✧ ❤❛s ❜❡❡♥

❢✉❧❧② ❝✉t ♦✛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❧❛②❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s

✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤❛❧✈❡❞✳ ❆♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧❛st ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❧❛②❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❧❡①◆❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛✐♠s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵✵ ❝❧❛ss❡s

♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✱ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t✇♦✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✵ t♦ ❛❜♦✉t ✷ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆❢t❡r ❝r❡❛t✐♥❣ t❤✐s ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡✱ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞

❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ♦r ❛❞❞✐♥❣ ❝♦❛rs❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ❲❤✐❧❡ ✧❈♦♥✈ ✰ ❘❡▲❯✧

❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❞❡r✐✈❡ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✧❈♦♥✈ ✰ ❘❡▲❯ ✰▼❛①P♦♦❧✧ ❜❧♦❝❦s ❛❧s♦ ❞♦✇♥s❛♠♣❧❡

t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛rt ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs✳
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▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣♦✉t ❧❛②❡rs ❤❡❧♣s t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠❛❥♦r ❝❤❛♥❣❡s✱ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐❦❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ s✐③❡s✱

str✐❞❡ ❧❡♥❣t❤s✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✱ ③❡r♦ ♣❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❝r❡t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❢✉❧❧②

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡✉r♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② t❡st❡❞✳

❖✉t♣✉t ✭✹✮

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r✐♠❛r✐❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❢✉❧❧②

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r t♦ ❛ ♠♦r❡ ✉s❡✲ ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦✉t♣✉t✳

❋♦r t❤❡s❡ ♣✉r♣♦s❡s ❛ s♦❢t♠❛① ♦✉t♣✉t ❧❛②❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s♦❢t♠❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣s

t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ (0, 1)✱ ✇❤❡r❡❛s ❛❧❧ ♠❛♣♣❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛❞❞ ✉♣ t♦ ✶ s✐♠✐❧❛r

t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖♥❡ s✐♥❣❧❡ s♦❢t♠❛① ✈❛❧✉❡ xi ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠

t❤❡ ✐♥❣♦✐♥❣ ♦✉t♣✉t si✿

xi =
esi

∑nclass

c esc
[❙❛❞✶✻]

❚r❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ x0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✱ ✇❤✐❧❡ x1 ❂ 1−x0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❜❡✐♥❣ ♥♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳

▲♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✺✮

x0 ❛♥❞ x1 ❛r❡ ❤❛♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t t❛❦❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s li ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡s

t❤❡ t♦t❛❧ ❡rr♦r✳

❚❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦ss ❡♥tr♦♣② ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E = −
nclass∑

i

li log(xi)[❙❛❞✶✻]

❯♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✭✻✮

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ♥♦ s♣❡❝✐❛❧ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ γ ❤❛s

❜❡❡♥ s❡t t♦ 0.1 ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r p ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

p′ = p− γ · ∇pE(current❴mini❴batch) ✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❘✉❞✶✻✱ ♣✳✸❪

∇pE(current❴mini❴batch) ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❧♦ss✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ p ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡ss❡❞ ♠✐♥✐✲❜❛t❝❤✳
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❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❛t

♠✐t✐❣❛t❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t s✉❝❤ ❛s ▼♦♠❡♥t✉♠✱ ❆❞❛❣r❛❞✱ ❆❞❛❞❡❧t❛✱ ❆❞❛♠

❛♥❞ ♦t❤❡rs✳

✹✳✸✳✷ ❋✐♥❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❉❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦

❆❢t❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❛t♦r② ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❛ ✜♥❛❧ ✇♦r❦✐♥❣

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✹✳✾✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♣r♦t♦t②♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❙tr✉❝t✉r❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❆s ❛r❣✉❡❞ ✐♥ ✹✳✸✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥

t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❧❡①◆❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ✶✵✵✵

❞✐✛❡r❡♥t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡✜♥❡❞

✐♥ ✹✳✸✱ ❛❧r❡❛❞② ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✵✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss r❡✈❡❛❧❡❞

t❤❛t t❤✐s ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡ st✐❧❧ ❤❛❞ t♦♦ ♠✉❝❤ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳ ❚❤✉s✱

s❡✈❡r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥s✐③❡❞ ❛♥❞ ❛ ❞r♦♣♦✉t ❧❛②❡r ❤❛s ❜❡❡♥

❛❞❞❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✜♥❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❚❤❡ ♠❛❥♦r ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞

♥❡✉r♦♥s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦t♦t②♣❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❤❛s ❜❡❡♥ r♦✉❣❧②

r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r
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❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✈❡♥ ❜② ❛

❢❛❝t♦r ♦❢ ❡✐❣❤t✳

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❆❧❡①◆❡t✱ ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤

✐s ❢♦✉r t✐♠❡s ❧♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❆❧❡①◆❡t ♠♦❞❡❧ ✉s❡s ❛ ✜rst ❧❛②❡r r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ s✐③❡ ♦❢ ✶✶①✶✶

✇✐t❤ ❛ str✐❞✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❢♦✉r✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst

❈♦♥✈✲❧❛②❡r ♦✉t♣✉t ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❢♦✉r✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✾✮ ❛♣♣❧✐❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ✜❧t❡r s✐③❡

♦❢ ✺①✺ ✇✐t❤ ❛ str✐❞❡ ♦❢ ✶ ❛♥❞ ③❡r♦ ♣❛❞❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐♠❛❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱

❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ✜❧t❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣r❛s♣ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡r

r❡s✉❧ts ✐♥ ❧❛r❣❡r ♦✉t♣✉t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❈♦♥✈✲❧❛②❡r ♦✉t♣✉t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢

✇❡✐❣❤ts ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤✐s✱

❡❛❝❤ ❈♦♥✈✲❧❛②❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉❝❝❡❡❞❡❞ ❜② ❛ ▼❛①P♦♦❧ ❧❛②❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✷ ♠✐❧❧✐♦♥ t♦ ♦♥❧② 827, 348 ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✻✳✷ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❇❡s✐❞❡s str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✱ s♦♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

t❤❡ ❝r♦ss ❡♥tr♦♣② ❧♦ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛♥ L2✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ t♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡

♦✈❡r✜tt✐♥❣ ❜② ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t♦♦ ❧❛r❣❡ ✇❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s t❡r♠ ✐s s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡

s✉♠✲♦❢✲sq✉❛r❡s ♦❢ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭W ✮✿

L2(W ) =
1

2
W TW ✭✹✳✶✮

❛♥❞ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧♦ss E ✇❡✐❣t❤❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r λ✿

Etotal = E + λL2(W ) ✭✹✳✷✮

❬P❤❛❪✳

Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ♦❢ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❡✈❡r❛❣❡❞✱ s✉❝❤ ❛s r❛♥❞♦♠ ❜r✐❣❤t♥❡ss

❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥tr❛st ❛❞❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ γ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②✿

γ = γinitial · r
#epoch

s ✭✹✳✸✮

✱ ✇❤❡r❡ r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡❝❛② r❛t❡✱ s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝❛② st❡♣s ❛♥❞ #epoch t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❡♣♦❝❤ ♥✉♠❜❡r✳ ❙❡✈❡r❛❧ tr❛✐♥✐♥❣ r✉♥s ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛❢t❡r ❛❧r❡❛❞② r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ❡rr♦r

r❛t❡✱ t❤❡ ❡rr♦r s✉❞❞❡♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡①tr❡♠❡❧② ❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✱

✸✾



✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❡♣♦❝❤s✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ t♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦r ❧❛t❡r ❡♣♦❝❤s ❛s ✐t ❝❛♥ ❝❛✉s❡

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ✧❥✉♠♣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✧✳ ❇② s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡

❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♣♦❝❤s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ♠♦r❡

s♠♦♦t❤❧②✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡

t❛❜❧❡ ✻✳✶ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✹✳✹ ❘❡s✉❧ts

❚♦ tr❛✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✶ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞

❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛rs❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❜r♦❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t ♦♥❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛❜♦✉t ❡✐❣❤t t♦ ♥✐♥❡ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ❛❧❧

✐♠❛❣❡s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛rts ❛♥❞ ✜❣✉r❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✹✳✾ ❛♥❞ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❆❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡ts

✹✵



❈♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞
❈♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✶✸✷ ✶✾
❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✶✶ ✶✸✻

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t ♦❢ ✷✾✽ ✐♠❛❣❡s ✭✉s✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡
✽✸t❤ ❡♣♦❝❤✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t ❛❝❝✉r❛❝② ✷ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛❝❝✉r❛❝② r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♣♦❝❤ ✸

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✹✱ t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛❝❝✉r❛❝② ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡✈❡r② t❡♥t❤ ❡♣♦❝❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

s❡t ✐s q✉✐t❡ s♠❛❧❧✱ ✐ts ❛❝❝✉r❛❝② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤✳

❆s t❤❡ ❝❤❛rt ✐♥ ✹✳✶✵ s❤♦✇s✱ ❜♦t❤ ❛❝❝✉r❛❝② ✈❛❧✉❡s ❞❡✈❡❧♦♣ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ✉♣ t♦ t❤❡

✹✵t❤ ❡♣♦❝❤✳ ❋r♦♠ t❤❡♥ ♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s ❛♥❞ t❤✉s

✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ s❧✐❣❤t ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳ ■♥ ❡♣♦❝❤ ✽✵✱ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t r❡❛❝❤❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✵✵✱

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ 0.9125 ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ✽✸t❤ ❡♣♦❝❤✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①✳

✷❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s
◆✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s

✸❖♥❡ ❡♣♦❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❢✉❧❧ tr❛✐♥✐♥❣ ❝②❝❧❡✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳
✹■♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❋❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞✮ st❡♣ ❤❛s t❛❦❡♥ ❛❜♦✉t ✾✵ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r ✐♠❛❣❡ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ■❛❛❙ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✸✳✸✮✮

✹✶



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❈r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss✳ ❚❤❡ ❧♦ss s✉❝❝❡ss✐✈❡❧②

❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♥❡❛r ③❡r♦ ❛❢t❡r ✼✵ t♦ ✽✵ ❡♣♦❝❤s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ ❝♦♥❝r❡t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡

tr❛✐♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳

✹✷



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡st ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s♦❢t♠❛① ✈❛❧✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❝♦r❡✳ ❚❤❡

✜rst ❢♦✉r ✐♠❛❣❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝✲

♦♥❞ r♦✇ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❧❡ss r❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ❧♦♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣✐❝t✉r❡ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s r✉❜❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ❞❡✜♥✐t❡❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳

✹✸



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡st ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❢t✲
♠❛① ✈❛❧✉❡s✳

❆♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ✜❣✉r❡✱ ✹✳✶✸ ✐❧❧✉str❛t❡s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ s❝♦r❡✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s✐❝❛❧❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❧❡❛r♥❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②

t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t②♣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ s❝❡♥❡s✱ s✉❝❤ ❛s

❧♦✉❞ ❝♦❧♦rs✱ r❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ str✐♣❡❞ ♣❛tt❡r♥s✱ ❛♥❞ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢

❡✈❡r②❞❛② r♦❛❞ s❝❡♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ tr✉❝❦✱ ✇❤✐❝❤

❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✱ ❜✉t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s st✐❧❧ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞

❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

✹✹



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❢t♠❛① ✈❛❧✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ s❤♦✇s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❜✉t ✇❡r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

✐♠❛❣❡ ❤♦✇❡✈❡r ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✱ ❛s ✐t ✐♥❞❡❡❞ s❤♦✇s ❛

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✭❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ t❤✉s

❡✈❡♥ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ ❛ ✇r♦♥❣ ✇❛②✳ ❚❤❡

♦t❤❡r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛s ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✹✳✶✸✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡ ❛r❡ ♥♦t ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛rs❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱

❛s t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡t ♦♥❧② ❝♦✈❡rs ❛ t✐♥② s✉❜s❡t ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② r♦❛❞ s❝❡♥❡s✳

✹✺



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❢t♠❛① ✈❛❧✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ s❤♦✇s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❛r❡ ❤❛r❞❧② r❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡✱ ❛s t❤❡ ❜❛rr✐❝❛❞❡s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s ❛r❡ ❤❛r❞❧②

✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋♦✉r ❢✉rt❤❡r ♣✐❝t✉r❡s s❤♦✇

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✱ ❜✉t ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥✉s✉❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ❧❛st ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s ❛ ✜r❡ ❞❡✲

♣❛rt♠❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s

✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❇♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡s ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ s♦❢t♠❛① ✈❛❧✉❡ ♥❡❛r 0.5✳

✹✻



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❇♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡s ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ s♦❢t♠❛① ✈❛❧✉❡ ♥❡❛r 0.5✳

❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✻ ❛♥❞ ✹✳✶✼ ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❥✉st ❜❡❡♥

❝❧❛ss✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ♦r ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠✐❧✐❛r

r❡❛s♦♥s ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✹✳✶✻ s❤♦✇s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱

❜✉t ♥♦ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦♥ t❤❡ r♦❛❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s

❝❧❛ss✐✜❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❜✉t ♥♦t ✈❡r② ❝❧❡❛r❧②✳ ❚❤❡ t✇♦ ✜rst ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✹✳✶✼ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❧❛ss✐✜❡❞

❝♦rr❡❝t❧② ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r s♦❢t♠❛① ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts r❡❞✲

✇❤✐t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧❡ ♣❛t❤ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ r❡❞✲✇❤✐t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❧❡✈❡❧ ❝r♦ss✐♥❣ s✐❣♥✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r ❝❧❛ss✐✜❛❜❧❡ ✉s✐♥❣

❧❛r❣❡r tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ▲❛②❡r✲✶ ❋✐❧t❡rs ✭✽✸t❤ ❡♣♦❝❤✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ▲❛②❡r✲✶ ✜❧t❡r ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ ❛ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞

s✐③❡ ♦❢ ✺①✺✳ ❆♥② ✜❧t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❧♦r ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ ♥♦ ❞❡❛❞ ✜❧t❡rs

❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✇♦r❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❜✉t

❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ st✐❧❧ ❛ s❧✐❣❤t ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ❛♥❞ r❡✈❡❛❧ s❡✈❡r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡s t❤❛t ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞

t♦ ❜❡ s♦❧✈❛❜❧❡ ❜② ❛ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞✐✈❡rs❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳

✹✼



✺ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

✺✳✶ ❇♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❈♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❛s❦s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❈◆◆ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❆s t❤❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✹✳✶ s♣❡❝✐✜❡❞✱

t❤✐s ✇❛s t❤❡ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❛s❦s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭✺✳✶✮✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♥❡①t ❧♦❣✐❝❛❧ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❛s❦ ❜❡❢♦r❡ ✜♥❛❧❧②

s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♦♥❧② ❛

s✐♥❣❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❜♦t❤ t❛s❦s ❛t ♦♥❝❡✳ ❋♦r t❤✐s✱ t❤❡ t❛s❦ ♦❢

❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐ts ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s✉❜✲t❛s❦✮ ✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳

✺✳✷ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❚❛s❦

❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✧✇❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉✲

❧❛r ♦❜❥❡❝t ❝❧❛ss ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭✐❢ ❛♥②✮❄✧ ❬❊●❲+✶✵✱ ♣✳✶❪✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❝♦♥s✐sts

♦❢ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s✱ ❜❛rr✐❝❛❞❡s✱ tr❛✣❝ ❝♦♥❡s✱ ❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦❡rs✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐❣♥s✱ ❧✐❣❤ts✱ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡s✱ r✉❜❜❧❡✱

✹✽



✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤

✭❝✮ P✐t❢❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❘❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❢r❡s❤ ❛s♣❤❛❧t ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦♥❡s✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡

✐♥❞❡① ♦❢ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝t ❝❧❛ss❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡

❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡✳ ❲❤✐❧❡ ✺✳✷ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✱ ✺✳✷ ✭❜✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①

❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳

❆s ❛r❣✉❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛✉✲

t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❛ss✐♥❣ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❛r❡ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

s✐t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞✳ ■❢ t❤❡ ✇❛② ❞❡s❝r✐❜❡❞

❛❜♦✈❡ ✐s ✉s❡❞✱ ❛❧❧ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t②♣❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡

♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❜② ❧❛✇✱ ♦♥❡

❝❛♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ st❡♣ ❝♦✉❧❞ s♦❧✈❡ t❤✐s t❛s❦✳ ■t ❝♦✉❧❞ ✐♥❢❡r t❤❡

t✇♦ t②♣❡s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤

✹✾



✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦✉t♣✉ts ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬❊●❲+✶✵❪

✭❜✮ ❊①❛♠♣❧❡ ✐♥♣✉ts ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ❢♦r s❡♠❛♥t✐❝
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❄❪

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❆♥②✇❛②✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ r❡❛❧✐t②✳ ❆s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t

♦♥❧② ♣❡r❢❡❝t❧② s❡❝✉r❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s t❤❛t r❡s♣❡❝t ❛❧❧ ❧❡❣❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤

❤❛s ✐ts ♣✐t❢❛❧❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✭❝✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❛s♣❡❝t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s ♠❛r❦✐♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧

♣❛♥❡❧s✳ ❚❤❡ ❣❡r♠❛♥ r♦❛❞ tr❛✣❝ ❧❛✇ ❛♥❞ ✐ts r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✶ st✐♣✉❧❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧

str✐♣❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s ❤❛✈❡ t♦ ❢❛❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝✉r❡❞ ❛r❡❛ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ tr❛✣❝✳ ❚❤❡ ✧❲r♦♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✧ ❧❛❜❡❧❡❞ ♣❛♥❡❧s ❞♦ ♥♦t ❢✉❧✜❧❧ t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t✇♦ ♣❛♥❡❧s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✧❲r♦♥❣ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✧ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ t♦♦ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ ❛r❡

♥♦t r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦❡❞ t✉r♥ ❧❛♥❡✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ✭❝✮

♦♥❧② s❤♦✇s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ r❡❛❧ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

❋♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❤❛s ❝❤♦s❡♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤

❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❜✉t ❢♦❝✉s❡s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ ❛s ❛ ✸✲❝❧❛ss s❡♠❛♥t✐❝

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ✧❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✧✱ ✧♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞✧ ❛♥❞ ❛

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝❧❛ss ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✐s t♦ ❧❡❛✈❡ ✐t t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② ✈✐s✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳

✺✵



✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ✭❜❧✉❡✿ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱
r❡❞✿ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✮

✭❜✮ ❊①❛♠♣❧❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ✭❜❧✉❡✿ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱
r❡❞✿ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✱ ❣r❡❡♥✿ ♣❛ss❛❜❧❡
r♦❛❞✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦

✺✳✷✳✶ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❛s❦s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡✲

♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ✺✳✸ ✭❛✮ s❤♦✇s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤

❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② ❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①✱ ✺✳✸ ✭❜✮ ✐❧❧✉str❛t❡s

❡①❛♠♣❧❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛s ♥♦t ❝♦❛rs❡

r❡❣✐♦♥s✱ ❜✉t ❡✈❡♥ s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♥❣❧❡

♦❜❥❡❝t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ✺✳✸ ✭❜✮ ❞❡t❡❝ts

❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❛r❡❛s ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛✐r ♦♥ ✐t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t ❛❝t✉❛❧❧② r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ❤♦✇ ♠❛♥②

✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❝❤❛✐r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❛r❡❛ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛✐r✳

❚❤✐s ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥

✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❛r❡❛s ❛r❡ ❢❛r ♠♦r❡

✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ✐❞❡❛ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t✇♦ ✐♠❛❣❡s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✺✳✷ ✭❛✮✳ ✺✳✹ ✭❛✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛ t✇♦✲❝❧❛ss

❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

❛r❡❛s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✳ ✺✳✹ ✭❜✮ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛♥♥♦t❛t❡s

t❤❡ ✧♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞✧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✳ ❙♦♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱

❧✐❦❡ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ♠❛r❦✐♥❣s ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝♦❧♦r❡❞ ❛r❡❛ t♦ ♣r✐♦r✐t✐③❡ t❤❡ ♣❛ss❛❜❧❡

r♦❛❞ ❛r❡❛ ❛s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t②♣❡✳

✶✸✳✶✳✷ ✭✷✮✱ ❘❙❆ ✲ ❘✐❝❤t❧✐♥✐❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙✐❝❤❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❆r❜❡✐tsst❡❧❧❡♥ ❛♥ ❙tr❛ÿ❡♥✱ ❋❡❜r✉❛r②✱ ✶✾✾✺ ❡❞✐t✐♦♥

✺✶



✺✳✷✳✷ ❉❛t❛ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦✈❡r✈✐❡✇

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ st❡♣s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✱ t❤✐s

s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

t❛s❦✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❧❛❜❡❧s ✧❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✧ ♦r ✧♥♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✧✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡♠❛♥✲

t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❧❛❜❡❧s r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❧❛ss❡s ✧❝♦♥str✉❝t✐♦♥

s✐t❡✧✱ ✧♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞✧ ❛♥❞ ✧❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✧✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠❛♥✉❛❧❧② ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✐♠✲

❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✶✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♦♣❡♥

s♦✉r❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ P②▲❛❜❡❧▼❡ ❬P✐t✶✶❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧② ✐t ✐s ❛ s♠❛❧❧ P②t❤♦♥

♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❧♦❛❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❛♥♥♦t❛t❡ ✐t ❜② ❝r❡❛t✐♥❣✱ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧✐♥❣

♣♦❧②❣♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ st♦r❡ ❛❧❧ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❛tt❡❞ ✐♥ ❏❙❖◆

♦♥ ❞✐s❦✳ ❆s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❏❙❖◆ ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ❏P❊● ❢♦r♠❛tt❡❞ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ P②t❤♦♥ ■♠❛❣✐♥❣ ▲✐❜r❛r②

✭P■▲✮ ❬❆❇✵✾❪✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ❛❧❧ ❧❛❜❡❧❡❞ ♣♦❧②❣♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❏❙❖◆ ♦✉t♣✉t ❤❛✈❡

❜❡❡♥ r❡❛❞ ✐♥ ❛♥❞ ❞r❛✇♥ ♦♥t♦ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝❛♥✈❛s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r r❡❞✱ ❣r❡❡♥

❛♥❞ ❜❧✉❡✳ P♦❧②❣♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✧❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ r❡❞✱ ♣♦❧②❣♦♥s

❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✧♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞✧ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✧❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✧ ✐♥ ❜❧✉❡✳

❚❤✐s t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❏P❊● ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ♦♥❡

❝❤❛♥♥❡❧ ✭❣r❛②s❝❛❧❡✮ ❏P❊● ✐♠❛❣❡✱ ❛s t❤✐s ❢♦r♠❛t ✐s ❜♦t❤ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤

❞❛t❛ ✭♣✐①❡❧✇✐s❡ ❧❛❜❡❧ s✐♠♣❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ✈❛❧✉❡✮✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛❝ts

❛s ❛ ✈✐s✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❛t❛✳

❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❇❡s✐❞❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤✐s ♦♥❧② ❝♦♥❝❡r♥s ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳

✺✷



❆❧❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ❜❧✉❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① ❛t tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ s✉♠s ✉♣ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ♦♥❧② ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❛♥❞ ♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞

❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆❧❧ ♦♠✐tt❡❞ ❛r❡❛s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

✶✳ ❆❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ✭❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✜♥❡✮ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡

❝♦✈❡r❡❞ ❜② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ♣♦②❧❣♦♥s✳ ■❢ t❤♦s❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝✉t ♦✉t

♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ♥♦ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

s✐t❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✈✐s✉❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ t♦r♥ str❡❡ts✱ ❢r❡s❤ ❛s♣❤❛❧t ❛♥❞ r✉❜❜❧❡

❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

✷✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡s❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ s♣❡❝✐✜❝

✈✐s✉❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ t✐♠❡ ❡①♣❡♥❞✐✲

t✉r❡ ♦❢ ♠❛♥✉❛❧❧② ❛♥♥♦t❛t✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦ts ♦❢

✜♥❡❧② str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦❜❥❡❝ts t❤❡s❡ ❝♦♥❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❛rs❡❧② ❛♥♥♦✲

t❛t❡❞✱ ✐❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❛r❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❞♦❡s

♥♦t ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt✳

✸✳ ❚❤❡ ✧♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞✧ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛r❡❛s ❤❛✈❡ t♦ ❝♦✈❡r t❤♦s❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ r♦❛❞

t❤❛t ❛r❡ st✐❧❧ ♣❛ss❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ✧♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞✧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛r❡❛s t❤❛t ❤❛✈❡

♥♦t ❜❡❡♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

s✐t❡✳

✹✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛rs❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢

✈✐❡✇ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✐♠❛❣❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

r❡❛❧ ✈✐s✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡

♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❛♥❡s ♦r r♦❛❞s ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst

♣❡rs✐♦♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ✈✐rt✉❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞✳

❆♥♥♦t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❞❛t❛ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ r❡s✉❧t❡❞

✐♥ ❛ ♥❡✇ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✸✶✶ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐③❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤

❞❛t❛✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❛s❦ ♦❢ ♠❛♥✉❛❧ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✭✷✵ t♦ ✸✵ ♠✐♥✉t❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡

♣❡r ♣✐❝t✉r❡✮✱ ♦♥❧② ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻

✺✸



❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❙❛♠♣❧❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s

s❤♦✇s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤

❛♥❞ ❛ ♠❡r❣❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✹✳✹ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✉s❡❞

t♦ r❡s✐③❡ ❛♥❞ ❝r♦♣ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ✐♥❝❧✉❞❡s ✻✼✽ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❛t❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✶✻✵✵ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✈❡r❛❧❧ s❡t t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

✈❛❧✉❡✳

✺✹



✺✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❆❢t❡r ❛♥♥♦t❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❛t❛✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ str✉❝t✉r❛❧

❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ✧❉❡❡♣ ▲❡❛r♥✐♥❣ P✐♣❡❧✐♥❡✧ ❛♥❞ ♣❛rts t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤♦s❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✱ ✇❤✐❝❤ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦✳ ❚❤❡ ❝❧❛s✲

s✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t s❡❝t✐♦♥ ✭✸✲✹✮ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✺✮ ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❧♦ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♥♦✇ ❛❧s♦ ❤❛s t♦ s✉♣♣♦rt t❤r❡❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✺✳✸✳✶ ❋r♦♠ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ t♦ ❢✉❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ✭✸✲✹✮

❚♦ s✉♣♣♦rt ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♥❡t✇♦r❦ ✹✳✾ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭❋❈◆✮✳ ❘❡❢❡r✲

r✐♥❣ t♦ ✷✳✸✱ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❈◆◆ ✐♥ t❤❡

✇❛② t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ■♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❈◆◆

✺✺



t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs✳ ■♥ ❛ ❋❈◆ ✐t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

✉s✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs ❛s ✇❡❧❧✳ ◆❡✉r♦♥s t❤❛t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ✐♥ ❛ ❈◆◆✱ ❛r❡ ♥♦✇ ♦♥❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ s✉❜s❡t ♦❢ t❤✐s

♦✉t♣✉t ✐♥ ❛ ❋❈◆✱ ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❙❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❜✐❧✐♥✲
❡❛r ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ❬❙▲❉✶✻❪

❆s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✹✳✾ ❣❡ts ❞♦✇♥s❛♠♣❧❡❞ t♦ ❛

❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs

✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛s t❤❡

✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s t♦

❜❡ ✉♣s❛♠♣❧❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ❛s ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ❞❡♠♦♥str❛t❡s✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✹✳✾✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r

✇✐t❤ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣ s✐③❡ ♦❢ ✽①✽ ♣✐①❡❧s ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♣s❛♠♣❧❡❞ t♦ ✶✷✽①✶✷✽ ♣✐①❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

✺✻



❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞

✜♥❛❧❧② ✉♣s❛♠♣❧❡❞ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s✳ ❆s ✐t ✐♠♣❧✐❡s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t ✐s

❧✐♠✐t❡❞✳ ❇✉t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② s✉✣❝✐❡♥t✳

❙❡✈❡r❛❧ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts ❝❛♥ ❜❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡

t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣ s✐③❡s ✭❬❙▲❉✶✻❪✮ ✱

♦r t♦ ♠✐rr♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦

✭❬◆❍❍✶✺❪✮✳ ❋♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛

❜✐❧✐♥❡❛r ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣✳

❚❤❡ ❧❛st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

s♦❢t♠❛① ❝❤❛♥♥❡❧s ❢r♦♠ t✇♦ t♦ t❤r❡❡ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝❧❛ss❡s ✧❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✧✱ ✧♣❛ss❛❜❧❡

r♦❛❞✧ ❛♥❞ ✧❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✧✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡✇

❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ t♦ t❤r❡❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✳

✺✳✸✳✷ ▲♦ss ✭✺✮

❇❡s✐❞❡s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✱ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦ss t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❡rr♦rs ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣

t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐♠❛❣❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧❛ss❡s✱ ❧♦ss

❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞✳

❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

✹✳✸✳✶✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ s✐♥❣❧❡ s♦❢t♠❛① ♦✉t♣✉ts

t♦ ❛ t✇♦✲❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ✭✧✵✧ ♦r ✧✶✧✮✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦ss ♣❡r

♣✐①❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ t❤r❡❡✲❝❧❛ss ❧❛❜❡❧✳

❯♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❚❤❡ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ✹✳✸✳✶ ❛r❡

❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ep = −
nclass=3∑

i=0

li log(xi)[❙❛❞✶✻] ✭✺✳✶✮

E = (
1

128 · 128
)
128·128∑

p=0

ep ✭✺✳✷✮

ep ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧♦ss E ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♠❡❛♥

♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦✉t♣✉t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐♠❛❣❡✳ xi ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♦❢t♠❛① ♦✉t♣✉t ❢♦r ❝❧❛ss i ❢♦r ♣✐①❡❧

✺✼



p ❛♥❞ li ∈ {0, 1} r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❧❛❜❡❧ ❢♦r ♣✐①❡❧ p✳ ❆s ♦♥❧② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s

✇✐t❤ ❛ s✐③❡ ♦❢ ✶✷✽①✶✷✽ ♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s

❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s❡t t♦ 128 · 128✳

❆s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢❛❝t♦r t❤❛t ✇❡✐❣❤ts t❤❡ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❝❧❛ss li✱ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤✐s ❧♦ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣②✳

●❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

❛❧❧ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❛❧❧ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣✐①✲

❡❧s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣♦♥t❡♥t✐❛❧❧② ❣❛✐♥s ✧♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✧ ❜②

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ♦r ♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞ ♣✐①❡❧s✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t t❤✐s✱ ❛ ❢✉rt❤❡r

✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤ts

♣❡r ❝❧❛ss ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛❧❧ ♣❡r ❝❧❛ss ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞

s❡tt✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s cscount = 3235966 ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✱ prcount = 1849996 ♣❛ss❛❜❧❡

r♦❛❞✱ ❛♥❞ bgcount = 32269558 ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s ✐♥ t♦t❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts✿

wcs =
bgcount
cscount

= 9.972156073333279 ✭✺✳✸✮

wpr =
bgcount
prcount

= 17.443042039009814 ✭✺✳✹✮

wbg =
bgcount
bgcount

= 1 ✭✺✳✺✮

❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✇❡✐❣❤t t❤❡ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❝❧❛ss i✿

ep = −
nclass=3∑

i=0

wili log(xi)[❙❛❞✶✻] ✭✺✳✻✮

❆s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❡✐❣❤ts r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣✐①❡❧ st❛t✐st✐❝s t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

●❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣②✳

❇❛t❝❤ ❧♦❝❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r t❡st✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞

❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②

❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❞♦❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣✐①❡❧ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞

❤❡♥❝❡ ❛❧s♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♠❛❣❡ ❜❛t❝❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳

✺✽



✺✳✸✳✸ ❋✐♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❉❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❆s ✐t s❤♦✇s✱ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❢♦✉♥❞

str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛ ✜♥❛❧ ✇♦r❦✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs ❤❛✈❡ r❡♠❛✐♥❡❞ t❤❡

s❛♠❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r ✇✐t❤ n ♥❡✉r♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧

❧❛②❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ n ♦✉t♣✉t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✺①✺ t♦ ✸①✸✳ ❚❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❢✉❧❧②

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r ❤❛s ❡✈❡♥ ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✶①✶✳ ✲ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ ✐s

❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧♦❝❛❧✐t② s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❝♦r❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✬s ♦✉t♣✉t ❤❛s ❜❡❡♥ s❝❛❧❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝t♦r t♦ ❛✈♦✐❞ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t

✉♥❞❡r✢♦✇s t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧❧② ♦❝❝✉rr❡❞ ❞✉❡ t♦ s♠❛❧❧ ✇❡✐❣❤t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✻✳✹ ❛♥❞ ✻✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✻✳

✺✾



✺✳✹ ❘❡s✉❧ts

✺✳✹✳✶ ❆❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝s

❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝s ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬❙▲❉✶✻❪✳ ❋♦✉r t②♣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡tr✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✳ nij ❞❡♥♦t❡s

✧t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❝❧❛ss i ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❝❧❛ss j✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ncl ❞✐✛❡r❡♥t

❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞✧❬❙▲❉✶✻❪ ti =
∑

j nij ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❝❧❛ss i✳

P✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②

∑

i

nii/
∑

i

ti ✭✺✳✼✮

❚❤❡ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❝♦r✲

r❡❝t❧②✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ st❛t❡♠❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s✳ ■❢ ❛❧❧ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡

❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✽✵ ♣❡r❝❡♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧✇❛②s ♣r❡❞✐❝ts ❛ r❡s✉❧t

✇✐t❤ ♦♥❧② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✽✵ ♣❡r❝❡♥t✳ ❚❤✉s t❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s

♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ✉s❡✳

▼❡❛♥ ❛❝❝✉r❛❝②

(1/ncl)
∑

i

nii/ti ✭✺✳✽✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡❛s✉r❡s ❛ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♣❡r ❝❧❛ss ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳

❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ t❤❛♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥✳

▼❡❛♥ ■❯ ✭■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❯♥✐♦♥✮

(1/ncl)
∑

i

nii/(ti +
∑

j

nji− nii

︸ ︷︷ ︸

❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s

) ✭✺✳✾✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ♠❛❦❡s ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝

♦✉t♣✉t✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐t ❛❧s♦ t❛❦❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✧■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❯♥✐♦♥✧ ✭■❯✮ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❝❧❛ss i ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❝❧❛ss i ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥✐♦♥✳

✻✵



❋r❡q✉❡♥❝② ✇❡✐❣❤t❡❞ ■❯

(
∑

k

tk)
−1

∑

i

tinii/(ti +
∑

j

nji− nii) ✭✺✳✶✵✮

❚❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ■❯✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❧❛ss s♣❡❝✐✜❝ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦t

✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥✱ ❜✉t ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢

t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss❡s✳

✺✳✹✳✷ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥

❋♦r t❡st✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❜❛s❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✺✳✸✳✷✱

s✐♠♣❧② t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ✭✺✳✹✳✶✮ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦ss

❢✉♥❝t✐♦♥✿

(1/ncl)
∑

i

ti +
∑

j nji − nii

nii

✭✺✳✶✶✮

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛ ♣✐❝t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♦❢t♠❛①

✈❛❧✉❡ 0.69 ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧❡❛r❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✧❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✧ ❝❧❛ss ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡❞ ❛s s✉❝❤

❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝✳

❚❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝❧❡❛r ✧✐♥t❡❣❡r ❝❧❛ss

❛ss✐❣♥♠❡♥ts✧✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t r❡♣❧❛❝❡s ❛ ❝♦✉♥t❡❞ ♣✐①❡❧ ✐♥ nii ♦r nji ✇✐t❤ ✐ts ❝♦♥❝r❡t❡ s♦❢t♠❛①

♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡ ∈ (0, 1)✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛♥♦t❤❡r ♣✐①❡❧ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s i ✇✐t❤

❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.75✱ nii ✐s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✶✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② 0.75✳ ❲✐t❤♦✉t

t❤✐s r❡✜♥❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤✐s ❧♦ss ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ♠✉❝❤

s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳

✺✳✹✳✸ ❆❝❝✉r❛❝② r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛rts ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

✺✳✹✳✶✳

❚❤❡ ✜rst ❝❤❛rt ✭✺✳✶✶✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♣♦❝❤✳ ❚❤❡ ✜rst ❛s♣❡❝t r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② t❤✐s ❝❤❛rt ✐s t❤❡ ❝❧❡❛r ✉♥❞❡r♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❧❧ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❜❛s❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡❛❝❤ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛s♣❡❝t r❡✈❡❛❧❡❞ ✐s t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ ❜❛t❝❤ ❧♦❝❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇♦t❤

✻✶



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ P✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ tr❛✐♥✐♥❣

❣r❛♣❤s ❛r❡ ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②

❤✐❣❤ ❛♥❞ ✜①❡❞ ✇❡✐❣❤ts ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧②

t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❡r ❜❛t❝❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❡✐❣❤t ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛s♣❡❝t ✐s ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ r❛♣✐❞❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❧♦ss✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✐♥❝❡

t❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ✇✐t❤ ❛♥② ♣r✐♦r✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡

♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤✉s ✜rst ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣✐①❡❧ ❛❝❝❝✉r❛❝② ❜② s✐♠♣❧② ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❧♦ts ♦❢

♣✐①❡❧s ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛rt s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✭✺✳✶✷✮✱ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠

t❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss❡s s❤♦✇ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧

❝♦✉rs❡✳ ❚❤❡② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❜♦t❤ t❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ■❯

❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡s s❧♦✇❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡

✐t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s ❛s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss

❤♦✇❡✈❡r s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❞✉❡ t♦ ✐ts ❝❧❛ss r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❞ ♥♦t ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ♣✐①❡❧s✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛rt ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ❛❝❝✉r❛❝② ✭✺✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r✲

❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t t♦ s❡❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞✱ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ ❣♦♦❞ ♠❡❛♥ ■❯ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡ ✐s ❛ ❝❧❛ss

r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss s❤♦✇s ❛❣❛✐♥ ❛ ❝❧❡❛r ✉♥❞❡r♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✻✷



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ▼❡❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ tr❛✐♥✐♥❣

❆❧❧ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❜❛s❡❞ ❧♦ss❡s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡❛❝❤ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❚❤❡ ❧❛st ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝ ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❡✐❣❤t❡❞ ■❯ ✭✺✳✶✹✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠✲

♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❡❞

❝❧❛ss❡s ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s✮✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞

❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❣r❛♣❤ ❛❣❛✐♥ r❛♣✐❞❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝s r❡s✉❧ts ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✿

✶✳ ❚❤❡ ❜❛t❝❤ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❜❡❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②

✷✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss ✐s ❝❧❡❛r❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

✸✳ ❚❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss s✉♣r✐s✐♥❣❧② s❤♦✇s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉✲

r❛❝②✳

✺✳✹✳✹ ❱✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✺✱ ✺✳✶✻✱ ✺✳✶✼✮ s❤♦✇❝❛s❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦✉t♣✉t ♦❢

t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦ss

❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞✳

✻✸



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ▼❡❛♥ ■❯ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ tr❛✐♥✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ♦✈❡r t✐♠❡

❆t ✜rst✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♥❡t✇♦r❦

♦✉t♣✉t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦✉t♣✉t

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❡♣♦❝❤✱ t❤❡ ✜rst r♦✇ s❤♦✇s ❛ ❜❧❡♥❞❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♦✉t♣✉t

❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❜♦t❤ r♦✇s s❤♦✇ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡

❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❛t❛✳ ❘❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ s♦❢t♠❛① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✽①✽ ♣✐①❡❧s✱ ✺✳✾ ❛♥❞ t❤✉s

♦♥❧② ✽①✽ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❝♦r❡s ✉♣s❛♠♣❧❡❞ ✶✻✲❢♦❧❞ t♦ ✶✷✽①✶✷✽ ♣✐①❡❧s t❤❡ ✜♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝

♦✉t♣✉t ♦❢ ❡♣♦❝❤ ✶✺✵ ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛♥✉❛❧❧② ❛♥♥♦t❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤

✻✹



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❋r❡q✉❡♥❝② ✇❡✐❣❤t❡❞ ■❯ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ tr❛✐♥✐♥❣

✐♠❛❣❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s❡❧❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ✭✐♠❛❣❡s

✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♠♣❛r❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥♣✉t

✐♠❛❣❡s ✭✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮✳

✻✺



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐♠❛❣❡s

✻✻



❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✜rst ♦❢ ❛❧❧

t❤❡ ❧❛st r♦✇ ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦✉t♣✉t

✐s ❧❡ss ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s ❝❧❡❛r❧② ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ ♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ♣✐①❡❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ ❤❛r❞❧② s❤♦✇s

♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r♦✉♥❞✱ r❡❞✲✇❤✐t❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ s✐❣♥ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞

✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s ♦♥❧② ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦❢ r♦✉❣❤❧② t❤❡ ❤❛❧❢

♦❢ t❤❡ ♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞ ❛r❡❛✳ ❋✉rt❤❡r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❛♥❡❧s ❛r❡

♥♦t ❡✈❡♥ ♥♦t✐❝❡❞ ♦♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛ss❛❜❧❡

r♦❛❞ ❛r❡❛✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❜r♦❦❡♥ ❜② ♣✐①❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ t❤❛t ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❧❛st ✐♠❛❣❡

✐s ❡✈❡♥ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❛❧❧✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❢♦✉rt❤ r♦✇ s❤♦✇s✱ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ ♦❢ ✐ts ✐♠♣r♦✈❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♠❡tr✐❝s✱

t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss ✐s ❡✈❡♥ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡

✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② s♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜❛t❝❤ ❧♦❝❛❧ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❛r❡ q✉✐t❡

s✐♠✐❧❛r ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤ ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts ✭✽①✽ ♣✐①❡❧s✮ ♦❢ t❤❡

♥❡t✇♦r❦✱ ❜♦t❤ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❜❛t❝❤ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡t❡❝t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡

❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❤❛r❞❧② r❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣ ✭❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ♦♥❧② ✶✷✽①✶✷✽ ♣✐①❡❧s✮✱ ❤❛s ♣r❡❝✐s❡❧② ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡

♦♥❧② ❤❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞✳ ❚❤✐s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥

❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛rr♦✇ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t

t✉r♥✐♥❣ ❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❛♥❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

t❤✉s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡t ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣

✐s st✐❧❧ ✈❡r② s♣❛rs❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜r♦❛❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡s❡

t②♣❡s ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳

❚♦ s✉♠ ✉♣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✜rst s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❜❛t❝❤

❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ ♦✈❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❛♥❞

♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♦✉t♣✉t ❡✈❡♥ ♠♦r❡

❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✻✼



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❢♦r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡s

✻✽



❚❤❡ ♥❡①t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉ts ✭✺✳✶✻✮ s❤♦✇s s❡♠❛♥t✐❝ ♦✉t♣✉ts ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✳

❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛♥② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❜❧✉❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥②

♦t❤❡r ❝♦❧♦rs✳

❚❤❡ ✜rst ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❛s♣❡❝t ✐s t❤❡ ❢♦✉rt❤ r♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❞❡t❡❝ts ❛r❡❛s ♦❢ ❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❛♥❞ ♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②

r❡✢❡❝ts t❤❡ ❧♦✇ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✺✳✹✳✸✳ ❚❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞

❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛s ✐t ❤❛s ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ t❤❡

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❜❛t❝❤ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s st✐❧❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ❝❧❛ss✐❢② r❡❞✲✇❤✐t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

♦❢ ❝②❝❧❡ ♣❛t❤s ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ❜❛t❝❤ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐✜❡s ♣❛ss❛❜❧❡

r♦❛❞ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✇❤✐t❡✲r❡❞ ❜♦❧❧❛r❞s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦

❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳ ■t ✐s ♠✐s❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✳ ❚❤✐s ✐s

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❧❛st

❝♦❧✉♠♥✳ ■t s❤♦✇s ❛ r♦❛❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇✐♥t❡r s❡❛s♦♥ ✇✐t❤ s♥♦✇ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❆s t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧♠♦st ♥♦ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥t❡r s❡❛s♦♥✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡✈❡♥t❛❜❧❡ ❜② ❛ ❜r♦❛❞❡r r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢

✐♠❛❣❡s✳

❙✉♠♠❛r② ♦❢ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❢♦✉r ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✿

✶✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜❛t❝❤ ❧♦❝❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤❧② ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳

✷✳ ❚❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s♣✐t❡ ♦❢ ✐ts ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②

♠❡tr✐❝s✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✺✳✹✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐ts ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s✳

✸✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❧❡❛r❧② ✉♥❞❡r♣❡r❢♦r♠s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝r♦ss✲

❡♥tr♦♣② ❜❛s❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✹✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ❧❡ss t❤❛♥ t❤♦✉s❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ✐s ♥♦t

s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❜r♦❛❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❛❞❡q✉❛t❡❧②✳

▲♦ss❡s ❛♥❞ ✜❧t❡rs ❉❡t❛✐❧❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛rts ✭✻✳✾✮ ❛♥❞ ❧❡❛r♥❡❞ ✜rst ❧❛②❡r ✜❧t❡rs

✭✻✳✶✵✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✻✾



✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚♦ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❡♥❛❜❧❡ s❡❧❢✲❞r✐✈✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s t♦ ❞❡❛❧

✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♦t✐❝ r❡❛❧✐t②✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❣✐✈❡s ❢✉rt❤❡r r❡❛s♦♥ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛s

❛♥ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ ❢✉t✉r❡ s❡❧❢✲❞r✐✈✐♥❣ s②st❡♠s✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣♦rt s❡❧❢✲❞r✐✈✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s

t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛

❜❡❤✐♥❞ ✉s✐♥❣ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ r❡❧❛t❡❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss

✐♥❤❡r❡♥t t♦ r♦❛❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡✈❡r②❞❛② r♦❛❞ s❝❡♥❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❞❡❡♣

❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥t✳

❆s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡s ♦r ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❝❤✐✲

t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✉♣ ✐♥t♦ ❛

t✇♦ st❡♣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣ ❛ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ tr❛✐♥✐♥❣

❞❛t❛ s❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞ t♦ ✜rst s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❛ s✉❜✲t❛s❦ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛❜❡❧❡❞

✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✧❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✧ ❛♥❞ ✧♥♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✧✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡

r❡s✉❧ts ✭✹✳✹✮✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✜♥❛❧❧② r❡❛❝❤❡❞ ❛ ♣❡❛❦ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢

✵✳✾✶✷✺ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛rr❛♥❣❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥✲

✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦rts ❛

♣✐①❡❧ ❧❡✈❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣✐①❡❧

❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✧❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡✧✱ ✧♣❛ss❛❜❧❡ r♦❛❞✧ ❛♥❞ ✧❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✧✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✜♥❛❧

❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦ ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣♦rt✐♥❣

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝❧❛ss ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ tr❛✐♥ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ♦♥ ❛ ♣✐①❡❧ ❧❡✈❡❧✱ ❛❧❧

tr❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❤❛❞ t♦ ❜❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❛♥♥♦t❛t❡❞ t♦ ♣r♦✲

❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❛t❛ ❢♦r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r②

t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ t♦♦❦ ✷✵ t♦ ✸✵ ♠✐♥✉t❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r t❤❡ ✜♥❛❧ tr❛✐♥✲

✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦ss

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ❛❝❝✉r❛❝② r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s ❞❡s✐❣♥ ❛s✲

♣❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ s✐♥❝❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡

t❤r❡❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❧❛ss❡s ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t♦t❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❡✛❡❝t ❝❛✉s❡s
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❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✭✺✳✹✮✱ t❤❡

❜❡st ❛❝❝✉r❛❝② ❤❛s ✜♥❛❧❧② ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t

✇❡✐❣❤ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧

❝❧❛ss t❤❛t ♦✇♥s t❤❡ ♠♦st ♣✐①❡❧s ✭t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮✳

❚❤❡ ❞❡❡♣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❤❛s ❡✈♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ✜♥❛❧❧②

s❤♦✇♥ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t

❞❛t❛s❡t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t s❤♦✇s ❛ ❢❛st ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❣♦♦❞ ❝r♦ss✲♣❧❛t❢♦r♠ ❝❛♣❛✲

❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❚❡♥s♦r❋❧♦✇❬❆❆❇+✶✻❪ ❛♥❞ t❤✉s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✜ts t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢✉t✉r❡ s❡❧❢✲❞r✐✈✐♥❣ s②st❡♠s✳
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✻✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❜❛t❝❤ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✻✳✹ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❜❛t❝❤ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✻✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✻✳✻ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✻✳✼ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✻✳✽ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✻✳✾ ▲♦ss ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ tr❛✐♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✻✳✶✵ ▲❛②❡r✲✶ ✜❧t❡rs ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ tr❛✐♥✐♥❣ ✭✶✺✵t❤ ❡♣♦❝❤✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✼✾



✽✵



❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

✽✶



Pr♦♣❡rt② ❱❛❧✉❡ ✴ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s • ▲❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✿ 0.1

• ❲❡✐❣❤ts✿ N (µ = 0, σ2 = 0.05)

• ❇✐❛s❡s✿ ✵

■♥♣✉t ✭✵✮ • ■♥♣✉t s✐③❡✿ ✶✷✽①✶✷✽

• ▼✐♥✐✲❜❛t❝❤ s✐③❡✿ ✺✵

Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣
✭✶✮

✶✳ ❘❛♥❞♦♠ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❋❧✐♣

✷✳ ❘❛♥❞♦♠ ❇r✐❣❤t♥❡ss

✸✳ ❘❛♥❞♦♠ ❈♦♥tr❛st

✹✳ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✉♥✐t ✈❛r✐❛♥❝❡✮

❖✉t♣✉t ✭✹✮ ❙♦❢t♠❛①

▲♦ss ✭✺✮ • ❝r♦ss ❡♥tr♦♣② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤

• ▲✷ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤✿ 0.01✮

❯♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✭✻✮ • ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ✇✐t❤ ❞❡❝❛② r❛t❡✭0.8✮
❛♥❞ ❞❡❝❛② st❡♣s ✭10✮

• ▼✐♥✐✲❜❛t❝❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✇✐t❤♦✉t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

✽✷



❧❛②❡r
✐♥❞❡①

❧❛②❡r
t②♣❡

♦✉t♣✉t
s✐③❡

r❡❝❡♣t✐✈❡
✜❡❧❞ s✐③❡

③❡r♦
♣❛❞❞✐♥❣ str✐❞❡ ★♣❛r❛♠s

★✵ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ ✶✷✽①✶✷✽①✸

★✶✳✶ ❈♦♥✈ ✶✷✽①✶✷✽①✶✻ ✺①✺ ❙❆▼❊ ✶ ✶✷✶✻
★✶✳✷ ❘❡▲❯ ✶✷✽①✶✷✽①✶✻ ✲ ✲ ✲ ✲
★✶✳✸ ▼❛①P♦♦❧ ✻✹①✻✹①✶✻ ✷①✷ ❙❆▼❊ ✷ ✲

★✷✳✶ ❈♦♥✈ ✻✹①✻✹①✸✷ ✺①✺ ❙❆▼❊ ✶ ✶✷✽✸✷
★✷✳✷ ❘❡▲❯ ✻✹①✻✹①✸✷ ✲ ✲ ✲ ✲
★✷✳✸ ▼❛①P♦♦❧ ✸✷①✸✷①✸✷ ✷①✷ ❙❆▼❊ ✷ ✲

★✸✳✶ ❈♦♥✈ ✸✷①✸✷①✺✵ ✺①✺ ❙❆▼❊ ✶ ✹✵✵✺✵
★✸✳✷ ❘❡▲❯ ✸✷①✸✷①✺✵ ✲ ✲ ✲ ✲
★✸✳✸ ▼❛①P♦♦❧ ✶✻①✶✻①✺✵ ✷①✷ ❙❆▼❊ ✷ ✲

★✹✳✶ ❈♦♥✈ ✶✻①✶✻①✻✹ ✺①✺ ❙❆▼❊ ✶ ✽✵✵✻✹
★✹✳✷ ❘❡▲❯ ✶✻①✶✻①✻✹ ✲ ✲ ✲ ✲
★✹✳✸ ▼❛①P♦♦❧ ✽①✽①✻✹ ✷①✷ ❙❆▼❊ ✷ ✲

★✺✳✶ ❈♦♥✈ ✽①✽①✻✹ ✺①✺ ❙❆▼❊ ✶ ✶✵✷✹✻✹
★✺✳✷ ❘❡▲❯ ✽①✽①✻✹ ✲ ✲ ✲ ✲
★✺✳✸ ▼❛①P♦♦❧ ✹①✹①✻✹ ✷①✷ ❙❆▼❊ ✷ ✲

★✻ ❋❈ ✶①✶①✺✶✷ ✲ ✲ ✲ ✺✷✹✽✵✵

★✼ ❉r♦♣♦✉t ✭✺✵✪✮ ✶①✶①✺✶✷ ✲ ✲ ✲ ✲

★✽ ❋❈ ✶①✶①✶✷✽ ✲ ✲ ✲ ✻✺✻✻✹

★✾ ❋❈ ✶①✶①✷ ✲ ✲ ✲ ✷✺✽

★✶✵ ❙♦❢t♠❛① ✶①✶①✷ ✲ ✲ ✲ ✲

★✶✶ ✷ s♦❢t♠❛①❡❞ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s ✭❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ s❝♦r❡✮

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧

✽✸



Pr♦♣❡rt② ❱❛❧✉❡ ✴ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s • ▲❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡✿ 0.01 ❢♦r ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❜❛s❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
0.00001 ❢♦r ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss

• ❲❡✐❣❤ts✿ N (µ = 0, σ2 = 0.01)

• ❇✐❛s❡s✿ ✵

■♥♣✉t ✭✵✮ • ■♥♣✉t s✐③❡✿ ✶✷✽①✶✷✽

• ▼✐♥✐✲❜❛t❝❤ s✐③❡✿ ✺✵

Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣
✭✶✮

✶✳ ❘❛♥❞♦♠ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❋❧✐♣

✷✳ ❘❛♥❞♦♠ ❈♦♥tr❛st

❖✉t♣✉t ✭✹✮ ❙♦❢t♠❛① ✭s✐③❡✿ ✽①✽①✸✮ ✉♣s❛♠♣❧❡❞ t♦ ✶✷✽①✶✷✽①✸

▲♦ss ✭✺✮ • P✐①❡❧✇✐s❡ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ✭✉♥✇❡✐❣❤t❡❞✱ ❣❧♦❜❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞✱ ❜❛t❝❤
❧♦❝❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞✮ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✺✳✹✳✷

• ▲✷ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤✿ 0.01✮

❯♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✭✻✮ • ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ✇✐t❤ ❞❡❝❛② r❛t❡✭0.8✮
❛♥❞ ❞❡❝❛② st❡♣s ✭10✮

• ▼✐♥✐✲❜❛t❝❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✇✐t❤♦✉t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❝❤✐✲
t❡❝t✉r❡

✽✹



❧❛②❡r
✐♥❞❡①

❧❛②❡r
t②♣❡

♦✉t♣✉t
s✐③❡

r❡❝❡♣t✐✈❡
✜❡❧❞ s✐③❡

③❡r♦
♣❛❞❞✐♥❣ str✐❞❡ ★♣❛r❛♠s

★✵ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ ✶✷✽①✶✷✽①✸

★✶✳✶ ❈♦♥✈ ✶✷✽①✶✷✽①✶✻ ✸①✸ ❙❆▼❊ ✶ ✹✹✽
★✶✳✷ ❘❡▲❯ ✶✷✽①✶✷✽①✶✻ ✲ ✲ ✲ ✲
★✶✳✸ ▼❛①P♦♦❧ ✻✹①✻✹①✶✻ ✷①✷ ❙❆▼❊ ✷ ✲
★✶✳✹ ❇❛t❝❤◆♦r♠ ✭s❝❛❧✐♥❣✮ ✻✹①✻✹①✶✻ ✲ ✲ ✲ ❢❛❝t♦r ❂ ✶✵✵

★✷✳✶ ❈♦♥✈ ✻✹①✻✹①✸✷ ✸①✸ ❙❆▼❊ ✶ ✹✻✹✵
★✷✳✷ ❘❡▲❯ ✻✹①✻✹①✸✷ ✲ ✲ ✲ ✲
★✷✳✸ ▼❛①P♦♦❧ ✸✷①✸✷①✸✷ ✷①✷ ❙❆▼❊ ✷ ✲
★✷✳✹ ❇❛t❝❤◆♦r♠ ✭s❝❛❧✐♥❣✮ ✸✷①✸✷①✸✷ ✲ ✲ ✲ ❢❛❝t♦r ❂ ✶✵

★✸✳✶ ❈♦♥✈ ✸✷①✸✷①✺✵ ✸①✸ ❙❆▼❊ ✶ ✶✹✹✺✵
★✸✳✷ ❘❡▲❯ ✸✷①✸✷①✺✵ ✲ ✲ ✲ ✲
★✸✳✸ ▼❛①P♦♦❧ ✶✻①✶✻①✺✵ ✷①✷ ❙❆▼❊ ✷ ✲
★✸✳✹ ❇❛t❝❤◆♦r♠ ✭s❝❛❧✐♥❣✮ ✶✻①✶✻①✺✵ ✲ ✲ ✲ ❢❛❝t♦r ❂ ✶✵

★✹✳✶ ❈♦♥✈ ✶✻①✶✻①✻✹ ✸①✸ ❙❆▼❊ ✶ ✷✽✽✻✹
★✹✳✷ ❘❡▲❯ ✶✻①✶✻①✻✹ ✲ ✲ ✲ ✲
★✹✳✸ ▼❛①P♦♦❧ ✽①✽①✻✹ ✷①✷ ❙❆▼❊ ✷ ✲
★✹✳✹ ❇❛t❝❤◆♦r♠ ✭s❝❛❧✐♥❣✮ ✽①✽①✻✹ ✲ ✲ ✲ ❢❛❝t♦r ❂ ✶✵

★✺✳✶ ❈♦♥✈ ✽①✽①✻✹ ✸①✸ ❙❆▼❊ ✶ ✸✻✾✷✽
★✺✳✷ ❘❡▲❯ ✽①✽①✻✹ ✲ ✲ ✲ ✲
★✺✳✸ ❇❛t❝❤◆♦r♠ ✭s❝❛❧✐♥❣✮ ✽①✽①✻✹ ✲ ✲ ✲ ❢❛❝t♦r ❂ ✶✵

★✻✳✶ ❈♦♥✈ ✽①✽①✺✶✷ ✸①✸ ❙❆▼❊ ✶ ✷✾✺✹✷✹
★✻✳✷ ❘❡▲❯ ✽①✽①✺✶✷ ✲ ✲ ✲ ✲
★✻✳✸ ❇❛t❝❤◆♦r♠ ✭s❝❛❧✐♥❣✮ ✽①✽①✺✶✷ ✲ ✲ ✲ ❢❛❝t♦r ❂ ✶✵

★✼ ❉r♦♣♦✉t ✭✺✵✪✮ ✽①✽①✺✶✷ ✲ ✲ ✲ ✲

★✽✳✶ ❈♦♥✈ ✽①✽①✶✷✽ ✸①✸ ❙❆▼❊ ✶ ✺✽✾✾✺✷
★✽✳✷ ❘❡▲❯ ✽①✽①✶✷✽ ✲ ✲ ✲ ✲
★✽✳✸ ❇❛t❝❤◆♦r♠ ✭s❝❛❧✐♥❣✮ ✽①✽①✶✷✽ ✲ ✲ ✲ ❢❛❝t♦r ❂ ✶✵

★✾✳✶ ❈♦♥✈ ✽①✽①✸ ✶①✶ ❙❆▼❊ ✶ ✸✹✺✾
★✾✳✷ ❇❛t❝❤◆♦r♠ ✭s❝❛❧✐♥❣✮ ✽①✽①✸ ✲ ✲ ✲ ❢❛❝t♦r ❂ ✶✵

★✶✵✳✶ ❙♦❢t♠❛① ✽①✽①✸ ✲ ✲ ✲ ✲
★✶✵✳✷ ❇✐❧✐♥❡❛r ❯♣s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✷✽①✶✷✽①✸ ✲ ✲ ✲ ✲

★✶✶ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ ✶✷✽①✶✷✽①✸ ✭s❡♠❛♥t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✽✺



❉❡t❛✐❧❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ tr❛✐♥✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❣❧♦❜❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❣❧♦❜❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss

✽✻



❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❜❛t❝❤ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❜❛t❝❤ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss

✽✼



❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ♠❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss

✽✽



❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❝r♦ss✲❡♥tr♦♣② ❧♦ss

✽✾



❉❡t❛✐❧❡❞ ❧♦ss ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✜❧t❡rs ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ tr❛✐♥✐♥❣

✭❛✮ ●❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❈✳❊✳ ✭❜✮ ❇❛t❝❤ ❧♦❝❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❈✳❊✳

✭❝✮ ❯♥✇❡✐❣❤t❡❞ ❈✳❊✳ ✭❞✮ ▼❡❛♥ ■❯ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦ss

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ▲♦ss ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ tr❛✐♥✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ▲❛②❡r✲✶ ✜❧t❡rs ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦ tr❛✐♥✐♥❣ ✭✶✺✵t❤ ❡♣♦❝❤✮

✾✵



❆tt❛❝❤❡❞ ♠❡❞✐❛

❚❤❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ❞✐s❦ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✿

• ❙♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ✶

• ❈♦❞❡ ♠❛♥✉❛❧

• ❉❛t❛s❡ts

✕ ❆♥♥♦t❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t ✭❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦✮

✕ ❖r✐❣✐♥❛❧s

✕ Pr❡♣r♦❝❡ss❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

• ❉❡t❛✐❧❡❞ ❍❚▼▲ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦

• ❚r❛✐♥✐♥❣ ♦✉t♣✉ts ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦s

✶♣❛❝❦❛❣❡❞ ❛s ❛ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ♦❢ ❤tt♣s✿✴✴♣❛❝❦❛❣✐♥❣✳♣②t❤♦♥✳♦r❣✴

✾✶

https://packaging.python.org/

	Introduction
	Methods
	Limitations of this work
	Description of contents

	Fundamentals
	Artificial neural networks (ANNs)
	Training

	Convolutional neural networks (CNNs)
	Fully convolutional neural networks (FCNs)

	Tool setup and methods
	TensorFlow
	Programming Model
	Partial Execution
	Auto gradient computation

	Python and TensorFlow
	Infrastructure as a Service (IaaS)
	Development strategy

	Construction site classification
	Bottom-up approach
	Classification task
	Data acquisition

	Implementation
	Scope of implementation
	Final architecture

	Results

	Construction site detection
	Bottom-up approach
	Detection Task
	Interpretation as semantic segmentation task
	Data annotation

	Implementation
	From convolutional to fully convolutional (3-4)
	Loss (5)
	Final detection architecture

	Results
	Accuracy metrics
	Additional mean IU derived loss function
	Accuracy results
	Visual results


	Conclusion
	Bibliography
	List of Tables
	List of Figures
	Appendices
	Implementation
	Classification architecture
	Detection architecture

	Attached media


