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Основные обозначения

R— множество вещественных чисел;

C— множество комплексных чисел;

Z— множество целых чисел;

N— множество натуральных чисел;

Rn — n-мерное вещественное пространство;

Cn — n-мерное комплексное пространство;

ρ(x,A) = inf
y∈A

|x− y|— расстояние от точки x до множества A в Rn;

BR

(
x0

)
— шар {x ∈ B : ‖x− x0‖ < R} в банаховом пространстве B;

BR = BR(0);

[a, b] — замкнутый интервал {x ∈ R : a 6 x 6 b};
(a, b) — открытый интервал {x ∈ R : a < x < b};
Q — замыкание Q;
∏

— прямое произведение;

⊕— ортогональная сумма;

ρ(x,A) = inf
y∈A

|x− y|— расстояние от точки x до множества A в Rn;

¤ — конец доказательства;

k1, k2, . . . и c1, c2, . . . — положительные константы, не зависящие от аргу-

ментов или неизвестных функций в неравенстве; в случае других пред-

положений относительно констант это будет оговорено дополнительно.
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Введение

I. Обыкновенные дифференциальные уравнения с интегральными кра-

евыми условиями возникают в теории турбулентности (см. работу А. Зом-

мерфельда [55]) и в теории марковских процессов. Разрешимость и спек-

тральные свойства обыкновенных дифференциальных уравнений с нело-

кальными краевыми условиями рассматривались М. Пиконе [49, 50],

Я. Д. Тамаркиным [37], А. М. Кролом [47], В. А. Ильиным и Е. И. Мо-

исеевым [11, 12] и многими другими.

Одной из первых работ, посвященных нелокальным эллиптическим

краевым задачам, была работа Т. Карлемана [42], результаты которой

он изложил на пленарном докладе во время Международного конгрес-

са математиков в 1932 г. Т. Карлеман рассмотрел задачу о нахождении

голоморфной функции в области Ω, удовлетворяющей нелокальному кра-

евому условию, связывающему значения неизвестной функции в точке t

границы ∂Ω со значениями в точке α(t), где α(α(t)) ≡ t и α(∂Ω) = ∂Ω.

Данная задача была сведена им к сингулярному интегральному уравне-

нию со сдвигом.

Независимо от указанных работ рассматривались абстрактные нело-

кальные эллиптические краевые задачи (см., например, работы М. И. Ви-

шика [5] и Ф. Браудера [41]). В то время были известны лишь примеры

эллиптических задач с носителями нелокальных членов на границе. Од-

нако общие результаты, полученные в этих работах, образовали позднее
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теорию линейных операторов в банаховых пространствах [20], которая

используется в современной теории эллиптических задач, включая нело-

кальные задачи.

Новая нелокальная краевая задача для эллиптического дифференци-

ального уравнения, возникающая в теории плазмы, была сформулирова-

на А. В. Бицадзе и А. А. Самарским [4]:

(Aw)(x) = −
n∑

i,j=1

aij(x)wxixj
(x) +

n∑

i=1

ai(x)wxi
(x) + a0(x)w(x) =

= f0(x) (x ∈ Q),

(1)

w(x)|M1
= b(x)w(ω(x))|M1

+ f1(x) (x ∈ M1),

w(x)|M2
= f2(x) (x ∈ M2).

(2)

Здесь
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > 0 (0 6= ξ ∈ Rn, x ∈ Q),

Q ⊂ Rn — ограниченная область с границей ∂Q, M1 ⊂ ∂Q — (n − 1)-

мерное гладкое многообразие, открытое в топологии ∂Q, M2 = ∂Q \
M1 — (n− 1)-мерное гладкое многообразие; ω(x) — C∞-диффеоморфизм,

отображающий некоторую окрестность Ω1 многообразия M1 на множе-

ство ω(Ω1) так, что ω(M1) ⊂ Q, aij, ai, a0, b ∈ C∞(Rn) — веществен-

нозначные функции. Вообще говоря, ω(M 1) ∩ ∂Q 6= ∅, см. рис. 1.

РИС. 1
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В [4] была изучена следующая задача:

−4w(x) = f0(x) (x ∈ Q = (0, 2)× (0, 1)), (3)

w(x1, 0) = w(x1, 1) = 0 (0 6 x1 6 2),

w(0, x2) = γ1w(1, x2), w(2, x2) = γ2w(1, x2) (0 6 x2 6 1)
(4)

для γ1 = 0, γ2 = 1, где 4— оператор Лапласа, x = (x1, x2), см. рис. 2.

РИС. 2

Поскольку носитель нелокальных членов {1} × [0, 1] в задаче (3), (4)

имеет пустое пересечение с множеством {2}× [0, 1], эта задача была све-

дена к интегральному уравнению Фредгольма второго рода. Равенства

γ1 = 0 и γ2 = 1 позволяют применить принцип максимума. Таким обра-

зом, была доказана единственность классического решения задачи (3),

(4). Из единственности решения и теоремы Фредгольма следует суще-

ствование решения.

В общем случае задача (1), (2) оказалась значительно более слож-

ной. Вопрос о разрешимости нелокальных эллиптических задач ви-

да (1), (2) был сформулирован как нерешенная задача [27]. Различ-

ные случаи эллиптических задач с нелокальными краевыми условиями

вида (2) изучались многими математиками. Большинство публикаций
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было посвящено случаю M2 = ∅, ω(∂Q) ∩ ∂Q = ∅. В противном слу-

чае авторы предполагали, что множество ω(M1) удовлетворяет некото-

рым жестким геометрическим условиям вблизи границы ∂Q, например

ω(M1) ∩M 1 = ∅.

Лишь последние достижения в теории уравнений в частных произ-

водных и функционально-дифференциальных уравнений позволили ис-

следовать проблему разрешимости для широкого класса нелокальных

эллиптических краевых задач, см. [28–30,53], а также монографию [54]

и приведенную в ней библиографию. В этих работах была создана клас-

сификация нелокальных эллиптических краевых задач, основанная на

геометрической структуре носителей нелокальных членов:

(a) M2 = ∅, ω(∂Q) ⊂ Q (рис. 3),

(b) M2 6= ∅, ω(M1) ∩ (M 1 \M1) = ∅ (рис. 4),

(c) M2 6= ∅, ω(M1) ∩ (M 1 \M1) 6= ∅ (рис. 5).

РИС. 3

РИС. 4
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РИС. 5

В соответствии с этой классификацией были изучены фредгольмова

и однозначная разрешимость в пространствах Соболева и весовых про-

странствах Кондратьева, свойства индекса, спектральные свойства со-

ответствующих операторов, асимптотическое поведение решений вблизи

точек сопряжения, гладкость обобщенных решений и связь с эллипти-

ческими функционально-дифференциальными уравнениями.

В первом случае, грубо говоря, добавление нелокальных членов не

меняет основных свойств эллиптической задачи: имеет место гладкость

решений, фредгольмово свойство соответствующего оператора, устойчи-

вость индекса по отношению к произвольным нелокальным возмущени-

ям, дискретность и секториальная структура спектра оператора. Второй

и третий случаи значительно более трудные, так как носитель нело-

кальных членов имеет непустое пересечение с границей. Это приводит к

появлению степенных особенностей у решений вблизи множества точек

сопряжения M 1 \M1, поэтому соответствующие нелокальные эллипти-

ческие задачи естественно рассматривать в весовых пространствах. В

данном пособии подробно рассматривается первый случай. Ситуация,

когда носитель нелокальных членов имеет непустое пересечение с гра-

ницей, исследуется в области специального вида, а именно цилиндриче-

ской области. При этом предполагается, что нелокальные условия заданы
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на сдвигах оснований цилиндра. Кроме того, подход носителя к грани-

це возможен в задаче термоконтроля. В обоих случаях удается решать

задачи в обычных пространствах Соболева. Второй и третий случаи по-

дробно рассмотрены в учебном пособии [33], также написанном в рамках

подпрограммы «Инновационного образовательного проекта».

II. Рассмотрим теперь некоторые приложения нелокальных эллип-

тических краевых задач. Для того чтобы проиллюстрировать взаимо-

связь между краевыми задачами для эллиптических функционально-

дифференциальных уравнений и эллиптическими дифференциальными

уравнениями с нелокальными краевыми условиями, рассмотрим следую-

щий пример:

−∆RQu = f0(x) (x ∈ Q), (5)

u(x) = 0 (x ∈ ∂Q). (6)

Здесь

Ru(x) = u(x1, x2) + γ1u(x1 + 1, x2) + γ2u(x1 − 1, x2),

Q = (0, 2) × (0, 1), γ1, γ2 ∈ R, f0 ∈ L2(Q). Поскольку разностный опе-

ратор R нелокальный, мы должны задавать краевые условия не только

на границе ∂Q, но и в некоторой окрестности ∂Q. Поэтому мы вводим

ограниченный оператор

RQ = PQRIQ : L2(Q) → L2(Q),

где IQ — оператор продолжения функций из L2(Q) нулем в R2 \Q, PQ —

оператор сужения функций из L2(R2) на Q.

Пусть W k(Q) — пространство Соболева порядка k, и пусть

W̊ 1(Q) = {u ∈ W 1(Q) : u|∂Q = 0},
11



где u|∂Q — след функции u (см. приложение B). Предположим, что

u ∈ W̊ 1(Q). Обозначим w = RQu. Тогда w ∈ W 1(Q) и

w|x2=0 = w|x2=1 = 0,

w|x1=0 = γ1u|x1=1, w|x1=1 = u|x1=1, w|x1=2 = γ2u|x1=1.

Следовательно, w(x) удовлетворяет нелокальным условиям (4). Другими

словами, RQ(W̊ 1(Q)) ⊂ W 1
γ (Q), где

W 1
γ (Q) = {w ∈ W 1(Q) : w удовлетворяет условиям (4)}.

Заметим, что оператор RQ : L2(Q) → L2(Q) имеет ограниченный обрат-

ный тогда и только тогда, когда γ1γ2 6= 1. В примере 8.4 из [54, гл. 2,

§ 8] доказано, что если γ1γ2 6= 1, то оператор RQ отображает W̊ 1(Q)

на W 1
γ (Q) непрерывно и взаимно однозначно. Это утверждение является

частным случаем теоремы об изоморфизме для невырожденного разност-

ного оператора (см. теорему 8.1 в [54, § 8]). Определим неограниченные

операторы

AR : D(AR) ⊂ L2(Q) → L2(Q), Aγ : D(Aγ) ⊂ L2(Q) → L2(Q),

действующие в пространстве обобщенных функций D′(Q) (см. приложе-

ние B) по формулам

ARu = −∆RQu (u ∈ D(AR) = {u ∈ W̊ 1(Q) : ARu ∈ L2(Q)}),

Aγu = −∆w (w ∈ D(Aγ) = {w ∈ W 1
γ (Q) : Aγw ∈ L2(Q)}).

Если γ1γ2 6= 1, то AR = AγRQ. Таким образом, задачи (3), (4) и (5), (6)

эквивалентны для γ1γ2 6= 1. Поэтому мы можем применить некоторые

результаты, касающиеся задачи (5), (6), к исследованию задачи (3), (4)

(см. примеры 13.3 и 13.4 в [54, гл. 2, § 13]). В частности, если

|γ1 + γ2| < 2,
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то оператор AR имеет ограниченный обратный A−1
R : L2(Q) → W̊ 1

2 (Q).

Следовательно, если |γ1 +γ2| < 2, то существует единственное обобщен-

ное решение w ∈ W 1
γ (Q) задачи (3), (4) для любого f0 ∈ L2(Q). Заметим,

что в этом случае мы не можем применить принцип максимума. Обрат-

но, некоторые утверждения о разрешимости задачи (3), (4) могут быть

использованы в исследовании задачи (5), (6) (см. пример 23.1 в [54, гл. 5,

§ 23]).

Рассмотрим теперь приложения нелокальных задач к процессам рас-

пределения тепла. В настоящем пособии изучаются математические мо-

дели задач терморегуляции, возникающие в химических реакторах и си-

стемах климат-контроля. Задача заключается в регулировании темпера-

туры внутри области (например химического реактора) посредством на-

гревательных элементов, установленных на границе области. При этом

обратная связь осуществляется на основании показателей температур-

ных датчиков, расположенных внутри области (рис. 6).

РИС. 6. Схематичное изображение сечения химического реактора

Обозначим через w(x, t) температуру в точке x ∈ Q в момент време-

ни t > 0. Предположим, что функция w(x, t) удовлетворяет уравнению
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теплопроводности

wt(x, t) = ∆w(x, t)− p(x)w(x, t) ((x, t) ∈ QT ) (7)

с начальным условием

w(x, 0) = ϕ(x) (x ∈ Q), (8)

где QT = Q × (0, T ), T > 0, p ∈ C∞(Rn), p(x) > 0 и ϕ ∈ L2(Q) —

заданная вещественнозначная функция (рис. 7).

РИС. 7. Области Q и QT

Краевое условие содержит вещественнозначную функцию управле-

ния u(t), которая регулирует соответственно температуру на границе,

поток через границу или температуру окружающей среды:

−γ
∂w

∂ν
= σ(x)(w(x, t)− we(x))−K(x)(u(t)− uc) ((x, t) ∈ ΓT ), (9)

где ΓT = Γ × (0, T ), ν — внешняя нормаль к ΓT в точке (x, t), γ > 0,

σ,we, K ∈ C∞(Rn) — вещественнозначные функции, σ(x) > 0, σ(x) >
σ0 > 0 при γ = 0, uc > 0.

Для любой функции v(x, t) введем обозначение

vm(t) =

∫

Q

m(x)v(x, t) dx,
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где m ∈ L∞(Q). Если w(x, t) соответствует температуре в области Q,

то wm(t) — «средняя» температура по области (с весом m(x)). В кон-

кретных приложениях свойства функции m(x) определяются свойствами

температурных датчиков, расположенных внутри области.

Пусть функция управления u(t) удовлетворяет задаче Коши

u′(t) + au(t) = H(wm, t) (t ∈ (0, T )), (10)

u(0) = u0, (11)

где a > 0, u0 ∈ R, а w — функция, удовлетворяющая соотношениям

(3.1.1)–(3.1.3). Функционал H(g, t) (g ∈ C[0, T ]) при t > 0 определен

следующим образом (ср. [19, гл. 5, § 28]):

H(g, t) =





1, если g(t) 6 w1,

1, если g(τ) ∈ (w1, w2) при τ ∈ [0, t]

1, если g(t) ∈ (w1, w2) и ∃t1 ∈ [0, t) :

g(t1) = w1 и g(t) ∈ (w1, w2) при t ∈ (t1, t],

0, если g(t) ∈ (w1, w2) и ∃t1 ∈ [0, t) :

g(t1) = w2 и g(t) ∈ (w1, w2) при t ∈ (t1, t],

0, если g(t) > w2,

где w1 и w2 (w1 < w2) фиксированы (более подробно см. гл. 3). Зависи-

мость функционала H от средней температуры wm изображена на рис. 8

Поскольку оператор гистерезиса H нелинейный, задача (7)–(11) также

нелинейная. С другой стороны, зависимость функционала от «средней»

по области температуры обуславливает нелокальные эффекты. Нас бу-

дет интересовать вопрос существования и единственности решений за-

дачи (7)–(11), а также периодичности решений задачи (7), (9), (10).

15



РИС. 8. Зависимость функционала H от средней температуры wm

Модели регулирования температуры, близкие к рассматриваемой, бы-

ли впервые предложены K. Гласхофом и Дж. Шпрекельсом (см. рабо-

ту [45]), где было доказано существование решений задачи термокон-

троля.

Вопрос о существовании периодических решений оказался значитель-

но более сложным. В работе [43] A. Фридман и Л.-С. Джианг рассмот-

рели одномерную задачу, предполагая, что температура термостата изме-

няется мгновенно. Иными словами, вместо уравнения (10) имело место

равенство u(t) = H(wm, t). В этом случае было доказано существование

периодического решения. Существование периодических решений одно-

мерной задачи в случае, когда температура термостата меняется посте-

пенно (т. е. в случае, когда u(t) удовлетворяет обыкновенному диффе-

ренциальному уравнению), было доказано Дж. Прюсом [51]. Вопрос о

существовании периодических решений в многомерном случае остается

открытым.

В данном пособии мы доказываем существование и единственность

решения задачи термоконтроля в случае уравнения теплопроводности, а

также исследуем периодичность решений в многомерном случае. Пара,
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состоящая из функций w(x, t) и u(t) (температура и управление соответ-

ственно), периодичных по времени с одним и тем же периодом, называ-

ется сильным периодическим решением (см. определения 3.3.1 и 3.3.2).

Наряду с сильным периодическим решением мы вводим понятие перио-

дического в среднем решения. Под периодическим в среднем решением

понимаем такую пару (w(x, t), u(t)), что «средняя» температура и функ-

ция управления периодичны по времени с одним и тем же периодом (см.

определение 3.3.3). Основной результат, который будет доказан в гл. 3, —

так называемое условное существование периодического решения. Мы

покажем, что существование периодического в среднем решения влечет

существование сильного периодического решения с тем же периодом.

Далее мы рассмотрим частный случай задачи термоконтроля, а имен-

но предположим, что на границе контролируется тепловой поток (т. е.

краевые условия являются условиями Неймана), а температурные дат-

чики распределены по всей области равномерно. В этом случае мы дока-

жем существование периодического в среднем решения. Следовательно,

применяя сформулированный выше общий результат, мы заключаем, что

существует также сильное периодическое решение.

III. Пособие состоит из трех глав и приложения.

Глава 1 посвящена обыкновенным дифференциальным уравнениям с

нелокальными краевыми условиями и краевым задачам для дифференци-

ально-разностных уравнений в одномерном случае. Основная цель этой

главы — продемонстрировать некоторые методы этой работы в простей-

шем случае и получить вспомогательные результаты, используемые в

других главах.
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В § 1.1 рассматривается обыкновенное дифференциальное уравнение

второго порядка со спектральным параметром и нелокальными краевы-

ми условиями, связывающими значения неизвестной функции на концах

интервала со значениями на некотором компакте внутри интервала. В

частности, этот компакт может состоять из конечного числа точек. Вы-

водятся априорные оценки решений в пространствах Соболева с норма-

ми, зависящими от спектрального параметра. Как следствие, получена

фредгольмовость соответствующего оператора, дискретность и сектори-

альную структуру спектра.

В § 1.2 будут изучены свойства разностных операторов на конеч-

ном интервале (0, d). Основной результат этого параграфа заключается

в том, что невырожденный разностный оператор отображает непрерывно

и взаимно однозначно пространство Соболева W̊ 1(0, d) на пространство

W 1
γ (0, d), которое является подпространством функций из W 1(0, d), свя-

зывающих значения функций на концах интервала (0, d) со значениями

в некоторых внутренних точках.

В § 1.3 исследуются краевые задачи для дифференциально-разност-

ных уравнений. Вышеупомянутое свойство разностного оператора поз-

воляет свести краевую задачу для дифференциально-разностного урав-

нения второго порядка к обыкновенному дифференциальному уравне-

нию второго порядка с нелокальными краевыми условиями и приме-

нить результаты § 1.1. Используя этот подход, мы докажем, что со-

ответствующий дифференциально-разностный оператор фредгольмов и

имеет тривиальный индекс, а гладкость обобщенных решений сохраня-

ется на некоторых подынтервалах. Известно, что гладкость обобщенных

решений может нарушаться внутри интервала (0, d), см. пример 1.3.2.
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Применяя идею фридрихсова расширения в случае, когда симметриче-

ская часть разностного оператора положительно определена, мы дока-

жем дискретность и секториальную структуру спектра. В дальнейшем

мы используем этот результат в доказательстве однозначной разрешимо-

сти нелокальной эллиптической краевой задачи в двугранном угле (см.

§ 2.3, пример 2.3.2, в [33]).

В § 1.4 рассматривается система обыкновенных дифференциальных

уравнений порядка 2m с параметром и общими краевыми условиями,

содержащими нелокальные члены. Этот параграф является обобщени-

ем § 1.1. C другой стороны, он будет использоваться для исследования

нелокальных эллиптических краевых задач в плоских углах (см. § 2.1

в [33]).

В гл. 2 исследуются эллиптические дифференциальные уравнения с

носителями нелокальных членов на некотором компакте внутри обла-

сти. Такие задачи можно рассматривать как обобщение задачи (1), (2) в

первом случае.

В § 2.1 изучается уравнение

Au =
∑

β+|α|62m

aαβ(x)λβDαu(x) = f0(x) (x ∈ Q) (12)

с нелокальными краевыми условиями

Bµu =
S∑

s=0

∑

β+|α|6mµ

bµsαβ(x)λβ(Dαu)(ωs(x))|∂Q = fµ(x)

(x ∈ ∂Q, µ = 1, . . . , m).

(13)

Здесь aαβ, bµsαβ ∈ C∞(Rn) — комплекснозначные функции, n > 2,

Q ∈ Rn — ограниченная область с границей ∂Q ∈ C∞, λ — комплексный
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параметр, ωs — C∞-диффеоморфизмы, отображающие некоторую окрест-

ность Ω границы ∂Q на множество ωs(Ω) так, что ωs(Ω) ⊂ Q при s > 0

(рис. 9), ω0(x) ≡ x, S ∈ N. Мы будем предполагать, что операторы

∑

β+|α|=2m

aαβ(x)qβDα,
∑

β+|α|=mµ

bµ0αβ(x)qβDα (µ = 1, . . . , m)

удовлетворяют условиям эллиптичности с параметром λ в угле

θ = {λ ∈ C : ϕ1 6 arg λ 6 ϕ2}

в смысле Аграновича и Вишика (см. условия C.3 и C.4). Мы получим

априорные оценки решений в пространствах Соболева и докажем суще-

ствование и единственность решения для достаточно больших значений

параметра λ ∈ θ. Эти результаты обобщены на случай абстрактных нело-

кальных членов с носителями внутри области.

РИС. 9

В § 2.2 рассматривается нелокальная задача

Au =
∑

|α|62m

aα(x)Dαu(x) = f0(x) (x ∈ Q), (14)

Bµu =
S∑

s=0

∑

|α|6mµ

bµsα(x)(Dαu)(ωs(x))|∂Q = fµ(x)

(x ∈ ∂Q, µ = 1, . . . , m).

(15)

Здесь aα, bµsα ∈ C∞(Rn) — комплекснозначные функции, n > 2,

Q ⊂ Rn и ωs имеют тот же смысл, что и в § 2.1. Будем предполагать,
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что операторы

∑

|α|=2m

aα(x)Dα
∑

|α|=mµ

bµ0α(x)Dα (µ = 1, . . . , m)

соответствуют эллиптической задаче (см. условия C.1 и C.2). В отличие

от § 2.1 мы не можем доказать существование единственного решения

для достаточно больших значений параметра. Однако, используя, как и в

§ 2.1, отделение нелокальных членов, мы выведем априорную оценку ре-

шений в пространствах Соболева. Следовательно, оператор L = {A,Bµ},
соответствующий задаче (14), (15), имеет замкнутый образR(L) и конеч-

номерное ядро N (L). Затем, используя специальный метод компенсации

нелокальных членов, мы построим правый регуляризатор для операто-

ра L. Отсюда следует, что ортогональное дополнение к R(L) также ко-

нечномерно. Таким образом, оператор L фредгольмов. Результаты обоб-

щены на случай абстрактных нелокальных членов с носителями внутри

области.

В § 2.3 мы изучим нелокальную задачу в цилиндре

Au = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
aij

∂u

∂xj
+

n∑

i=1

ai
∂u

∂xi
+ a0u + λu = f0(x) (x ∈ Q), (16)

Bρu = u|x1=tρ +
k∑

j=1

bρj(x
′)u|x1=dj

= fρ(x
′) (x′ ∈ G, ρ = 1, 2),

u|[0,d]×∂G = 0.

(17)

Здесь Q = (0, d) × G ⊂ Rn, n > 2, G ⊂ Rn−1 — ограниченная об-

ласть (с границей ∂G ∈ C∞, если n > 3); x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

x′ = (x2, . . . , xn) ∈ Rn−1; aij, ai, a0 ∈ C∞(Rn) — вещественнозначные

функции, aij = aji (i, j = 1, . . . , n); bρj ∈ C∞(Rn−1) — комплекснознач-

ные функции; 0 < dj < d, t1 = 0, t2 = d (рис. 10).
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РИС. 10

Предположим, что

n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > 0 (x ∈ Q, 0 6= ξ ∈ Rn).

Формально задача (16), (17) принадлежит второму классу нашей класси-

фикации. Однако благодаря специальному подходу носителей нелокаль-

ных членов к границе мы можем применить те же методы, что и в § 2.1.

Для достаточно больших λ ∈ θ = {λ ∈ C : | arg λ| 6 ε < π} мы докажем

существование и единственность решения. В частности, это утвержде-

ние выполняется для задачи (3), (4) (см. пример 2.3.2). Результаты о

разрешимости задачи (16), (17) обобщены на случай абстрактных нело-

кальных членов с носителями на [σ, d− σ]×G, σ > 0.

Во втором и третьем случаях из-за появления степенных особенно-

стей решений нелокальных задач мы будем рассматривать эти задачи в

весовых пространствах (см. гл. 2 и 3 в [33]).

Глава 3 посвящена приложению нелокальных задач к процессам рас-

пределения тепла.

В § 3.1 рассматривается постановка задачи термоконтроля. Предпола-

гается, что функция, описывающая температуру в области, удовлетворя-

ет уравнению теплопроводности и краевому условию на границе области

(допускается первое, второе или третье краевое условие). Правая часть
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краевого условия содержит функцию управления, описывающую поведе-

ние нагревательного элемента на границе. Функция управления удовле-

творяет обыкновенному дифференциальному уравнению, в правой части

которого стоит нелинейный оператор гистерезиса. Наличие обыкновен-

ного дифференциального уравнения для функции управления соответ-

ствует тому факту, что состояние нагревательного элемента изменяется

постепенно, а не скачком.

В § 3.2 исследуется задача с начальными условиями и доказывается

существование и единственность сильного решения. Используя теорию

начально-краевых задач для линейных параболических уравнений, мы

доказываем существование решений между моментами переключения

оператора гистерезиса и оцениваем снизу интервалы между переклю-

чениями.

В § 3.3 доказан основной результат об условном существовании пери-

одического решения. Мы вводим нелинейный оператор G сдвига на пери-

од T функции, описывающей температуру в области. Оператор G опреде-

лен на всех таких начальных распределениях температуры, для которых

соответствующее сильное решение имеет заданную T -периодическую

«среднюю» температуру и заданную T -периодическую функцию управ-

ления. Мы доказываем, что область определения оператора G есть непу-

стое замкнутое множество, а сам оператор G есть сжимающее отобра-

жение. Применяя теорему Банаха о неподвижной точке, получаем тре-

буемый результат.

В § 3.4 представлен пример, когда на границе регулируется тепловой

поток (т. е. краевое условие является условием Неймана) и температур-

ные датчики внутри области распределены равномерно. Оказывается, что

23



в этом случае «средняя» температура удовлетворяет некоторому обык-

новенному дифференциальному уравнению. Анализируя это уравнение

совместно с уравнением для функции управления, нам удается доказать

существование периодического в среднем решения. Применяя основной

результат из § 3.3, мы получаем теорему о существовании сильного пе-

риодического решения рассматриваемой задачи.

IV. В конце глав, в примечаниях, обсуждаются библиографические

ссылки. Кроме того, к каждой главе предложены упражнения, позволя-

ющие читателю проверить себя и закрепить общие теоретические поло-

жения.

В конце пособия приведен список литературы. Работы, обязательные

к изучению, помечены звездочкой. Они включают в себя книги и ста-

тьи по некоторым фундаментальным разделам функционального анали-

за, теории функциональных пространств и теории эллиптических крае-

вых задач. Для удобства читателя основные результаты этих разделов

содержатся в приложениях A, B и C. Кроме того, часть этих резуль-

татов подробно изложена в учебном пособии [2], написанном в рамках

той же подпрограммы «Инновационного образовательного проекта», что

и настоящее пособие.
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Гла в а 1

Нелокальные краевые задачи

в одномерном случае

1.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения

второго порядка с нелокальными условиями

Постановка нелокальной краевой задачи. Рассмотрим уравнение

Au + λ2u = −a0(t)u
′′(t) + A1u + λ2u = f0(t) (t ∈ (0, d)) (1.1.1)

с нелокальными краевыми условиями

B1u = u|t=0 +
(
B1

1u
)|t=0 + B2

1u = f1,

B2u = u|t=d +
(
B1

2u
)|t=d + B2

2u = f2.
(1.1.2)

Здесь a0 ∈ C[0, d] — вещественнозначная функция, a0(t) > k > 0 (0 6
t 6 d); f0 ∈ L2(0, d) — комплекснозначная функция, fρ ∈ C (ρ = 1, 2);

λ ∈ C— спектральный параметр, операторы A1, B1
ρ и B2

ρ удовлетворяют

следующим условиям.

Условие 1.1.1. Оператор A1 : W 1(0, d) → L2(0, d) является линейным

ограниченным оператором.

Условие 1.1.2. Существует σ0 > 0 такое, что для любого 0 < σ < σ0

найдутся линейные ограниченные операторы

Gσ1
ρ , Gσ2

ρ : L2(0, d) → L2(0, d),

удовлетворяющие условиям: B1
ρ = Gσ1

ρ + Gσ2
ρ и
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‖Gσ1
ρ u‖W s(0,d) 6 c1‖u‖W s(σ,d−σ) (u ∈ W s(0, d)), (1.1.3)

‖Gσ2
ρ u‖W s(0,d) 6 c2(σ)‖u‖W s(0,d) (u ∈ W s(0, d)), (1.1.4)

где c1 > 0 не зависит от σ и u, c2(σ) > 0 не зависит от u, c2(σ) → 0 при

σ → 0, s = 0, 2, ρ = 1, 2.

Условие 1.1.3. Операторы B2
ρ : L2(0, d) → C являются линейными

ограниченными функционалами.

Введем линейный ограниченный оператор A0 : W 1(0, d) → L2(0, d) по

формуле

A0u = −a0(t)u
′′(t). (1.1.5)

Изучим теперь пример такой нелокальной задачи.

Пример 1.1.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение

−a0(t)u
′′(t) + a1(t)u

′(t) + a2(t)u(t) + λ2u = f0(t) (t ∈ (0, d)) (1.1.6)

с нелокальными краевыми условиями

u(0) +
∞∑

j=1

b1ju(dj) +

d∫

0

e1(t)u(t)dt = f1,

u(d) +
∞∑

j=1

b2ju(dj) +

d∫

0

e2(t)u(t)dt = f2,

(1.1.7)

где ai, eρ ∈ C[0, d] — вещественнозначные функции (i = 0, 1, 2, ρ = 1, 2),

a0(t) > k > 0 (0 6 t 6 d); f0 ∈ L2(0, d) — комплекснозначная функция;

bρj, fρ ∈ C; λ ∈ C— спектральный параметр; 0 < dj < d (j = 1, 2, . . . ).

В отличие от обычных краевых условий нелокальные условия (1.1.7)

содержат значения неизвестной функции не только на концах интерва-

ла (0, d), но и во внутренних точках интервала.

26



Лемма 1.1.1. Предположим, что
∞∑

j=1

|bρj| < ∞ (ρ = 1, 2). (1.1.8)

Тогда операторы A и Bρ могут быть представлены в виде

Au = A0u + A1u, (1.1.9)

Bρu =
(
u + B1

ρu
)|t=tρ + B2

ρu, (1.1.10)

где оператор A0 задан формулой (1.1.5), а операторы A1, B1
ρ и B2

ρ

удовлетворяют условиям 1.1.1, 1.1.2 и 1.1.3 соответственно, t1 = 0,

t2 = d, ρ = 1, 2.

Доказательство. Обозначим

A1u = a1(t)u
′(t) + a2(t)u(t).

Очевидно, оператор A1 удовлетворяет условию 1.1.1.

Для каждого 0 < σ < d/6 обозначим

Jσ1
1 = {j ∈ N : σ 6 dj 6 d/2}, Jσ2

1 = {j ∈ N : 0 < dj < σ},
Jσ1

2 = {j ∈ N : d/2 < dj 6 d− σ}, Jσ2
2 = {j ∈ N : d− σ < dj < d}.

Введем линейный ограниченный оператор

B1
ρ : L2(0, d) → L2(0, d) (ρ = 1, 2),

заданный формулами

Bρ = Gσ1
ρ + Gσ2

ρ (ρ = 1, 2), (1.1.11)

где

(
Gσl

1 u
)
(t) =





∑

j∈Jσl
1

b1ju(t + dj)η(t) +
∑

j∈Jσl
2

b1ju(−t + dj)η(t)

для 0 6 t 6 d/2,

0 для d/2 < t 6 d,

(1.1.12)
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(
Gσl

2 u
)
(t) =





∑

j∈Jσl
1

b2ju(d− t + dj)η(t− d)+

+
∑

j∈Jσl
2

b2ju(t− d + dj)η(t− d) для d/2 6 t 6 d,

0 для 0 6 t < d/2,

(1.1.13)

где l = 1, 2. Здесь η ∈ Ċ∞(R) — вещественнозначная функция такая, что

0 6 η(t) 6 1, η(t) = 1 (|t| 6 d/4), η(t) = 0 (|t| > d/3).

Из условия (1.1.8) и формул (1.1.11)–(1.1.13) следует, что операторы B1
ρ

удовлетворяют условию 1.1.2 с σ0 = d/6.

Обозначим

B2
ρu =

d∫

0

eρ(t)u(t)dt.

Очевидно, функционалы B2
ρ удовлетворяют условию 1.1.3.

Таким образом, операторы A и Bρ можно записать в виде (1.1.9) и

(1.1.10) соответственно. ¤

Разрешимость и спектр. Введем линейные ограниченные операторы

L(λ), L0(λ), Lτ(λ) : W 2(0, d) →W [0, d] = L2(0, d)× C× C

по формулам

L(λ)u =
(
Au + λ2u, B1u,B2u

)
, L0(λ)u =

(
A0u + λ2u, u(0), u(d)

)
,

Lτ(λ)u = L0(λ) + τ(L(λ)− L0(λ))u,

где 0 6 τ 6 1.

Очевидно, Lτ(λ) = L0(λ) для τ = 0 и Lτ(λ) = L(λ) для τ = 1.
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Мы будем использовать нормы

|||u|||W 2(0,d) =
(
‖u‖2

W 2(0,d) + |λ|4‖u‖2
L2(0,d)

)1/2
, (1.1.14)

|||f |||W[0,d] =
(
‖f0‖2

L2(0,d) + |λ|3(|f1|2 + |f2|2
))1/2

, (1.1.15)

зависящие от параметра λ (см. приложение C); здесь f = (f0, f1, f2)

и |λ| > 1.

Определение 1.1.1. Функцию u ∈ W 2(0, d) мы назовем сильным ре-

шением задачи (1.1.1), (1.1.2), если

L(λ)u = f. (1.1.16)

Положим

ωε = {λ ∈ C : | arg λ| 6 ε или | arg λ− π| 6 ε} ,

ωε,q = {λ ∈ ωε : |λ| > q} ,

где 0 < ε < π/2.

Основной целью данного параграфа является доказательство следую-

щей теоремы.

Теорема 1.1.1. Пусть выполняются условия 1.1.1–1.1.3. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения.

(a) Оператор L(λ) : W 2(0, d) →W [0, d] фредгольмов и ind L(λ) = 0

для всех λ ∈ C.

(b) Для любого 0 < ε < π/2 существует q = q(ε) > 1 такое,

что для λ ∈ ωε,q оператор L(λ) имеет ограниченный обратный

L−1(λ) : W [0, d] → W 2(0, d) и каждая функция u ∈ W 2(0, d)

удовлетворяет неравенству

c3|||L(λ)u|||W[0,d] 6 |||u|||W 2(0,d) 6 c4|||L(λ)u|||W[0,d], (1.1.17)

где c3, c4 > 0 не зависят от λ и от u.
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Введем неограниченный оператор AB : D(AB) ⊂ L2(0, d) → L2(0, d)

по формуле

ABu = Au, D(AB) = W 2
B(0, d) =

{
u ∈ W 2(0, d) : Bρu = 0, ρ = 1, 2

}
.

Предполагая на данный момент, что теорема 1.1.1 справедлива, мы дока-

жем следующее утверждение (ср. следствие C.2).

Следствие 1.1.1. Пусть выполнены условия 1.1.1–1.1.3. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения.

(a) Оператор AB : D(AB) ⊂ L2(0, d) → L2(0, d) фредгольмов, и

indAB = 0.

(b) Спектр σ(AB) оператора AB дискретный.

(c) Для η /∈ σ(AB) резольвента

R(η,AB) = (ηI −AB)−1 : L2(0, d) → L2(0, d)

есть компактный оператор.

(d) Для любого 0 < δ < π все точки спектра σ(AB), кроме, воз-

можно, конечного их числа, принадлежат углу комплексной

плоскости | arg η| < δ.

Доказательство. Обозначим

Ωδ,r = {η ∈ C : | arg η| > δ, |η| > r} .

Пусть λ ∈ ωε,q, где ε = (π − δ)/2, 0 < δ < π — произвольное фиксиро-

ванное число. Тогда η = −λ2 ∈ Ωδ,r для r = q2. В силу теоремы 1.1.1

существует ограниченный оператор

(ηI −AB)−1 : L2(0, d) → W 2(0, d).
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Следовательно, из компактности оператора вложения W 2(0, d) в L2(0, d)

вытекает, что оператор

(ηI −AB)−1 : L2(0, d) → L2(0, d)

компактный. Таким образом, по теореме A.12 спектр σ(AB) состоит из

изолированных собственных значений конечной кратности и для любого

δ > 0 все точки спектра σ(AB), кроме, возможно, конечного их числа,

принадлежат углу | arg λ| < δ (рис. 1.1.1). Утверждение (а) следует из

формулы

AB = (AB − ηI)
(
I − (ηI −AB)−1η

)
(η ∈ ρ(AB))

и теоремы A.1. ¤

РИС. 1.1.1

Следствие 1.1.2. Пусть выполнено условие (1.1.8). Тогда для опе-

раторов L(λ) и AB, соответствующих нелокальной краевой зада-

че (1.1.6), (1.1.7), справедливы утверждения теоремы 1.1.1 и следст-

вия 1.1.1.

Это следствие вытекает из леммы 1.1.1, теоремы 1.1.1 и следствия 1.1.1.

Приведем пример нелокальной задачи (1.1.1), (1.1.2), которая не может

быть представлена в виде (1.1.6), (1.1.7).
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Пример 1.1.2. Рассмотрим задачу

−a0(t)u
′′(t) + A1u + λ2u = f0(t) (t ∈ (0, d)), (1.1.18)

u(0) +
(
B1

1u
)|t=0 = f1, u(d) = f2, (1.1.19)

где

A1u = F−1(ξF (ηu) arctg ξ), B1
1u = F−1(F (ηu) sin ξ),

η = η(t) ∈ Ċ∞(R) — вещественнозначная функция такая, что η(t) = 1

(t ∈ [d/4, d/3]), η(t) = 0 (t /∈ (0, d)), F (v) = (Fv)(ξ) — преобразование

Фурье функции v по t, F−1(w) =
(
F−1w

)
(t) — обратное преобразование

Фурье функции w по ξ, ξ ∈ R.

Очевидно, оператор A1 удовлетворяет условию 1.1.1.

Докажем, что условие (1.1.2) выполняется для оператора B1
1 . Для

любого 0 < σ < d/6 мы определим функцию ψσ ∈ Ċ∞(R) так, что

ψσ(t) = 1 (t ∈ [2σ, d− 2σ]), ψσ(t) = 0 (t /∈ [σ, d− σ]),

|ψ(j)
σ (t)| 6 k1σ

−j (t ∈ [0, d]). (1.1.20)

Введем линейные ограниченные операторы

Gσ1
1 , Gσ2

1 : L2(0, d) → L2(0, d)

по формулам

Gσ1
1 u = B1

1(ψσu), Gσ2
1 u = B1

1((1− ψσ)u).

Докажем, что выполняется неравенство (1.1.4). Из определения функ-

ции η(t) и формулы Тейлора следует, что

|η(i)(t)| 6 k2σ
3 (t ∈ [0, 2σ] ∪ [d− 2σ, d], i = 0, 1, 2). (1.1.21)

Поскольку функция sin ξ ограничена, в силу формулы Лейбница и

неравенств (1.1.20), (1.1.21) мы имеем

‖Gσ2
1 u‖W k(0,d) 6 k3‖η(1− ψσ)u‖W k(0,d) 6 k4σ‖u‖W k(0,d),
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где k3, k4 > 0 не зависят от σ, k = 0, 1, 2. Аналогично мы можем показать,

что оператор Gσ1
1 удовлетворяет неравенству (1.1.3).

Таким образом, теорема 1.1.1 и следствие 1.1.1 остаются справедливы-

ми для операторов L(λ) и AB, соответствующих нелокальной краевой

задаче (1.1.18), (1.1.19).

Доказательство теоремы 1.1.1. Докажем сначала следующую апри-

орную оценку.

Лемма 1.1.2. Пусть выполнены условия 1.1.1–1.1.3. Тогда для любого

ε > 0 существует q > 1 такое, что для λ ∈ ωε,q и 0 6 τ 6 1 имеет

место оценка

c3|||Lτ(λ)u|||W[0,d] 6 |||u|||W 2(0,d) 6 c4|||Lτ(λ)u|||W[0,d]
(
u ∈ W 2(0, d)

)
,

(1.1.22)

где константы c3, c4 > 0 не зависят от λ, τ, u.

Доказательство. Докажем правую часть неравенства (1.1.22). Обо-

значим Lτ(λ)u = f . Тогда

L0(λ)u = f + Φ, (1.1.23)

где

Φ =
(−τA1u,−τ

(
B1

1u
)|t=0 − τB2

1u,−τ
(
B1

2u
)|t=d − τB2

2u
)
.

В силу замечания C.5 существует q0 = q0(ε) > 1 такое, что для

λ ∈ ωε,q0
решение «локальной» задачи (1.1.23) оценивается следующим

образом:

|||u|||W 2(0,d) 6 k1|||f + Φ|||W[0,d]. (1.1.24)

33



Из условий 1.1.1, 1.1.3 и из неравенства (B.25) мы получим

‖τA1u‖L2(0,d) 6 k2|λ|−1|||u|||W 2(0,d), (1.1.25)

|λ|3/2|τB2
ρu| 6 k3|λ|3/2‖u‖L2(0,d) 6 k3|λ|−1/2|||u|||W 2(0,d). (1.1.26)

В силу неравенств (B.25) и (B.26) мы имеем

|λ|3/2
∣∣τ(

B1
1u

)|t=0
∣∣ 6 k4|λ|

(‖B1
1u‖W 1(0,d) + |λ| · ‖B1

1u‖L2(0,d)
)

6

6 k5
(‖B1

1u‖W 2(0,d) + |λ|2‖B1
1u‖L2(0,d)

)
.

(1.1.27)

Из неравенства (1.1.4) следует, что

‖Gσ2u‖W 2(0,d) + |λ|2‖Gσ2
1 u‖L2(0,d) 6 2c2(σ)|||u|||W 2(0,d), (1.1.28)

где c2(σ) → 0 при σ → 0. Выбираем 0 < σ < σ0 так, что

2k1k5c2(σ) < 1/8. (1.1.29)

Для фиксированного σ, удовлетворяющего (1.1.29), введем веществен-

нозначную функцию ξ ∈ Ċ∞(R) такую, что ξ(t) = 1 (t ∈ [σ, d− σ]),

ξ(t) = 0 (t /∈ [σ/2, d− σ/2]). Из неравенства (1.1.3), замечания C.5, фор-

мулы Лейбница, условия 1.1.1 и неравенства (B.25) получим

‖Gσ1u‖W 2(0,d) + |λ|2‖Gσ1
1 u‖L2(0,d) 6 2c1|||u|||W 2(σ,d−σ) 6 2c1|||ξu|||W 2(0,d) 6

6 k6‖
(
A0 + λ2I

)
(ξu)‖L2(0,d) 6

6 k7
(‖(A0 + τA1 + λ2I

)
u‖L2(0,d) + ‖u‖W 1(0,d)

)
6

6 k8
(‖(A0 + τA1 + λ2I

)
u‖L2(0,d) + |λ|−1|||u|||W 2(0,d)

)
.

(1.1.30)

Из неравенств (1.1.27), (1.1.28) и (1.1.30) вытекает, что

|λ|3/2
∣∣τ(

B1
1u

)|t=0
∣∣ 6

6 k5
(
k8‖

(
A0 + τA1 + λ2I

)
u‖L2(0,d) +

(
k8|λ|−1 + 2c2(σ)

)|||u|||W 2(0,d)
)
.

(1.1.31)

Здесь константы k1, . . . , k8 > 0 не зависят λ, τ и u.
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Аналогично

|λ|3/2
∣∣τ(

B1
2u

)|t=d

∣∣ 6

6 k5

(
k8

∥∥(
A0 + τA1 + λ2I

)
u
∥∥

L2(0,d) +
(
k8|λ|−1 + 2c2(σ)

)|||u|||W 2(0,d)

)
.

(1.1.32)

Из неравенств (1.1.24)–(1.1.26), (1.1.31) и (1.1.32) следует, что

|||u|||W 2(0,d) 6 k1(1 + 2k5k8)|||Lτ(λ)u|||W[0,d]+

+
(
4k1k5c2(σ) + 2k1k3|λ|−1/2 + k1(k2 + 2k5k8)|λ|−1

)
|||u|||W 2(0,d). (1.1.33)

В силу (1.1.29), выбирая q > q0 так, что

k1

(
2k3q

−1/2 + (k2 + 2k5k8)q
−1

)
< 1/4,

мы получим

|||u|||W 2(0,d) 6 2k1(1 + 2k5k8)|||Lτ(λ)u|||W[0,d]

для λ ∈ ωε,q.

Первое неравенство в (1.1.22) следует из неравенств (1.1.25), (1.1.26),

(1.1.31) и (1.1.32). ¤

Используя лемму 1.1.2, замечание C.5 и теорему A.5, мы убеждаемся

в справедливости утверждения (b) из теоремы 1.1.1. Таким образом, в си-

лу компактности оператора вложения W 2(0, d) в L2(0, d) и теоремы A.1

мы получаем утверждение (a). Доказательство теоремы 1.1.1 теперь пол-

ностью завершено. ¤

Заметим, что теорема 1.1.1 остается справедливой, если константа

c2(σ) в неравенстве (1.1.4) достаточно мала. Однако, если c2(σ) доста-

точно велика, мы можем получить

B1
1u = B1

2u = −u.
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Следовательно, нелокальные условия (1.1.2) примут вид

B2
ρu = fρ (ρ = 1, 2). (1.1.34)

В частности, B2
ρ могут быть интегральными операторами:

d∫

0

eρ(t)u(t) = fρ (ρ = 1, 2)

(ср. пример 1.1.1). Тогда область определения соответствующего опера-

тора AB не плотна в L2(0, d). Исследование такой задачи оказывается

значительно более сложным и выходит за рамки данного пособия.

1.2. Разностные операторы в одномерном случае

Разностные операторы в L2(0, d). Рассмотрим разностный опера-

тор

R : L2(R) → L2(R),

определенный по формуле

(Rv)(t) =
m∑

j=−m

bjv(t + j), (1.2.1)

где bj — действительные числа.

Введем операторы

IQ : L2(0, d) → L2(R), PQ : L2(R) → L2(0, d),

RQ : L2(0, d) → L2(0, d)

по формулам

(IQv)(t) = v(t) (t ∈ (0, d)), v(t) = 0 (t /∈ (0, d)), (1.2.2)

(PQv)(t) = v(t) (t ∈ (0, d)), (1.2.3)

RQ = PQRIQ, (1.2.4)

где Q = (0, d).
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Мы будем пользоваться этими операторами при изучении краевых

задач для дифференциально-разностных уравнений. Сдвиги t → t + j

могут отображать точки отрезка [0, d] в множество [−m, 0] ∪ [d, d + m].

Следовательно, мы должны рассматривать краевые условия для диффе-

ренциально-разностного уравнения не только в точках 0 и d, но так-

же на множестве [−m, 0] ∪ [d, d + m]. Для того чтобы удовлетворялись

краевые условия, мы введем оператор IQ. Использование оператора PQ

необходимо для рассмотрения уравнения не на всей оси R, а лишь на

интервале (0, d).

Пример 1.2.1. Пусть d = 2, и пусть (Rv)(t) = v(t) + 2v(t− 1). Поло-

жим v(t) = t (t ∈ (0, 1]) и v(t) = 2− t (t ∈ (1, 2)).

Тогда

(RIQv)(t) = 0 (t ∈ (−∞, 0]), (RIQv)(t) = v(t) = t (t ∈ (0, 1]),

(RIQv)(t) = v(t) + 2v(t− 1) = 2− t + 2(t− 1) = t (t ∈ (1, 2)),

(RIQv)(t) = 2v(t− 1) = 2(2− (t− 1)) = 6− 2t (t ∈ [2, 3)),

(RIQv)(t) = 0 (t ∈ [3,∞)),

см. рис. 1.2.1.

Лемма 1.2.1. I∗Q = PQ, P ∗
Q = IQ, т. е. для всех u ∈ L2(0, d), v ∈ L2(R)

(IQu, v)L2(R) = (u, PQv)L2(0,d).

Доказательство следует из (1.2.2) и (1.2.3).

Из леммы 1.2.1 вытекает следующий результат.
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РИС. 1.2.1

Лемма 1.2.2. Операторы R : L2(R) → L2(R) и RQ : L2(0, d) →
L2(0, d) ограничены, и

(R∗v)(t) =
m∑

j=−m

bjv(t− j), R∗
Q = PQR∗IQ.

Пусть d = N + θ, где 0 < θ 6 1, N ∈ N.

Не ограничивая общности, будем считать, что m = N . Действительно,

если m < N , мы можем предполагать, что bj = 0 при |j| > m. Если

m > N , то оператор RQ не зависит от коэффициентов bj при |j| > N .

Если 0 < θ < 1, мы обозначим

Q1k = (k − 1, k − 1 + θ) (k = 1, . . . , N + 1),

Q2k = (k − 1 + θ, k) (k = 1, . . . , N).

Если θ = 1, мы обозначим

Q1k = (k − 1, k) (k = 1, . . . , N + 1).

Таким образом, существует два класса интервалов Q1k и Q2k, если

0 < θ < 1, и лишь один класс интервалов Q1k, если θ = 1. Каждые
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два интервала одного и того же класса могут быть получены друг из

друга сдвигом на некоторое целое число.

Пусть

Ps : L2(0, d) → L2

(⋃

k

Qsk

)

есть оператор ортогонального проектирования на L2

(⋃
k

Qsk

)
, где

L2

(⋃

k

Qsk

)
=

{
u ∈ L2(0, d) : u(t) = 0 для t ∈ (0, d) \

⋃

k

Qsk

}
,

P1 — единичный оператор, если θ = 1. Очевидно,

L2(0, d) =
⊕

s

L2

(⋃

k

Qsk

)
. (1.2.5)

Лемма 1.2.3. Пространство L2

(⋃
k

Qsk

)
— инвариантное подпро-

странство оператора RQ.

Доказательство вытекает из следующего свойства интервалов Qsk.

Для каждого интервала Qsk и целого j либо существует Qsm = Qsk + j,

либо Qsk + j ⊂ R \ (0, d).

Введем изоморфизм гильбертовых пространств

Us : L2

(⋃

k

Qsk

)
→ LM

2 (Qs1)

по формуле

(Usv)k(t) = v(t + k − 1) (t ∈ Qs1, k = 1, . . . , M), (1.2.6)

где LM
2 (Qs1) =

M∏
k=1

L2(Qs1), M = N + 1, если s = 1, M = N , если s = 2

(рис. 1.2.2).

Обозначим через R1 матрицу порядка (N + 1)×(N + 1) с элементами

rik = bk−i (i, k = 1, . . . , N + 1). (1.2.7)
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РИС. 1.2.2

Обозначим через R2 матрицу порядка N ×N , полученную из матри-

цы R1 вычеркиванием последнего столбца и последней строки. Другими

словами,

R1 =




b0 b1 . . . bN

b−1 b0 . . . bN−1

...
... . . . ...

b−N b−N+1 . . . b0




, R2 =




b0 b1 . . . bN−1

b−1 b0 . . . bN−2

...
... . . . ...

b−N+1 b−N+2 . . . b0




.

Введем оператор

RQs = UsRQU−1
s : LM

2 (Qs1) → LM
2 (Qs1). (1.2.8)
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Здесь и всюду в данном параграфе s = 1, 2, если θ < 1, и s = 1, если

θ = 1.

Лемма 1.2.4. Оператор RQs является оператором умножения на

матрицу Rs.

Доказательство. Пусть V (t) ∈ LM
2 (Qs1). Обозначим

v(t) = U−1
s V (t) ∈ L2

(⋃

k

Qsk

)
.

Тогда из (1.2.1), (1.2.4), (1.2.6) и (1.2.8) мы имеем

(RQsV )i(t) = (UsRQv)i(t) =
M−i∑

j=−i+1

bjv(t + i− 1 + j) =

=
M∑

k=1

bk−iv(t + k − 1) =
M∑

k=1

bk−iVk(t) (t ∈ Qs1).

(1.2.9)

¤

Лемма 1.2.5. Имеем

σ(RQ) =





σ(R1) ∪ σ(R2), если θ < 1,

σ(R1), если θ = 1.

Доказательство. В силу лемм 1.2.3 и 1.2.4
⋃
s

σ(Rs) ⊂ σ(RQ)

(s = 1, 2, если θ < 1, s = 1, если θ = 1). Пусть λ /∈ ⋃
s

σ(Rs). Тогда

оператор

Aλ =
∑

s

U−1
s (RQs − λI)−1UsPs : L2(0, d) → L2(0, d)

ограниченный. По лемме 1.2.3 PsRQ = RQPs. Следовательно,

Aλ(RQ − λI) =
∑

s

U−1
s (RQs − λI)−1Us(RQ − λI)Ps = I.
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Аналогично (RQ − λI)Aλ = I. Таким образом, оператор RQ − λI имеет

ограниченный обратный при λ /∈ ⋃
s

σ(Rs). ¤

Определение 1.2.1. Оператор RQ называется невырожденным, если

0 /∈ σ(RQ). Если 0 ∈ σ(RQ), то RQ называется вырожденным операто-

ром.

Замечание 1.2.1. В силу леммы 1.2.5 оператор RQ является невырож-

денным тогда и только тогда, когда 0 /∈ ⋃
s

σ(Rs) (s = 1, 2, если θ < 1, и

s = 1, если θ = 1). Обратно, оператор RQ является вырожденным, если

0 ∈ ⋃
s

σ(Rs).

Для вырожденного оператора RQ справедливо следующее утвержде-

ние.

Лемма 1.2.6. Пусть RQ — вырожденный оператор. Тогда

dimN (RQ) = ∞,

где N (RQ) — ядро оператора RQ.

Доказательство. Из замечания 1.2.1 следует существование такого s,

что det Rs = 0. Поэтому в силу леммы 1.2.4 N (RQs) нетривиально и со-

стоит из вектор-функций V ∈ LN
2 (Qs1), удовлетворяющих системе урав-

нений

RsV (t) = 0 (п. в. t ∈ Qs1). (1.2.10)

Поэтому dim N (RQs) = ∞. Положим v = U−1
s V . Из лемм 1.2.3, 1.2.4 и

формулы (1.2.8) следует, что

RQv = PsRQv = U−1
s RQsV = U−1

s RsV = 0.

Отсюда имеем v ∈ N (RQ). Итак, доказано, что dimN (RQ) = ∞. ¤
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Разностные операторы в пространствах Соболева.

Лемма 1.2.7. Оператор RQ отображает непрерывно пространство

W̊ k(0, d) в пространство W k(0, d), и

(RQv)(j) = RQv(j) (j 6 k) (1.2.11)

для всех v ∈ W̊ k(0, d).

Доказательство. Очевидно, равенство (1.2.11) выполняется для всех

v ∈ Ċ∞(0, d). Таким образом, по лемме 1.2.2 для любых v ∈ Ċ∞(0, d) мы

имеем
∥∥∥(RQv)(j)

∥∥∥
L2(0,d)

=
∥∥∥RQv(j)

∥∥∥
L2(0,d)

6 k1

∥∥∥v(j)
∥∥∥

L2(0,d)
(j 6 k),

‖RQv‖L2(0,d) 6 k1 ‖v‖L2(0,d) .

Следовательно, для всех v ∈ Ċ∞(0, d)

‖RQv‖W k(0,d) 6 k1 ‖v‖W k(0,d) .

Поскольку множество Ċ∞(0, d) всюду плотно в пространстве W̊ k(0, d), из

последнего неравенства следует, что оператор RQ отображает непрерыв-

но W̊ k(0, d) в W k(0, d). Следовательно, из плотности Ċ∞(0, d) в W̊ k(0, d)

и равенства (1.2.11) для v ∈ Ċ∞(0, d) мы получим равенство (1.2.11) для

всех v ∈ W̊ k(0, d). ¤

Лемма 1.2.8. Пусть v ∈ W k(Qsi) для всех s и i = 1, . . . , M, где

k > 0 — целое. Тогда RQv ∈ W k(Qsj) и

‖RQv‖W k(Qsj) 6 c1

M∑
i=1

‖v‖W k(Qsi). (1.2.12)

Доказательство следует из формул (1.2.6) и (1.2.8).
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Лемма 1.2.9. Пусть оператор RQ невырожденный и RQv ∈ W k(Qsi)

для всех s и i = 1, . . . , M, где k > 0 — целое. Тогда v ∈ W k(Qsj) и

‖v‖W k(Qsj) 6 c2

M∑

i=1

‖RQv‖W k(Qsi). (1.2.13)

Доказательство. Очевидно, (UsPsRQv)i ∈ W k(Qs1) (i = 1, . . . , M),

т. е. (RsUsPsv)i ∈ W k(Qsj) (i = 1, . . . , M). Отсюда мы имеем (UsPsv)j =
(
R−1

s (RsUsPsv)
)
j
∈ W k(Qs1) (j = 1, . . . , M). Таким образом, v ∈ W k(Qsj)

и справедливо неравенство (1.2.13). ¤

Регулярные разностные операторы.

Определение 1.2.2. Невырожденный разностный оператор RQ назы-

вается регулярным, если det R2 6= 0. Невырожденный разностный опе-

ратор RQ называется нерегулярным, если det R2 = 0.

Замечание 1.2.2. В силу леммы 1.2.5 при θ < 1 оператор RQ регу-

лярный тогда и только тогда, когда det R1 6= 0, det R2 6= 0. Поэтому в

случае θ < 1 любой невырожденный оператор RQ является регулярным.

В случае θ = 1 оператор RQ является нерегулярным тогда и только тогда,

когда det R1 6= 0, det R2 = 0.

Обозначим через W 1
γ (0, d) подпространство функций из W 1(0, d), удо-

влетворяющих условиям

u(0) =
N∑

i=1

γ1iu(i), u(d) =
N∑

i=1

γ2iu(d− i), (1.2.14)

где γji — вещественные числа (j = 1, 2, i = 1, . . . , N), γ = {γji}.
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Теорема 1.2.1. Пусть оператор RQ регулярный. Тогда существу-

ют вещественные числа γji (j = 1, 2, i = 1, . . . , N) такие, что опе-

ратор RQ отображает W̊ 1(0, d) на W 1
γ (0, d) непрерывно и взаимно

однозначно.

Доказательство. 1. Вначале докажем, что существуют γji такие, что

RQ

(
W̊ 1(0, d)

) ⊂ W 1
γ (0, d).

Обозначим через R1
1

(
RN+1

1

)
матрицу, полученную из R1 вычеркива-

нием первого (последнего) столбца. Обозначим через ei (gi) i-ю строку

матрицы R1
1

(
RN+1

1

)
. Матрица, полученная из R1 вычеркиванием первой

строки и первого столбца, совпадает с матрицей R2, полученной из R1

вычеркиванием последней строки и последнего столбца. Таким образом,

из условия det R2 6= 0 вытекает, что

e1 =
N∑

i=1

γ1iei+1, gN+1 =
N∑

i=1

γ2igN+1−i, (1.2.15)

где γ1i, γ2i — вещественные числа.

По лемме 1.2.7 RQ

(
W̊ 1(0, d)

) ⊂ W 1(0, d). Таким образом, из (1.2.6),

(1.2.15) и леммы 1.2.3 следует, что для v ∈ W̊ 1(0, d)

(RQv)(0) = (U1P1RQv)1(0) = (R1U1P1v)1(0) =

=
N∑

i=1

γ1i(R1U1P1v)i+1(0) =
N∑

i=1

γ1i(RQv)(i).
(1.2.16)

Аналогично получаем

(RQv)(d) =
N∑

i=1

γ2i(RQv)(d− i). (1.2.17)

Следовательно,

RQ

(
W̊ 1(0, d)

) ⊂ W 1
γ (0, d).

2. Докажем теперь обратное включение

W 1
γ (0, d) ⊂ RQ

(
W̊ 1(0, d)

)
.
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Предположим, что u ∈ W 1
γ (0, d). По предположению оператор RQ :

L2(0, d) → L2(0, d) имеет ограниченный обратный R−1
Q : L2(0, d) →

L2(0, d). Покажем, что v = R−1
Q u ∈ W̊ 1(0, d).

Не ограничивая общности, рассмотрим случай θ = 1. В этом случае

s = 1, M = N + 1. В силу леммы 1.2.9 v ∈ W 1(Q1p) (p = 1, . . . , N + 1).

Поэтому согласно теореме B.10 достаточно доказать, что

v(p− 0) = v(p + 0) (p = 1, . . . , N), v(0) = v(N + 1) = 0,

где

v(p− 0) = lim
t→p, t<p

v(t), v(p + 0) = lim
t→p, t>p

v(t).

Обозначим

ϕp = v(p + 0) (p = 0, . . . , N), ψj = v(j − 0) (j = 1, . . . , N + 1).

Очевидно,

ϕp = (U1v)p+1(0 + 0), ψj = (U1v)j(1− 0).

Поскольку RQv ∈ W 1(0, d), то из (1.2.6) и леммы 1.2.4 мы имеем

(R1U1v)i+1(0 + 0) = (U1RQv)i+1(0 + 0) = (RQv)(i + 0) =

= (RQv)(i− 0) = (U1RQv)i(1− 0) = (R1U1v)i(1− 0) (i = 1, . . . , N).

Таким образом, функции ϕp и ψj удовлетворяют следующим условиям:
N+1∑
p=1

ri+1,pϕp−1 =
N+1∑
p=1

ripψp (i = 1, . . . , N). (1.2.18)

Более того, функция RQv удовлетворяет условиям (1.2.16), (1.2.17), ко-

торые можно записать в виде
N+1∑
p=1

r1pϕp−1 =
N∑

i=1

γ1i

N+1∑
p=1

ri+1,pϕp−1, (1.2.19)

N+1∑
p=1

rN+1,pψp =
N∑

i=1

γ2i

N+1∑
p=1

rN+1−i,pψp. (1.2.20)
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Из условий (1.2.15), (1.2.19) и (1.2.20) мы получаем
(

r11 −
N∑

i=1

γ1iri+1,1

)
ϕ0 = 0,

(
rN+1,N+1 −

N∑
i=1

γ2irN+1−i,N+1

)
ψN+1 = 0.

Множитель перед ϕ0 (ψN+1) ненулевой. В противном случае в си-

лу (1.2.15) первая (последняя) строка R1 равна линейной комбинации

остальных строк. Но это невозможно, так как det R1 6= 0. Следователь-

но, ϕ0 = ψN+1 = 0.

Таким образом, система (1.2.18) будет иметь вид
N∑

p=1

ri+1,p+1ϕp =
N∑

p=1

ripψp (i = 1, . . . , N).

Поскольку ri+1,p+1 = rip (i, p = 1, . . . , N) и det R2 6= 0, мы получим

ϕp = ψp (p = 1, . . . , N). Итак, мы доказали, что W 1
γ (0, d) ⊂ RQ

(
W̊ 1(0, d)

)
.

¤

Пример 1.2.2. Пусть d = 2 и

(Rv)(t) = b0v(t) + b1v(t + 1) + b−1v(t− 1),

где bj ∈ R.

В этом случае мы получим один класс, содержащий два интервала

Q11 = (0, 1) и Q12 = (1, 2). Очевидно, матрицы R1 и R2 имеют вид

R1 =


 b0 b1

b−1 b0


 , R2 = (b0).

Предположим, что

b2
0 − b1b−1 6= 0, b0 6= 0

(см. теорему 1.2.1). Тогда

RQ

(
W̊ 1(0, 2)

)
= W 1

γ (0, 2),
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где

W 1
γ (0, 2) = {u ∈ W 1(0, 2) : u(0) = γ11u(1), u(2) = γ21u(1)},

γ11 = b1/b0, γ21 = b−1/b0.

Пример 1.2.3. Пусть d = 2
1

3
и

(Rv)(t) = b0v(t) + b1v(t + 1) + b−1v(t− 1),

где bj ∈ R.

В этом случае мы имеем два класса интервалов, а именно:

Q1k = (k − 1, k − 1 + 1/3) (k = 1, 2, 3)

и

Q2k = (k − 1 + 1/3, k) (k = 1, 2).

Матрицы R1 и R2 имеют следующий вид:

R1 =




b0 b1 0

b−1 b0 b1

0 b−1 b0


 , R2 =


 b0 b1

b−1 b0


 .

Пусть det R1 6= 0, det R2 6= 0, т. е.

b0
(
b2
0 − 2b1b−1

) 6= 0, b2
0 − b1b−1 6= 0.

Тогда в силу теоремы 1.2.1

RQ


W̊ k


0, 2

1

3





 = W 1

γ


0, 2

1

3


,

где

W 1
γ

(
0, 2

1

3

)
=

{
u ∈ W 1

(
0, 2

1

3

)
: u(0) = γ11u(1) + γ12u(2),

u

(
2
1

3

)
= γ21u

(
1
1

3

)
+ γ22u

(
1

3

)}
,

γ11 = b0b1/∆, γ12 = −b2
1/∆, γ21 = b−1b0/∆, γ22 = −b2

−1/∆, ∆ = b2
0− b1b−1.
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Нерегулярные разностные операторы. Пусть θ = 1. В этом случае

d = N + 1. Обозначим через W 1
γ,m(0, d) подпространство функций из

W 1(0, d), удовлетворяющих условиям

u(N + 1) =
∑

16i6N+1, i 6=m+1

γ1iu(i− 1), (1.2.21)

u(m) =
∑

16i6N, i 6=m

γ2iu(i), (1.2.22)

где m — фиксированное число такое, что 1 6 m 6 N , γ1i (i = 1, . . . , N+1,

i 6= m + 1) и γ2i (i = 1, . . . , N, i 6= m) — вещественные числа, γ = {γji}.

Теорема 1.2.2. Пусть θ = 1, и пусть оператор RQ нерегулярный.

Тогда существует целое число m, 1 6 m 6 N, и вещественные чис-

ла γ1i (i = 1, . . . , N + 1, i 6= m + 1, γ11 6= 0) и γ2i (i = 1, . . . , N, i 6= m)

такие, что оператор RQ отображает W̊ 1(0, d) на W 1
γ,m(0, d) непре-

рывно и взаимно однозначно.

Доказательство. 1. Прежде всего докажем, что существует нату-

ральное число m, 1 6 m 6 N , и вещественные числа γ1i (i = 1, . . . , N+1,

i 6= m + 1, γ1i 6= 0) и γ2i (i = 1, . . . , N, i 6= m) такие, что

RQ

(
W̊ 1(0, d)

) ⊂ W 1
γ,m(0, d).

Обозначим через R1
1

(
RN+1

1

)
матрицу, полученную из R1 вычеркива-

нием первого (последнего) столбца. Обозначим через ei (gi) i-ю строку

матрицы R1
1

(
RN+1

1

)
.

В силу условия det R2 = 0 строки g1, . . . , gN линейно независимы.

Следовательно, существует номер m, 1 6 m 6 N , такой, что строка gm

является линейной комбинацией остальных строк

gm =
∑

16i6N, i 6=m

γ2igi, (1.2.23)
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где γ2i — вещественные числа (i = 1, . . . , N, i 6= m).

Легко заметить, что ei+1 = gi (i = 1, . . . , N). Поэтому из (1.2.23) мы

получаем

em+1 =
∑

16i6N, i 6=m

γ2iei+1,

т. е.

em+1 =
∑

26i6N+1, i 6=m+1

γ2,i−1ei. (1.2.24)

Из условия det R1 6= 0 следует, что строки

ei (i = 1, . . . , N + 1, i 6= m + 1)

образуют базис в RN и строки

gj (j = 1, . . . , N + 1, j 6= m)

также образуют базис в RN . Следовательно, существуют вещественные

числа γ1i (i = 1, . . . , N + 1, i 6= m + 1) такие, что

gN+1 =
∑

16i6N+1, i 6=m+1

γ1iei, (1.2.25)

т. е.

(rN+1,1, . . . , rN+1,N) =
∑

16i6N+1, i6=m+1

γ1i(ri2, . . . , ri,N+1). (1.2.26)

Покажем, что γ11 6= 0. Предположим, что γ11 = 0. Тогда (1.2.25)

примет вид

gN+1 =
∑

26i6N+1, i6=m+1

γ1iei =
∑

16i6N, i 6=m

γ1,i+1ei+1 =
∑

16i6N, i 6=m

γ1,i+1gi.

Это противоречит заключению о том, что строки gj (j = 1, . . . , N + 1,

j 6= m) образуют базис в RN . Таким образом, γ11 6= 0.
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В силу леммы 1.2.7 RQ

(
W̊ k(0, d)

) ⊂ W 1(0, d). Поэтому из соотноше-

ний (1.2.6), (1.2.23) и леммы 1.2.4 следует, что для v ∈ W̊ 1(0, d)

(RQv)(m) = (U1RQv)m(1) = (R1U1v)m(1) =

=
∑

16i6N, i6=m

(γ2iR1U1v)i(1) =
∑

16i6N, i 6=m

γ2i(RQv)(i).
(1.2.27)

Вновь используя (1.2.6) и лемму 1.2.4, мы имеем

(RQv)(N + 1) = (U1RQv)N+1(1) = (R1U1v)N+1(1) =

=
N∑

s=1

rN+1,s(U1v)s(1) =
N∑

s=1

rN+1,s(U1v)s+1(0) =

=
N+1∑
s=2

rN+1,s−1(U1v)s(0).

(1.2.28)

Аналогично

(RQv)(i− 1) = (U1RQv)i(0) = (R1U1v)i(0) =

=
N+1∑
s=2

ris(U1v)s(0) (i = 1, . . . , N + 1).

(1.2.29)

Из (1.2.26), (1.2.28) и (1.2.29) мы получим

(RQv)(N + 1) =
∑

16i6N+1, i 6=m+1

γ1i(RQv)(i− 1). (1.2.30)

В силу (1.2.27) и (1.2.30)

RQ

(
W̊ 1(0, d)

) ⊂ W 1
γ,m(0, d).

2. Докажем теперь обратное включение

W 1
γ,m(0, d) ⊂ RQ

(
W̊ 1(0, d)

)
.

Пусть u ∈ W 1
γ,m(0, d). В силу леммы 1.2.5 оператор RQ : L2(0, d) →

L2(0, d) имеет ограниченный обратный R−1
Q : L2(0, d) → L2(0, d). Пока-

жем, что v = R−1
Q u ∈ W̊ 1(0, d).
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Из леммы 1.2.9 мы получим v ∈ W 1(Q1p) (p = 1, . . . , N + 1). Поэтому

достаточно доказать, что

v(p− 0) = v(p + 0) (p = 1, . . . , N), v(0) = v(N + 1) = 0.

Обозначим

ϕp = v(p + 0) (p = 0, . . . , N), ψj = v(j − 0) (j = 1, . . . , N + 1).

Поскольку RQv ∈ W 1(0, d), мы имеем

(RQv)(i + 0) = (RQv)(i− 0) (i = 1, . . . , N).

Таким образом, функции ϕp и ψj удовлетворяют следующим условиям:

N+1∑
p=1

ri+1,pϕp−1 =
N+1∑
p=1

ripψp (i = 1, . . . , N), (1.2.31)

ср. (1.2.18).

Более того, функция RQv удовлетворяет условию (1.2.27), которое

можно записать в виде
N+1∑
p=1

rmpψp =
∑

16i6N, i6=m

γ2i

N+1∑
p=1

ripψp (1.2.32)

или в виде
N+1∑
p=1

rm+1,pϕp−1 =
∑

16i6N, i6=m

γ2i

N+1∑
p=1

ri+1,pϕp−1 =

=
∑

26i6N+1, i6=m+1

γ2,i−1

N+1∑
p=1

ripψp−1.

(1.2.33)

Из условий (1.2.32), (1.2.23) и (1.2.33), (1.2.24) мы получим
(

rm,N+1 −
∑

16i6N, i 6=m

γ2iri,N+1

)
ψN+1 = 0, (1.2.34)

(
rm+1,1 −

∑

26i6N+1, i 6=m+1

γ2,i−1ri1

)
ϕ0 = 0. (1.2.35)
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Множитель перед ψN+1 (ϕ0) ненулевой. В противном случае мы име-

ем det R1 = 0, что противоречит нашему предположению о невырожден-

ности оператора RQ. Следовательно,

ψN+1 = ϕ0 = 0.

Таким образом, система (1.2.31) примет вид
N∑

p=1

ri+1,p+1ϕp =
N∑

p=1

ripψp (i = 1, . . . , N).

Поскольку ri+1,p+1 = rip (i, p = 1, . . . , N) и m-я строка этой системы

является линейной комбинацией остальных строк, данная система экви-

валентна системе
N∑

p=1

ripϕp =
N∑

p=1

ripψp (i = 1, . . . , N, i 6= m). (1.2.36)

Теперь, используя равенства ϕ0 = ψN+1 = 0, мы можем переписать

соотношение (1.2.30) в следующем виде:
N∑

p=1

rN+1,pψp =
∑

16i6N+1,i 6=m+1

γ1i

N∑
p=1

ri,p+1ϕp. (1.2.37)

Из (1.2.26) мы имеем

∑

16i6N, i 6=m+1

γ1i

N∑
p=1

ri,p+1ϕp =
N∑

p=1

rN+1,pϕp.

Таким образом, используя (1.2.37) и последнее соотношение, мы по-

лучаем
N∑

p=1

rN+1,pψp =
N∑

p=1

rN+1,pϕp. (1.2.38)

Используя (1.2.36) и (1.2.38), получим систему N уравнений с N

неизвестными
N∑

p=1

rip(ϕp − ψp) = 0 (i = 1, . . . , N + 1, i 6= m). (1.2.39)
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Строки системы (1.2.39) совпадают с линейно независимыми строка-

ми gi (i = 1, . . . , N + 1, i 6= m). Следовательно, ϕp−ψp = 0, т. е. ϕp = ψp

(p = 1, . . . , N). Мы доказали, что

W 1
γ (0, d) ⊂ RQ

(
W̊ 1(0, d)

)
.

¤

Пример 1.2.4. Пусть d = 2 и

(Rv)(t) = v(t + 1) + v(t− 1)

(ср. пример 1.2.2).

Мы имеем только один класс, содержащий два интервала Q11 = (0, 1)

и Q12 = (1, 2). Матрицы R1 и R2 имеют вид

R1 =


0 1

1 0


 , R2 = (0).

Очевидно, m = 1 и RQ

(
W̊ 1(0, 2)

)
= W 1

γ,1(0, 2), где

W 1
γ,1(0, 2) = {u ∈ W 1(0, 2) : u(0) = u(2), u(1) = 0}.

1.3. Краевая задача для дифференциально-разностного уравнения

второго порядка

Гладкость обобщенных решений. Рассмотрим дифференциально-

разностное уравнение

−(Rv)′′(t) + A1v = f0(t) (t ∈ (0, d)) (1.3.1)

с однородными краевыми условиями

v(t) = 0 (t ∈ [−N, 0] ∪ [d, d + N ]). (1.3.2)
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Здесь R : L2(R) → L2(R) — разностный оператор вида

(Rv)(t) =
N∑

j=−N

bjv(t + j),

bj ∈ R, A1 : W̊ 1(0, d) → L2(0, d) — линейный ограниченный оператор,

d = N + θ, 0 < θ 6 1, N ∈ N, f0 ∈ L2(0, d) — комплекснозначная функ-

ция. Дифференциально-разностное уравнение с неоднородными крае-

выми условиями можно легко свести к дифференциально-разностному

уравнению с однородными краевыми условиями. Поэтому, не ограничи-

вая общности, мы можем изучать уравнение (1.3.1) с однородными кра-

евыми условиями (1.3.2). Поскольку сдвиги t → t + j могут отображать

точки отрезка [0, d] в множество [−N, 0] ∪ [d, d + N ], мы рассматриваем

краевые условия для уравнения (1.3.1) не только на концах интерва-

ла (0, d), но также на множестве [−N, 0] ∪ [d, d + N ].

Введем операторы IQ : L2(0, d) → L2(R), PQ : L2(R) → L2(0, d) и

RQ : L2(0, d) → L2(0, d) по формулам (1.2.2)–(1.2.4). Оператор IQ поз-

воляет рассматривать однородные краевые условия (1.3.2). Оператор PQ

используется для изучения уравнения (1.3.1) не на всей оси R, а лишь

на интервале (0, d).

Пусть AR : D(AR) ⊂ L2(0, d) → L2(0, d) — неограниченный оператор,

заданный формулами

ARv = −(RQv)′′(t) + A1v (v ∈ D(AR)),

D(AR) = {v ∈ W̊ 1(0, d) : RQv ∈ W 2(0, d)}.
(1.3.3)

Определение 1.3.1. Функция v ∈ D(AR) называется обобщенным

решением задачи (1.3.1), (1.3.2), если

ARv = f0. (1.3.4)

Это определение эквивалентно следующему.
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Определение 1.3.2. Функция v ∈ W̊ 1(0, d) называется обобщенным

решением задачи (1.3.1), (1.3.2), если для всех w ∈ W̊ 1(0, d),

d∫

0

{(RQv)′(t)w′(t) + (A1v)(t)w(t)} dt =

d∫

0

f0(t)w(t) dt. (1.3.5)

Действительно, если функция v ∈ D(AR) является обобщенным ре-

шением краевой задачи (1.3.1), (1.3.2) в смысле определения 1.3.1, то,

умножая (1.3.4) на w(t) и интегрируя по частям, мы получаем (1.3.5).

Теперь предположим, что v ∈ W̊ 1(0, d) — обобщенное решение задачи

(1.3.1), (1.3.2) в смысле определения 1.3.2. Тогда из тождества (1.3.5),

используя правило дифференцирования обобщенных функций, для всех

w ∈ Ċ∞(0, d) мы имеем

〈−(RQv)′′, w〉+

d∫

0

A1vw dt =

d∫

0

f0w dt. (1.3.6)

Поскольку A1v ∈ L2(0, d) и f0 ∈ L2(0, d), из (1.3.6) следует, что

(RQv)′′ ∈ L2(0, d)

и равенство (1.3.4) выполнено.

Рассмотрим пример оператора A1.

Пример 1.3.1. Пусть

A1v = a1(t)(R1Qv)′(t) + a2(t)(R2Qv)(t), (1.3.7)

где a1, a2 ∈ C∞[0, d] — вещественнозначные функции, RiQ = PQRiIQ,

(Riv)(t) =
N∑

j=−N

bijv(t + j) (i = 1, 2),

bij ∈ R. Тогда в силу лемм 1.2.2 и 1.2.7 оператор A1 : W̊ 1(0, d) → L2(0, d)

ограниченный.
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В отличие от решений обыкновенных дифференциальных уравнений

гладкость обобщенных решений краевых задач для дифференциально-

разностных уравнений может нарушаться на интервале (0, d).

Теорема 1.3.1. Предположим, что оператор RQ невырожденный.

Пусть f0 ∈ W k(0, d), и пусть оператор A1 имеет вид (1.3.7), если

k > 1. Пусть v(t) — обобщенное решение краевой задачи (1.3.1), (1.3.2).

Тогда

v ∈ W k+2(j − 1, j) (j = 1, . . . , N + 1),

если θ = 1, и

v ∈ W k+2(j − 1, j − 1 + θ) (j = 1, . . . , N + 1),

v ∈ W k+2(j − 1 + θ, j) (j = 1, . . . , N),

если θ < 1.

Доказательство. Докажем теорему 1.3.1 по индукции.

Пусть k = 0. Тогда по определению 1.3.1 RQv ∈ W 2(0, d). Поэтому из

леммы 1.2.9 следует, что v ∈ W 2(Qsi) для всех s и i = 1, . . . , M .

Пусть теперь утверждение теоремы 1.3.1 справедливо для некоторо-

го неотрицательного целого k = m − 1. Докажем, что это утверждение

выполняется также для k = m. Предположим, что f0 ∈ Wm(0, d). Урав-

нение (1.3.4) примет вид

−(RQv)′′ = F0 = f0 − A1v.

По предположению индукции v ∈ Wm+1(Qsi) для всех s и i = 1, . . . , M .

Поэтому в силу леммы 1.2.8 F ∈ Wm(Qsi), т. е. RQv ∈ Wm+2(Qsi). Из

леммы 1.2.9 вытекает, что v ∈ Wm+2(Qsi). ¤
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Рассмотрим пример, в котором гладкость обобщенного решения на-

рушается даже при бесконечно дифференцируемой правой части урав-

нения. Этот пример показывает также, как найти обобщенное решение

задачи (1.3.1), (1.3.2) путем сведения к дифференциальному уравнению

с нелокальными краевыми условиями.

Пример 1.3.2. Рассмотрим краевую задачу

−(Rv)′′(t) = 1 (t ∈ (0, 2)), (1.3.8)

v(t) = 0 (t ∈ [−1, 0] ∪ [2, 3]), (1.3.9)

где

(Rv)(t) = v(t) + bv(t + 1) + bv(t− 1), |b| 6= 1.

Тогда

R1 =


1 b

b 1




и det R1 6= 0 (см. пример 1.2.2). В силу теоремы 1.2.1 оператор RQ

отображает непрерывно и взаимно однозначно W̊ 1(0, 2) на W 1
γ (0, 2), где

W 1
γ (0, 2) — подпространство функций u ∈ W 1(0, 2) таких, что

u(0) = bu(1) = u(2). (1.3.10)

Следовательно, краевая задача (1.3.8), (1.3.9) эквивалентна уравне-

нию

−u′′(t) = 1 (1.3.11)

с нелокальными условиями (1.3.10). Подставляя общее решение уравне-

ния (1.3.11) в (1.3.10), мы видим, что существует единственное сильное

решение задачи (1.3.11), (1.3.10)

u(t) = −t2

2
+ t +

b

2(1− b)
.
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Поэтому мы можем найти обобщенное решение задачи (1.3.8), (1.3.9)

следующим образом:

v(t) = R−1
Q u(t).

Поскольку

R−1
1 =

1

1− b2


 1 −b

−b 1


 ,

то R−1
Q = PQR′IQ, где

(R′w)(t) =
w(t)− bw(t + 1)− bw(t− 1)

1− b2 .

Таким образом, существует единственное обобщенное решение зада-

чи (1.3.8), (1.3.9)

v(t) =





− t2

2(1 + b)
+

t

1− b2 (t ∈ (0, 1)),

− t2

2(1 + b)
+

1− 2b

1− b2 t +
2b

1− b2 (t ∈ (1, 2)),
(1.3.12)

см. рис. 1.3.1.

РИС. 1.3.1

Очевидно, производная v′(t) имеет разрыв в точке t = 1, если b 6= 0,

т. е. v ∈ W̊ 1(0, 2) \W 2(0, 2).

Продемонстрируем теперь другой путь нахождения обобщенного ре-

шения краевой задачи для дифференциально-разностного уравнения.

Пример 1.3.3. Рассмотрим вновь краевую задачу (1.3.8), (1.3.9).
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Введем новые функции

v1(t) = v(t) (t ∈ (0, 1)),

v2(t) = v(t + 1) (t ∈ (0, 1)).

Тогда из (1.3.8), (1.3.9) следует, что

−v′′1(t)− bv′′2(t) = 1 (t ∈ (0, 1)),

−bv′′1(t)− v′′2(t) = 1 (t ∈ (0, 1)).
(1.3.13)

Общее решение системы (1.3.13) имеет вид

v1(t) = − t2

2(1 + b)
+ c1t + c2,

v2(t) = − t2

2(1 + b)
+ c3t + c4.

(1.3.14)

Поскольку v ∈ W̊ 1(0, 2) и W̊ 1(0, 2) ⊂ C[0, 2], мы получим

v(0) = v(2) = 0, v(1− 0) = v(1 + 0).

Из условия RQv ∈ W 2(0, 2) следует, что

(RQv)′(1− 0) = (RQv)′(1 + 0).

Мы можем переписать эти условия в следующем виде:

v1(0) = 0, v2(1) = 0,

v1(1) = v2(0), v′1(1) + bv′2(1) = bv′1(0) + v′2(0).
(1.3.15)

Из системы (1.3.15) мы находим константы c1, . . . , c4. Подставляя эти

константы в (1.3.14), мы имеем

v1(t) = − t2

2(1 + b)
+

t

1− b2 (t ∈ (0, 1)),

v2(t) = − t2

2(1 + b)
− bt

1− b2 +
1

2(1− b)
(t ∈ (0, 1)).

(1.3.16)

Из равенств (1.3.16) мы получаем (1.3.12).
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Федгольмова разрешимость. В случае невырожденного оператора

RQ мы установим фредгольмовость оператора AR.

Теорема 1.3.2. Предположим, что оператор RQ невырожденный.

Тогда неограниченный оператор AR : D(AR) ⊂ L2(0, d) → L2(0, d)

фредгольмов и indAR = 0.

В теореме 1.3.2 мы рассматриваем как регулярные, так и нерегулярные

разностные операторы. В случае регулярного оператора RQ мы сведем за-

дачу (1.3.1), (1.3.2) к обыкновенному дифференциальному уравнению с

нелокальными краевыми условиями (1.2.14). Затем мы применим след-

ствие 1.1.2 о разрешимости этой нелокальной задачи. Для нерегулярного

оператора RQ мы сведем задачу (1.3.1), (1.3.2) к обыкновенному диффе-

ренциальному уравнению с нелокальными краевыми условиями (1.2.21),

(1.2.22). Установим теперь фредгольмово свойство оператора, соответ-

ствующего этой вспомогательной нелокальной краевой задаче.

Пусть θ = 1, т. е. d = N + 1. Обозначим через W 1
γ,m(0, d) подпро-

странство функций из W 1(0, d), удовлетворяющих условиям

u(N + 1) =
∑

16i6N+1, i 6=m+1

γ1iu(i− 1), (1.3.17)

u(m) =
∑

16i6N, i 6=m

γ2iu(i), (1.3.18)

где m — фиксированное число такое, что 1 6 m 6 N , γ1i (i = 1, . . . , N+1,

i 6= m + 1) и γ2i (i = 1, . . . , N, i 6= m) — вещественные числа, γ = {γji}.
Введем ограниченный оператор Aγ,m : W 2(0, d)∩W 1

γ,m(0, d) → L2(0, d),

заданный по формуле

Aγ,mu = −u′′ + A1R
−1
Q u. (1.3.19)
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Лемма 1.3.1. Ограниченный оператор Aγ,m : W 2(0, d)∩W 1
γ,m(0, d) →

L2(0, d) фредгольмов, и indAγ,m = 0.

Доказательство. Из компактности оператора вложения W 2(0, d) ∩
W 1

γ,m(0, d) в W 1
γ,m(0, d) и теоремы 1.2.2 следует, что оператор A1R

−1
Q :

W 2(0, d) ∩W 1
γ,m(0, d) → L2(0, d) компактный. В силу теоремы A.7 ком-

пактное возмущение не меняет свойства фредгольмовости и индекса опе-

ратора. Поэтому, не ограничивая общности, мы можем полагать, что

A1R
−1
Q = 0.

Рассмотрим неоднородное операторное уравнение

Aγ,mu = f0, (1.3.20)

где f0 ∈ L2(0, d). Это уравнение эквивалентно обыкновенному диффе-

ренциальному уравнению

−u′′(t) = f0(t) (t ∈ (0, N + 1)) (1.3.21)

с нелокальными краевыми условиями (1.3.17), (1.3.18).

Общее решение уравнения (1.3.21) имеет вид

u(t) = c1 + c2t−
t∫

0

(t− τ)f0(τ)dτ. (1.3.22)

Подставляя (1.3.22) в (1.3.17) и (1.3.18), мы получим уравнения для кон-

стант c1 и c2

c1


1−

∑

16i6N+1, i 6=m+1

γ1i


 + c2


N + 1−

∑

26i6N, i6=m+1

γ2i(i− 1)


 =

=

N+1∫

0

(N + 1− τ)f0(τ)dτ −
∑

16i6N, i 6=m

γ1,i+1

i∫

0

(i− τ)f0(τ)dτ,

(1.3.23)
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c1


1−

∑

16i6N, i 6=m

γ2i


 + c2


m−

∑

16i6N, i 6=m

γ2ii


 =

=

m∫

0

(m− τ)f0(τ)dτ −
∑

16i6N, i 6=m

γ2i

i∫

0

(i− τ)f0(τ)dτ.

(1.3.24)

Обозначим

Φi(f0) =

i∫

0

(i− τ)f0(τ)dτ (i = 1, . . . , N + 1).

Очевидно, Φi(f0) = (f0, ϕ0)L2(0,d), где

ϕi(τ) = (i− τ)θ(i− τ),

θ(t) = 1 при t > 0, θ(t) = 0 при t < 0. Следовательно, Φi(f0) — линейно

независимые непрерывные функционалы на L2(0, d). Отсюда следует, что

F1(f0) = ΦN+1(f0)−
∑

16i6N, i 6=m

γ1,i+1Φi(f0),

F2(f0) = Φm(f0)−
∑

16i6N, i 6=m

γ2iΦi(f0) —

также линейно независимые непрерывные функционалы на L2(0, d).

Таким образом, система (1.3.23), (1.3.24) примет вид

c1


1−

∑

16i6N+1, i6=m+1

γ1i


+

+ c2


N + 1−

∑

26i6N, i 6=m+1

γ2i(i− 1)


 = F1(f0),

c1


1−

∑

16i6N, i6=m

γ2i


 + c2


m−

∑

16i6N, i 6=m

γ2ii


 = F2(f0).

(1.3.25)

Отсюда следует, что образ R(Aγ,m) замкнут в пространстве L2(0, d)

и codimR(Aγ,m) 6 2. Обозначим через M матрицу системы (1.3.25).
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Очевидно, N (Aγ,m) 6= {0} тогда и только тогда, когда det M = 0. Более

того, dimN (Aγ,m) = 2− rank M . Поэтому оператор Aγ,m фредгольмов.

Теперь остается доказать, что indAγ,m = 0. Рассмотрим три случая.

1. rank M = 2. В этом случае

dimN (Aγ,m) = 0, codimR(Aγ,m) = 0,

т. е. indAγ,m = 0.

2. rank M = 1. Очевидно, dimN (Aγ,m) = 1. С другой стороны,

система (1.3.25) совместна тогда и только тогда, когда ранг рас-

ширенной матрицы равен 1. Это означает, что f0 должна удовле-

творять условию

α1F1(f0) + α2F2(f0) = 0,

где α2
1 +α2

2 6= 0. Поскольку функционалы F1 и F2 — линейно неза-

висимы, это означает, что codimR(Aγ,m) = 1. Следовательно,

indAγ,m = 0.

3. rank M = 0. В этом случае dimN (Aγ,m) = 2. Система (1.3.25)

совместна тогда и только тогда, когда F1(f0) = F2(f0) = 0, т. е.

codimR(Aγ,m) = 2. Таким образом, indAγ,m = 0.

¤

Доказательство теоремы 1.3.2. 1. Вначале рассмотрим случай, ко-

гда оператор RQ регулярный. По теореме 1.2.1 существуют числа γji

(j = 1, 2, i = 1, . . . , N) такие, что оператор RQ отображает непрерывно

и взаимно однозначно W̊ 1(0, d) на W 1
γ (0, d). Здесь W 1

γ (0, d) — простран-

ство функций из W 1(0, d), удовлетворяющих условиям

u(0) =
N∑

i=1

γ1iu(i), u(d) =
N∑

i=1

γ2iu(d− i). (1.3.26)
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Таким образом,

AR = AγRQ,

где Aγ : W 2(0, d)∩W 1
γ (0, d) → L2(0, d) — ограниченный оператор, задан-

ный по формуле

Aγu = −u′′ + A1R
−1
Q u

(
u ∈ W 2(0, d) ∩W 1

γ (0, d)
)
.

В силу следствия 1.1.2 оператор Aγ фредгольмов и indAγ = 0. Следова-

тельно, по теореме A.1 оператор AR фредгольмов и indAR = 0.

2. Предположим теперь, что оператор RQ нерегулярный. В силу тео-

ремы 1.2.2 существует натуральное число m и вещественные числа γ1i

(i = 1, . . . , N +1, i 6= m+1, γ11 6= 0) и γ2i (i = 1, . . . , N , i 6= m) такие, что

оператор RQ отображает W̊ 1(0, d) на W 1
γ,m(0, d) непрерывно и взаимно

однозначно. Таким образом,

AR = Aγ,mRQ,

где Aγ,m : W 2(0, d) ∩ W 1
γ,m(0, d) → L2(0, d) — ограниченный оператор,

заданный формулой (1.3.19). По лемме 1.3.1 оператор Aγ,m фредгольмов

и indAγ,m = 0. Следовательно, по теореме A.1 оператор AR фредгольмов

и indAR = 0. ¤

Приведем примеры операторов AR, имеющих нетривиальное ядро.

Пример 1.3.4. Пусть d = 2, и пусть

(Rv)(t) = v(t) + 2v(t− 1)

(см. пример 1.2.1). Определим дифференциально-разностный оператор

AR : D(AR) ⊂ L2(0, 2) → L2(0, 2)

по формуле

ARv = −(RQv)′′
(
v ∈ D(AR) = {v ∈ W̊ 1(0, 2) : RQv ∈ W 2(0, 2)}).
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Тогда

R1 =


1 0

2 1


 , R2 = (1).

Таким образом, оператор RQ регулярный. В силу теоремы 1.2.1 опе-

ратор RQ является изморфизмом пространства W̊ 1(0, 2) на пространство

W 1
γ (0, 2) = {u ∈ W 1(0, 2) : u(0) = 0, u(2) = 2u(1)}.

Поэтому

AR = AγRQ,

где

Aγ : W 2(0, 2) ∩W 1
γ (0, 2) → L2(0, 2)

есть ограниченный оператор вида

Aγu = −u′′.

Очевидно, ядро N (Aγ) состоит из функций u(t) = c1 + c2t, удовлетворя-

ющих нелокальным условиям

u(0) = 0, u(2) = 2u(1),

т. е.

c1 = 0, c1 + 2c2 = 2(c1 + c2).

Следовательно, функция

u(t) = t (t ∈ (0, 2))

является базисом в N (Aγ). Отсюда вытекает, что функция

v(t) = R−1
Q t = 1− |t− 1| (t ∈ (0, 2))

является базисом в N (AR).

Пример 1.3.5. Пусть d = 2, и пусть

(Rv)(t) = v(t− 1)− v(t + 1).
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Введем дифференциально-разностный оператор

AR : D(AR) ⊂ L2(0, 2) → L2(0, 2)

по формуле

ARv = −(RQv)′′
(
v ∈ D(AR) = {v ∈ W̊ 1(0, 2) : RQv ∈ W 2(0, 2)}

)
.

Тогда

R1 =


0 −1

1 0


 , R2 = (0).

Таким образом, оператор RQ нерегулярный. В силу теоремы 1.2.2 опера-

тор RQ — изоморфизм пространства W̊ 1(0, 2) на пространство

W 1
γ,1(0, 2) = {u ∈ W 1(0, 2) : u(1) = 0, u(2) = −u(0)}.

Поэтому

AR = Aγ,1RQ,

где

Aγ,1 : W 2(0, 2) ∩W 1
γ,1(0, 2) → L2(0, 2)

есть ограниченный оператор вида

Aγ,1u = −u′′.

Очевидно, ядро N (Aγ,1) состоит из функций

u(t) = c1 + c2t,

удовлетворяющих нелокальным условиям

u(1) = 0, u(2) = −u(0),

т. е.

c1 + c2 = 0, c1 + 2c2 = −c1.

Следовательно, функция

u(t) = t− 1 (t ∈ (0, 2))
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образует базис в N (Aγ,1). Отсюда вытекает, что функция

v(t) = R−1
Q (t− 1) = 1− |t− 1| (t ∈ (0, 2))

образует базис в N (AR).

Замечание 1.3.1. Если оператор RQ вырожден, то dimN (RQ) = ∞ в

силу леммы 1.2.6. При A1 = 0 мы имеем N (RQ) ⊂ N (AR). Следователь-

но, N (AR) = ∞. Таким образом, оператор AR не является фредгольмо-

вым.

Однозначная разрешимость и спектр. В этом пункте мы рассмот-

рим спектр оператора AR, предполагая, что матрица R1 + R∗
1 положи-

тельно определенная. Из этого предположения следует, что det R1 6= 0 и

det R2 6= 0, т. е. оператор RQ регулярный.

Введем полуторалинейную форму bR[u, v] с областью определения

D(bR) = W̊ 1(0, d) по формуле

bR[u, v] =

d∫

0

(RQu)′(t)v′(t) + (A1u)(t)v(t)dt. (1.3.27)

Лемма 1.3.2. Пусть матрица R1 +R∗
1 положительно определенная.

Тогда существуют константы c1 > 0 и c2 > 0 такие, что

Re bR[u] > c1‖u‖2
W̊ 1(0,d) − c2‖u‖2

L2(0,d)

(
u ∈ W̊ 1(0, d)

)
. (1.3.28)

Доказательство. Поскольку A1 : W̊ 1(0, d) → L2(0, d) — ограничен-

ный оператор, из лемм 1.2.5, 1.2.7 и неравенства Коши—Буняковского

следует, что

Re bR[u] =
1

2

((
RQ + R∗

Q

)
u′, u′

)
L2(0,d) + Re (A1u, u)L2(0,d) >

> k1‖u′‖2
L2(0,d) − k2‖u‖W̊ 1(0,d)‖u‖L2(0,d).
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Следовательно, используя неравенство

ab 6 εa2 + ε−1b2 (a, b ∈ R, ε > 0)

и эквивалентную норму в W̊ 1(0, d), мы получим

Re bR[u] > (k3 − k2ε)‖u‖2
W̊ 1(0,d) − k2ε

−1‖u‖2
L2(0,d).

Выбирая теперь ε так, что 0 < ε <
k3

2k2
, получаем (1.3.28). ¤

Теорема 1.3.3. Пусть матрица R1 + R∗
1 положительно определен-

ная. Тогда справедливы следующие утверждения.

(a) Оператор AR : D(AR) ⊂ L2(0, d) → L2(0, d) является m-секто-

риальным оператором, ассоциированным с формой bR.

(b) Оператор AR : D(AR) ⊂ L2(0, d) → L2(0, d) фредгольмов, и

indAR = 0.

(c) Спектр σ(AR) дискретный, и σ(AR) ⊂ {λ ∈ C : Reλ > −c2}, где

c2 > 0 — константа из леммы 1.3.2.

(d) Если λ 6∈ σ(AR), то резольвента R(λ,AR) : L2(0, d) → L2(0, d) —

компактный оператор.

Доказательство. В силу лемм 1.2.7 и 1.3.2 полуторалинейная форма

bR является ограниченной секториальной формой на W̊ 1(0, d) с вершиной

γ = −c2. Обозначим через BbR
m-секториальный оператор, ассоцииро-

ванный с формой bR. Поскольку определения 1.3.1 и 1.3.2 эквивалентны,

в силу теоремы A.13 мы имеем AR = BbR
. Теперь утверждения теоре-

мы 1.3.3 следуют из теорем A.17, A.1 и компактности оператора вложения

W̊ 1(0, d) в L2(0, d). ¤
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Следствие 1.3.1. Пусть матрица R1 +R∗
1 положительно определен-

ная, и пусть

Re (A1u, u)L2(0,d) > 0
(
u ∈ W̊ 1(0, d)

)
. (1.3.29)

Тогда существует единственное обобщенное решение краевой зада-

чи (1.3.1), (1.3.2).

Доказательство. В силу (1.3.29) мы можем положить c2 = 0 в лем-

ме 1.3.2. Таким образом, по теореме 1.3.3

σ(AR) ⊂ {λ ∈ C : Re λ > 0},

т. е. 0 6∈ σ(AR). ¤

Пример 1.3.6. Рассмотрим краевую задачу

−(Rv)′′(t) + (R0v)(t) = f0(t) (t ∈ (0, 2)), (1.3.30)

v(t) = 0 (t ∈ [−1, 0] ∪ [2, 3]), (1.3.31)

где

(Rv)(t) = b0v(t) + b1v(t + 1) + b−1v(t− 1),

(R0v)(t) = b00v(t) + b01v(t + 1) + b0,−1v(t− 1),

bi, b0i ∈ R, i = 0,±1.

Матрицы R1 и R01 имеют вид

R1 =


 b0 b1

b−1 b0


 , R01 =


 b00 b01

b0,−1 b00


 .

Обозначим

A1 = R0Q = PQR0IQ.

Предположим, что R1 + R∗
1 > 0 и R01 + R∗

01 > 0, т. е.

4b2
0 − (b1 + b−1)

2 > 0, b0 > 0, 4b2
00 − (b01 + b0,−1)

2 > 0, b00 > 0.
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Тогда выполняется неравенство (1.3.29). Поэтому в силу следствия 1.3.1

для любой f0 ∈ L2(0, 2) существует единственное обобщенное решение

u ∈ W̊ 1(0, d) задачи (1.3.30), (1.3.31).

1.4. Нелокальные задачи для систем обыкновенных

дифференциальных уравнений с параметром

Постановка задачи. Мы будем изучать систему уравнений с пара-

метром

Au =
(
A0u

)
(t) +

(
A1u

)
(t) = f0(t) (t ∈ (d1, d2)) (1.4.1)

с нелокальными краевыми условиями

Bρu =
((

B0
ρu

)
(t) +

(
B1

ρu
)
(t)

)|t=dρ
+ B2

ρu = fρ (ρ = 1, 2) (1.4.2)

относительно вектор-функции u = (u1, . . . , uN). В этом параграфе и да-

лее для упрощения используются одинаковые обозначения для векторов-

столбцов и векторов-строк.

Здесь

f0 = (f01, . . . , f0N) ∈ LN
2 (d1, d2)

есть комплекснозначная вектор-функция,

fρ = (fρ1, . . . , fρ,mN) ∈ CmN (ρ = 1, 2)

суть вектора с комплексными координатами, λ ∈ C— спектральный па-

раметр, A0 = A0(t,Dt, λ) и B0
ρ = B0

ρ(t,Dt, λ) — матрицы порядков N×N

и mN ×N , состоящие из элементов, которые являются дифференциаль-

ными операторами

A0
jk(t,Dt, λ) =

∑

α+β=2m

ajkαβ(t)λ
βDα

t (j, k = 1, . . . , N), (1.4.3)
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B0
ρµk(t,Dt, λ) =

∑

α+β=mρµ

bρµkαβ(t)λ
βDα

t

(ρ = 1, 2, µ = 1, . . . ,mN, k = 1, . . . , N)

(1.4.4)

соответственно; Dt = −i
d

dt
, ajkαβ, bρµkαβ ∈ C∞[d1, d2] — комплекснознач-

ные функции.

Наряду с матрицами A0(t,Dt, λ) и B0
ρ(t,Dt, λ) мы рассмотрим мат-

рицы A0(t, τ, λ) и B0
ρ(t, τ, λ) с элементами, которые являются полинома-

ми A0
jk(t, τ, λ) и B0

ρµk(t, τ, λ) соответственно.

Обозначим

ωε = {λ ∈ C : |arg λ| 6 ε или |arg λ− π| 6 ε},

где 0 < ε < π/2. Пусть l > max
ρ,µ
{−2m + mρµ + 1}— неотрицательное

целое число.

Предположим, что операторы A0,A1,B0
ρ,B

1
ρ и B2

ρ удовлетворяют сле-

дующим условиям.

Условие 1.4.1. Существует число 0 < ε < π/2 такое, что полином

detA0(t, τ, λ) переменной τ имеет ровно mN корней

τ+
1 (t, λ), . . . , τ+

mN(t, λ)

с положительными мнимыми частями и mN корней с отрицательными

мнимыми частями для всех t ∈ [d1, d2] и 0 6= λ ∈ ωε (ср. условие C.7).

Условие 1.4.2. Строки матрицы B0
ρ(t, τ, λ)A0(t, τ, λ)−1 detA0(t, τ, λ)

линейно независимы по модулю полинома
mN∏
µ=1

(
τ − τ+

µ (dρ, λ)
)

для всех

ρ = 1, 2 и 0 6= λ ∈ ωε (ср. условие C.8).
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Условие 1.4.3. A1 = A1(λ) — матрицы порядка N ×N , состоящие из

элементов
2m−1∑
p=0

λpA1
pjk (j, k = 1, . . . , N)

таких, что операторы

A1
pjk : W 2m−p−rp(d1, d2) → L2(d1, d2)

и их сужения

A1
pjk : W l+2m−p−rp(d1, d2) → W l(d1, d2)

являются линейными ограниченными операторами, где rp ∈ N, rp 6
2m− p (p = 0, . . . , 2m− 1).

Условие 1.4.4. B1
ρ = B1

ρ(λ) (ρ = 1, 2) — матрица порядка mN × N с

элементами
mρµ∑
q=0

Sρµk∑
s=1

eiλκρµksλqB1
ρqµks (µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N),

где B1
ρqµks — линейные операторы такие, что для всех

uk ∈ W r(d1, d2) (k = 1, . . . , N, r = mρµ − q, l + 2m− q)

выполнено неравенство

‖B1
ρqµksuk‖W r−mρµ+q(d1,d2) 6 c1‖uk‖W r(d1+σ,d2−σ), (1.4.5)

где B1
ρqµks и κρµks ∈ R не зависят от λ, 0 < σ < (d2 − d1)/2 не зависит

от u.

Условие 1.4.5. B2
ρ = B2

ρ(λ) (ρ = 1, 2) — матрицы порядка mN × N ,

состоящие из элементов
mρµ∑
q=0

Sρµk∑
s=0

eiλκρµksλqB2
ρqµks (µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N),
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где B2
ρqµks — линейные функционалы такие, что

|B2
ρqµksuk| 6 c2‖uk‖Wmρµ−q(d1,d2) (1.4.6)

для всех uk ∈ Wmρµ−q(d1, d2), B2
ρqµks не зависят от λ.

Изучим теперь пример такой нелокальной задачи.

Пример 1.4.1. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с

параметром
N∑

k=1

Ajk(t,Dt, λ)uk(t) = f0j(t) (j = 1, . . . , N, t ∈ (d1, d2)) (1.4.7)

с нелокальными краевыми условиями
N∑

k=1

Sρµk∑
s=0

eiλκρµks(Bρµks(t,Dt, λ)uk(t))|t=dρ+ϕρµks
= fρµ

(ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN).

(1.4.8)

Здесь

f0 = (f01, . . . , f0N) ∈ LN
2 (d1, d2)

есть комплекснозначная функция;

fρ = (fρ1, . . . , fρ,mN) ∈ CmN (ρ = 1, 2)

суть векторы с комплексными координатами, λ — спектральный пара-

метр, κρµks ∈ R; если 1 6 s 6 Sρµk, то d1 < dρ + ϕρµks < d2, и

κρµk0 = ϕρµk0 = 0 (ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N);

Ajk(t,Dt, λ) =
∑

α+β62m

ajkαβ(t)λ
βDα

t , (1.4.9)

Bρµks(t,Dt, λ) =
∑

α+β6mρµ

bρµksαβ(t)λ
βDα

t , (1.4.10)

ajkαβ, bρµksαβ ∈ C∞[d1, d2].

Положим

bρµkαβ(t) = bρµk0αβ(t).
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Предположим, что дифференциальные операторы A0
jk и B0

ρµk, заданные

формулами (1.4.3) и (1.4.4), удовлетворяют условиям 1.4.1 и 1.4.2 соот-

ветственно.

Докажем, что задача (1.4.7), (1.4.8) может быть представлена в виде

(1.4.1), (1.4.2).

Пусть

δ = min
ρ,µ,k,s

min{dρ + ϕρµks − d1, d2 − dρ − ϕρµks}
(ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N, s = 1, . . . , Sρµk).

Введем матрицу A1 порядка N ×N , состоящую из элементов
2m−1∑
p=0

λpA1
pjk (j, k = 1, . . . , N),

где

(
A1

pjku
)
(t) =

∑
α<2m−p

ajkαβ(t)D
α
t uk(t) (t ∈ (d1, d2)). (1.4.11)

Мы введем также матрицы Bg
ρ = Bg

ρ(λ) (g, ρ = 1, 2) порядка mN ×N

c элементами
∑

q

∑
s

eiλκρµksλqBg
ρqµks (µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N)

так, что

(
B1

ρqµksuk

)
(t) =





bρµksαq(t + ϕρµks)D
α
t uk(t + ϕρµks)η(t− dρ)

при t ∈ (dρ − δ/2, dρ + δ/2),

0 при t ∈ (0, d) \ (dρ − δ/2, dρ + δ/2)

(1.4.12)

для ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN, α = mρµ− q, q = 0, . . . , mρµ, s = 1, . . . , Sρµk;

B2
ρqµksuk =

∑
α<mρµ−q

bρµksαq(t)D
α
t uk(t)|t=dρ+ϕρµks

(1.4.13)

для ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN, q = 0, . . . , mρµ − 1, s = 0, . . . , Sρµk. Здесь

η ∈ Ċ∞(R), η(t) = 1 (|t| 6 δ/4) и η(t) = 0 (|t| > δ/2).
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Положим rp = 1 (p = 0, . . . , 2m− 1) и σ = δ/2. Из (1.4.11) и (1.4.12)

следует, что операторы A1 и B1
ρ удовлетворяют условиям 1.4.3 и 1.4.4

соответственно. В силу непрерывности оператора вложения W 1(d1, d2)

в C[d1, d2] и формулы (1.4.13) операторы B2
ρ удовлетворяют условию 1.4.5.

Априорные оценки решений нелокальных задач с параметром.

Введем пространство вектор-функций

W k,N(d1, d2) =
N∏

j=1

W k(d1, d2)

с нормой

‖u‖W k,N (d1,d2) =

(
N∑

j=1

‖uj‖2
W k(d1,d2)

)1/2

.

Положим

W l,N [d1, d2] = W l,N(d1, d2)× CmN × CmN .

Введем оператор-функции

λ 7→ L̂(λ), L̂0(λ), L̂τ(λ) ∈ B(
W l+2m,N(d1, d2),W l,N [d1, d2]

)

по формулам

L̂(λ)u = {Au,Bρu}, L̂0(λ)u = {A0u,
(
B0

ρu
)
(t)|t=dρ

},
L̂τ(λ)u = L̂0(λ)u + τ

(
L̂(λ)− L̂0(λ)

)
u,

где λ ∈ C, 0 6 τ 6 1. Очевидно, L̂τ(λ) = L̂0(λ) при τ = 0 и L̂τ(λ) = L̂(λ)

при τ = 1. Заметим, что оператор L̂0(λ) соответствует «локальной» кра-

евой задаче.
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Мы будем использовать нормы, зависящие от параметра λ (|λ| > 1)

|||u|||W l,N (d1,d2) =

(∑

k

|||uk|||2W l(d1,d2)

)1/2

,

|||uk|||W l(d1,d2) =
(
‖uk‖2

W l(d1,d2) + |λ|2l‖uk‖2
L2(d1,d2)

)1/2
,

|||f |||W l,N [d1,d2] =

(
|||f0|||2W l,N (d1,d2) +

∑
ρ,µ

|λ|2(l+2m−mρµ−1/2)|fρµ|2
)1/2

(ср. (C.24)–(C.26)).

Здесь u = (u1, . . . , uN), f = {f0j, fρµ}. Для фиксированного λ 6= 0

эти нормы эквивалентны нормам ‖u‖W l,N (d1,d2), ‖uk‖W l(d1,d2) и ‖f‖W l,N [d1,d2]

соответственно.

Определение 1.4.1. Вектор-функцию u ∈ W l+2m,N(d1, d2) мы назовем

сильным решением задачи (1.4.1), (1.4.2), если

L̂(λ)u = f. (1.4.14)

Для доказательства того, что оператор

L̂(λ) : W l+2m,N(d1, d2) 7→ W l,N [d1, d2]

фредгольмов и ind L̂(λ) = 0 (λ ∈ C), мы вначале установим следующее

утверждение (ср. лемму 1.1.2).

Лемма 1.4.1. Пусть выполняются условия 1.4.1–1.4.5. Тогда для лю-

бых h1, h2 ∈ R, h2 < h1, существует λ1 > 1 такое, что для всех

λ ∈ Gh,λ1
= {λ ∈ C : Im λ = h, |Re λ| > λ1},

h2 6 h 6 h1, 0 6 τ 6 1 и u ∈ W l+2m,N(d1, d2) мы имеем

c1|||L̂τ(λ)u|||W l,N [d1,d2] 6 |||u|||W l+2m,N (d1,d2) 6 c2|||L̂τ(λ)u|||W l,N [d1,d2],

(1.4.15)
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где c1, c2 > 0 не зависят от λ, h, τ , u.

Доказательство. Обозначим L̂τ(λ)u = f . Тогда

L̂0(λ)u = f + Φ, (1.4.16)

где Φ =
{− τA1u,−τ

(
B1

ρ

)|t=dρ
− τB2

ρu
}
.

В силу замечания C.5 существует λ0 > 1 такое, что для

λ ∈ ωε,λ0
= {λ ∈ ωε : |λ| > λ0}

решение «локальной» задачи (1.4.16) оценивается следующим образом:

|||u|||W l+2m,N (d1,d2) 6 k1|||f + Φ|||W l,N [d1,d2], (1.4.17)

где k1 > 0 не зависит от λ, τ и u.

Из условий 1.4.3, 1.4.5 и неравенства (B.25) получим

|||τλpA1
pjkuk|||W l(d1,d2) 6 k2|λ|−r|||uk|||W l+2m(d1,d2), (1.4.18)

|λ|l+2m−mρµ−1/2|τeiλκρµksλqB2
ρqµksuk| 6 k3e

κ|Imλ||λ|−1/2|||uk|||W l+2m(d1,d2),

(1.4.19)

где k1, k2, k3 > 0 не зависят от λ, τ и u,

r = min
p

min{rp, 1} (p = 0, . . . , 2m− 1)

и κ = max
ρ,µ,k,s

|κρµks|.
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Из неравенств (B.26), (B.25) и условия 1.4.4 мы имеем

Iρqµks = |λ|l+2m−mρµ−1/2|τeiλκρµksλq
(
B1

ρqµksuk

)|t=dp
| 6

6 k4|λ|l+2m−mρµ+q−1eκ| Imλ|(‖B1
ρqµksuk‖W 1(d1,d2)+

+ |λ|‖B1
ρqµksuk‖L2(d1,d2)

)
6

6 k5|λ|qeκ| Im λ|(‖B1
ρqµksuk‖W l+2m−mρµ(d1,d2)+

+ |λ|l+2m−mρµ‖B1
ρqµksuk‖L2(d1,d2)

)
6

6 k6e
κ|Imλ||λ|q|||uk|||W l+2m−q(d1+σ,d2−σ) 6

6 k7e
κ|Im λ||||uk|||W l+2m(d1+σ,d2−σ),

(1.4.20)

где k4, . . . , k7 > 0 не зависят от λ, τ и u.

Введем функцию ξ ∈ Ċ∞(R) так, что

ξ(t) = 1 (t ∈ [d1 + σ, d2 − σ]), ξ(t) = 0 (t 6∈ (d1 + σ/2, d2 − σ/2)).

Из неравенства (1.4.20), замечания C.5, формулы Лейбница и нера-

венств (B.25), (1.4.18) мы получим

Iρqµks 6 k7e
κ|Im λ||||ξu|||W l+2m,N (d1,d2) 6 k8e

κ|Imλ||||A0(ξu)|||W l,N (d1,d2) 6

6 k9e
κ|Imλ|(|||ξA0u|||W l,N (d1,d2) + |||u|||W l+2m−1,N (d1,d2)

)
6

6 k10e
κ|Imλ|(|||A0u + τA1u|||W l,N (d1,d2)+

+
(|λ|−1 + |λ|−r

)|||u|||W l+2m,N (d1,d2)
)
.

(1.4.21)

Из неравенств (1.4.17)–(1.4.19) и (1.4.21) следует, что

|||u|||W l+2m,N (d1,d2) 6 k11

(
eκ|Im λ||||L̂τ(λ)u|||W l,N [d1,d2]+

+
(
|λ|−r + |λ|−1/2

)
eκ| Im λ||||u|||W l+2m,N (d1,d2)

)
, (1.4.22)

где k8, . . . , k11 > 0 не зависят от λ, τ и u.

79



Очевидно, для любых h1, h2 ∈ R, h2 < h1, существует λ2 > λ0 такое,

что Gh,λ2
⊂ ωε,λ0

, если h2 6 h 6 h1. Выбирая теперь λ1 > λ2 так, что

k11

(
λ−r

1 + λ
−1/2
1

)
eκh0 < 1/2,

получим правую часть неравенства (1.4.15) с константой c2 = 2k11e
κh0,

которая не зависит от λ, τ, h и u. Здесь h0 = max{|h1, |h2|}.
Левая часть неравенства (1.4.15) следует из (1.4.18)–(1.4.20). ¤

Разрешимость нелокальных задач с параметром.

Теорема 1.4.1. Пусть выполняются условия 1.4.1–1.4.5. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения.

(a) Оператор L̂(λ) : W l+2m,N(d1, d2) → W l,N [d1, d2] фредгольмов и

ind L̂(λ) = 0 для всех λ ∈ C.

(b) Для любого h ∈ R существует λ1 > 1 такое, что для λ ∈ Gh,λ1

оператор L̂(λ) имеет ограниченный обратный

R̂(λ) = L̂−1(λ) : W l,N [d1, d2] → W l+2m,N(d1, d2).

Доказательство. Утверждение (b) теоремы 1.4.1 вытекает из лем-

мы 1.4.1, теоремы A.9 и замечания C.5.

Докажем теперь утверждение (a). Пусть λ ∈ C— произвольное число.

Тогда для η ∈ Gh,λ1
мы имеем

L̂(λ) =
(
I +

(
L̂(λ)− L̂(η)

)
L̂−1(η)

)
L̂(η),

где I — единичный оператор в W l,N [d1, d2].

Очевидно,
(
L̂(λ)− L̂(η)

)
u =

= ((A(λ)−A(η))u, (B1(λ)−B1(η))u, (B2(λ)−B2(η))u),
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где

(A(λ)−A(η))u =

=

{∑

k

[
(
A0

jk(·, ·, λ)− A0
jk(·, ·, η)

)
uk + +

∑
16p

(λp − λq)A1
pjkuk

]}
,

(1.4.23)

(Bρ(λ)−Bρ(η))u =

{∑

k

[
(
B0

ρµk(·, ·, λ)−B0
ρµk(·, ·, η)

)
uk

∣∣
t=dρ

+

+
∑
06q

∑
06s

(
eiλκρµksλp − eiηκρµksηq

)((
B1

ρqµksuk

)∣∣
t=dρ

+ B2
ρqµksuk

)]}
.

(1.4.24)

Из условия 1.4.3 и формулы (1.4.23) следует, что оператор

A(λ)−A(η) : W l+2m−1,N(d1, d2) → W l,N(d1, d2)

ограниченный. Так как оператор вложения пространства W l+2m,N(d1, d2)

в пространство W l+2m−1,N(d1, d2) компактный, то оператор

A(λ)−A(η) : W l+2m,N(d1, d2) → W l,N(d1, d2)

также компактный. В силу условий 1.4.4, 1.4.5 и формулы (1.4.24) ко-

нечномерные операторы

Bρ(λ)−Bρ(η) : W l+2m,N(d1, d2) → CmN

ограниченные. Поэтому эти операторы компактные. Следовательно, опе-

ратор (
L̂(λ)− L̂(η)

)
L̂−1(η) : W l,N [d1, d2] →W l,N [d1, d2]

компактный. Отсюда и из теоремы A.1 вытекает, что оператор

L̂(λ) : W l+2m,N(d1, d2) →W l,N [d1, d2]

фредгольмов и ind L̂(λ) = 0. ¤

Изучим теперь некоторые спектральные свойства оператор-функции

λ 7→ L̂(λ).
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Теорема 1.4.2. Пусть выполняются условия 1.4.1–1.4.5. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения.

(a) Оператор-функция

λ 7→ R̂(λ) ∈ B(W l,N [d1, d2],W
l+2m,N(d1, d2)

)

есть конечно-мероморфная фредгольмова оператор-функция в C.

(b) Для каждого δ, 0 < δ < δ0, существует γ0 > 1 такое, что

множество

ω̃δ,γ0
= {λ ∈ C : | Im λ| 6 δ ln |Re λ|, |λ| > γ0}

не содержит собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂(λ), где

δ0 =
1

κ
min

{
r,

1

2

}
.

(c) Для каждого собственного значения η0 = µ0 + iν0 оператор-

функции λ 7→ L̂(λ) существует ε0 > 0 такое, что полосы {λ ∈ C :

ν0 < Im λ < ν0 + ε0} и {λ ∈ C : ν0 − ε0 < Im λ < ν0} не содержат

собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂(λ).

Доказательство. Утверждение (a) следует из теорем 1.4.1 и A.10. Из

частей (a) и (b) вытекает (c). Остается доказать утверждение (b).

Пусть 0 < δ < δ0. Можно найти γ1 > λ1 такое, что ω̃δ,γ1
⊂ ωε,λ1

, где

λ1 > 1 было выбрано в доказательстве леммы 1.4.1. Тогда для λ ∈ ω̃δ,γ1

мы имеем

eκ|Im λ| 6 eκδ ln |Re λ| 6 |λ|κ(δ−δ0)|λ|κδ0. (1.4.25)

Из неравенств (1.4.22) для τ = 1 и (1.4.25) мы выводим

|||u|||W l+2m,N (d1,d2) 6 k11

(
eκ|Imλ||||L̂(λ)u|||W l,N [d1,d2]+

+ 2|λ|−κδ0|λ|κδ0|λ|κ(δ−δ0)|||u|||W l+2m,N (d1,d2)

)

для всех λ ∈ ω̃δ,γ1
и u ∈ W l+2m,N(d1, d2).
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Выбирая γ0 > γ1 так, что k11γ
−(δ0−δ)κ
0 < 1/4, мы получим

|||u|||W l+2m,N (d1,d2) 6 2k11e
κ|Im λ||||L̂(λ)u|||W l,N [d1,d2]

для λ ∈ ω̃δ,γ0
. Следовательно, множество ω̃δ,γ0

не содержит собственных

значений λ 7→ L̂(λ). ¤

Из доказательств леммы 1.4.1 и теорем 1.4.1, 1.4.2 вытекает, что если

κ = 0, то эти утверждения примут следующий вид (ср. лемму 1.1.2 и

теорему 1.1.1).

Следствие 1.4.1. Пусть условия 1.4.1–1.4.5 выполняются при κ = 0.

Тогда существует λ1 > 1 такое, что при λ ∈ ωε,λ1
и 0 6 τ 6 1 для

всех u ∈ W l+2m,N(d1, d2) мы имеем

c1|||L̂τ(λ)u|||W l,N [d1,d2] 6 |||u|||W l+2m,N (d1,d2) 6 c2|||L̂τ(λ)u|||W l,N [d1,d2],

(1.4.26)

где c1, c2 > 0 не зависят от λ, τ и u.

Следствие 1.4.2. Пусть условия 1.4.1–1.4.5 выполняются при κ = 0.

Тогда справедливы следующие утверждения.

(a) Оператор L̂(λ) : W l+2m,N(d1, d2) → W l,N [d1, d2] фредгольмов и

ind L̂(λ) = 0 для всех λ ∈ C.

(b) Существует λ1 > 1 такое, что для λ ∈ ωε,λ1
оператор L̂(λ)

имеет ограниченный обратный R̂(λ) = L̂−1(λ) : W l,N [d1, d2] →
W l+2m,N(d1, d2).

(c) Оператор-функция λ 7→ R̂(λ) ∈ B(W l,N [d1, d2],W
l+2m,N(d1, d2)

)

является конечно-мероморфной фредгольмовой оператор-фун-

кцией в C.

(d) Для каждого собственного значения η0 = µ0 + iν0 оператор-

функции λ 7→ L̂(λ) существует ε0 > 0 такое, что полосы
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{λ ∈ C : ν0 < Imλ < ν0 + ε0} и {λ ∈ C : ν0 − ε0 < Imλ < ν0} не

содержат собственных значений оператор-функции λ 7→ L̂(λ).

Таким образом, в случае κ = 0 для достаточно больших |λ| мы мо-

жем заменить область, ограниченную логарифмическими кривыми, на

двойной угол, содержащий действительную ось (рис. 1.4.1 и 1.4.2).

Задача 1.4.1. Пусть κ > 0. Существуют ли ε1 = ε1(κ), 0 < ε1 < ε,

и λ1 = λ1(κ) > 0 такие, что множество ωε1,λ1
не содержит собственных

значений оператор-функции λ 7→ L̂(λ)?

РИС. 1.4.1

РИС. 1.4.2
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Гладкость собственных и присоединенных функций. Рассмотрим

еще одно условие.

Условие 1.4.6. Для каждого s ∈ N, s > l, сужения

A1
pjk : W s+2m−p−rp(d1, d2) → W s(d1, d2)

суть линейные ограниченные операторы.

Теорема 1.4.3. Пусть выполняются условия 1.4.1–1.4.6. Пусть ψ0 —

собственная функция и ψ1, . . . , ψp0−1 — присоединенные функции, со-

ответствующие собственному значению λ0 оператор-функции λ 7→
L̂(λ) ∈ B(

W l+2m,N(d1, d2),W l,N [d1, d2]
)
. Тогда

ψν ∈ C∞,N [d1, d2] (ν = 0, 1, . . . , p0 − 1),

где C∞,N [d1, d2] = C∞[d1, d2]× · · · × C∞[d1, d2].

Доказательство. В силу равенства (A.5) собственная функция ψ0

и присоединенные функции ψν (ν = 1, . . . , p0 − 1) удовлетворяют опера-

торным уравнениям
ν∑

q=0

1

q!
∂q

λL̂(λ0)ψ
ν−q = 0 (ν = 0, . . . , p0 − 1). (1.4.27)

Из (1.4.27) мы имеем

A0(t,Dt, λ0)ψ
0(t) = −A1(λ0)ψ

0(t) (t ∈ (d1, d2)), (1.4.28)

A0(t,Dt, λ0)ψ
ν(t) = −

ν∑
q=1

1

q!
∂q

λA
0(t,Dt, λ0)ψ

ν−q(t)−

−
ν∑

q=0

1

q!
∂q

λA
1(λ0)ψ

ν−q(t) (t ∈ (d1, d2), ν = 1, . . . , p0 − 1).

(1.4.29)

Поскольку ψ0 ∈ W l+2m,N(d1, d2), из условия 1.4.6 следует, что

A1(λ0)ψ
0 ∈ W l+r,N(d1, d2), r = min

p
min{rp, 1} > 0.
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В силу условия 1.4.1 detA0(t, 1, 0) 6= 0 (t ∈ [d1, d2]). Поэтому из равен-

ства (1.4.28) мы получим ψ0 ∈ W l+2m+r,N(d1, d2). Рассуждая так же, за

конечное число шагов мы докажем, что ψ0 ∈ W s+2m,N(d1, d2) для любого

s > l. Следовательно, в силу теоремы вложения ψ0 ∈ C∞,N [d1, d2].

Пусть теперь ψ1 . . . , ψν−1 ∈ C∞,N [d1, d2]. Докажем, что

ψk ∈ C∞,N [d1, d2].

Из предположения и условия 1.4.6 следует, что правая часть равен-

ства (1.4.29) принадлежит W l+r,N(d1, d2). Поскольку detA0(t, 1, 0) 6= 0

(t ∈ [d1, d2]) и ψν ∈ W l+2m,N(d1, d2), из (1.4.29) мы получим

ψν ∈ W l+2m+r,N(d1, d2).

Аналогично за конечное число шагов мы докажем, что

ψν ∈ W s+2m,N(d1, d2)

для каждого s > l. Поэтому ψν ∈ C∞,N [d1, d2]. ¤

Примечания к главе 1

Обыкновенные дифференциальные уравнения с нелокальными крае-

выми условиями рассматривались М. Пиконе [49, 50], Я. Д. Тамарки-

ным [37] и многими другими. Наиболее полный обзор работ в этом

направлении до 1975 г. имеется в статье А. М. Крола [47]. Основ-

ная цель этой главы — иллюстрация современных методов исследова-

ния нелокальных эллиптических краевых задач и краевых задач для

дифференциально-разностных уравнений на простейшем примере в од-

номерном случае. Изложение результатов гл. 1 опирается на работу [33].

Там же имеется подробная библиография.
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Упражнения к главе 1

1. Рассмотрим пример 1.1.1 и лемму 1.1.1.

а) Доказать, что оператор A1u = a1(t)u
′(t)+a2(t)u(t) является линей-

ным ограниченным оператором, действующим из W 1(0, d) в L2(0, d).

b) Пояснить, почему операторы B1
ρ удовлетворяют условию 1.1.2 с

σ0 = d/6.

с) Найти необходимое и достаточное условие того, что найдется такое

σ > 0, для которого

‖B1
ρu‖W s(0,d) 6 c‖u‖W s(σ,d−σ) (u ∈ W s(0, d), s > 0),

где c > 0 не зависит от u.

d) Доказать, что оператор B2
ρu =

d∫
0

eρ(t)u(t)dt является линейным

ограниченным функционалом, действующим из L2(0, d) в C.

2. Рассмотрим пример 1.1.2.

a) Доказать, что оператор A1u = F−1(ξF (ηu) arctg ξ) является линей-

ным ограниченным оператором, действующим из W 1(0, d) в L2(0, d).

b) Будет ли A1 линейным ограниченным оператором, действующим из

L2(0, d) в L2(0, d)?

3. Рассмотрим неограниченный оператор AB : D(AB) ⊂ L2(0, d) →
L2(0, d), заданный по формуле

ABu = u′′(t),

D(AB) = W 2
B(0, d) =

{
u ∈ W 2(0, d) : Bρu = 0, ρ = 1, 2

}
.

Предположим, что операторы Bρ имеют вид

Bρu =

d∫

0

eρ(t)u(t),
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где eρ ∈ L2(0, d). Доказать, что область определения оператора AB не

плотна в L2(0, d).

4. Рассмотрим нелокальную краевую задачу

v′′(t)− λ2v(t) = 0 (t ∈ (0, π)),

v(0)− av(π/2) = 0, v(π) = 0,

где a — фиксированный вещественный параметр.

a) Найти собственные значения λ нелокальной краевой задачи.

b) Определить, при каком значении параметра a число λ = 0 является

собственным значением нелокальной краевой задачи, и найти соответ-

ствующие собственные и присоединенные векторы.

5. Рассмотрим нелокальную краевую задачу

v′′(t)− λ2v(t) = 0 (t ∈ (0, π)),

v(−ω) = 0, v(ω) + bv(0) = 0,

где ω ∈ (0, π) и a ∈ R— фиксированные параметры.

а) Найти собственные значения λ нелокальной краевой задачи.

b) При каких значениях параметров ω и b в полосе 0 < Im λ 6 1 нет

собственных значений нелокальной краевой задачи?

6. Рассмотрим нелокальную краевую задачу

v′′(t)− λ2v(t) = 0 (t ∈ (0, π)),

v(−ω) + b1v(0) = 0, v(ω) + b2v(0) = 0,

где ω ∈ (0, π) и b1, b2 ∈ R— фиксированные параметры.

а) Найти собственные значения λ нелокальной краевой задачи.

b) При каких значениях параметров ω, b1 и b2 число λ = 0 будет

собственным значением нелокальной краевой задачи?
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7. Рассмотрим нелокальную краевую задачу

v′′(t)− λ2v(t) = 0 (t ∈ (0, π)),

v(−π/2) + b1v(0) = 0, v(π/2) + b2v(0) = 0,

где b1, b2 ∈ R— фиксированные параметры. Найти собственные значения

λ нелокальной краевой задачи и соответствующие им собственные и

присоединенные функции.

8. Введем оператор IQ : L2(0, d) → L2(R) по формуле

(IQv)(t) = v(t) (t ∈ (0, d)), v(t) = 0 (t /∈ (0, d)).

Найти (RIQv)(t), t ∈ R, если

a) d = 2, (Rv)(t) = v(t) + 3v(t− 1), v(t) = 1 при t ∈ (0, 2);

b) d = 2, (Rv)(t) = v(t − 1) + 2v(t + 1), v(t) = t2 при t ∈ (0, 1) и

v(t) = 2− t при t ∈ (1, 2);

c) d = 2, (Rv)(t) = v(t) + v(t− 1) + v(t + 1), v(t) = 3t при t ∈ (0, 1) и

v(t) = 4− t2 при t ∈ (1, 2);

d) d = 1,3, (Rv)(t) = 2v(t + 1) − v(t − 1), v(t) = t при t ∈ (0, 1) и

v(t) = 2− t при t ∈ (1, 2).

9. Привести подробное доказательство лемм 1.2.1 и 1.2.2.

10. Найти спектры операторов RQ : L2(0, d) → L2(0, d) и выяснить,

являются ли они вырожденными (регулярными), если длина интервала

(0, d) и оператор R заданы формулами из упражнений 8a–8d.

11. Привести подробное доказательство леммы 1.2.8.

12. Для найденных в упражнении 10 регулярных разностных опера-

торов найти образы RQ

(
W̊ 1(0, d)

)
.
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13. Рассмотрим разностный оператор

(Rv)(t) = v(t) + av(t + 1) + bv(t− 1),

где a, b — фиксированные вещественные числа, причем ab 6= 1. Найти

образ RQ

(
W̊ 1(0, d)

)
, где RQ — соответствующий разностный оператор

a) на интервале (0, 2);

b) на интервале (0, 4/3).

14. Рассмотрим нерегулярный разностный оператор

(Rv)(t) = av(t + 1) + bv(t− 1),

где a, b — фиксированные вещественные числа, причем ab 6= 0. Найти

образ RQ

(
W̊ 1(0, 2)

)
соответствующего оператора RQ.

15. Рассмотрим пример 1.3.1. Привести подробное доказательство то-

го, что оператор A1 : W̊ 1(0, d) → L2(0, d) ограничен.

16. Решить краевую задачу

−(Rv)′′(t) = 1 (t ∈ (0, 2)),

v(t) = 0 (t ∈ [−1, 0] ∪ [2, 3]),

сведя ее к обыкновенному дифференциальному уравнению с нелокаль-

ными краевыми условиями, если

a) (Rv)(t) = v(t) + v(t + 1)− 2v(t− 1);

b) (Rv)(t) = v(t + 1) + v(t− 1).

17. Решить краевую задачу

−(Rv)′′(t) = π2 sin πt (t ∈ (0, 2)),

v(t) = 0 (t ∈ [−1, 0] ∪ [2, 3]),

сведя ее к обыкновенному дифференциальному уравнению с нелокаль-

ными краевыми условиями, если
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a) (Rv)(t) = v(t) + v(t + 1)− 2v(t− 1);

b) (Rv)(t) = v(t + 1) + v(t− 1).

18. Решить краевую задачу из упражнения 16, сведя ее к системе

обыкновенных дифференциальных уравнений на интервале (0, 1), для

случая

a) (Rv)(t) = v(t) + v(t + 1)− 2v(t− 1);

b) (Rv)(t) = v(t + 1) + v(t− 1).

19. Решить краевую задачу из упражнения 17, сведя ее к системе

обыкновенных дифференциальных уравнений на интервале (0, 1), для

случая

a) (Rv)(t) = v(t) + v(t + 1)− 2v(t− 1);

b) (Rv)(t) = v(t + 1) + v(t− 1).

20. Рассмотрим оператор (Rv)(t) = v(t) + av(t− 1) + bv(t + 1), где

a, b ∈ R и ab 6= 1.

Пусть RQ : L2(0, 2) → L2(0, 2) — соответствующий разностный опера-

тор на интервале (0, 2). Определим дифференциально-разностный опера-

тор

AR : D(AR) ⊂ L2(0, 2) → L2(0, 2)

по формуле

ARv = −(RQv)′′
(
v ∈ D(AR) = {v ∈ W̊ 1(0, 2) : RQv ∈ W 2(0, 2)}).

При каких значениях параметров a и b ядро N (AR) оператора AR нетри-

виально? Найти базис в N (AR).

21. Ответить на вопросы упражнения 20 в случае, когда

(Rv)(t) = av(t− 1) + bv(t + 1),

где a, b ∈ R и ab 6= 0.
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Гла в а 2

Эллиптические задачи с нелокальными

условиями внутри области

2.1. Нелокальные эллиптические задачи с параметром

Постановка задачи. Рассмотрим уравнение

Au = A0u +
2m−1∑
j=0

λjA1
ju = f0(x) (x ∈ Q) (2.1.1)

с нелокальными краевыми условиями

Bµu =

(
B0

µu +

mµ∑

k=0

λkB1
µku

)∣∣∣∣∣
∂Q

+

mµ∑

k=0

λkB2
µku = fµ(x)

(x ∈ ∂Q, µ = 1, . . . , m).

(2.1.2)

Здесь Q ⊂ Rn — ограниченная область с границей ∂Q ∈ C∞, n > 2; λ —

комплексный параметр; операторы A0 и B0
µ заданы формулами

A0 = A0(x,D, λ) =
∑

β+|α|=2m

aαβ(x)λβDα, (2.1.3)

B0
µ = B0

µ(x,D, λ) =
∑

β+|α|=mµ

bµ0αβ(x)λβDα; (2.1.4)

α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + · · · + αn, Dα = Dα1

1 · · ·Dαn
n , Dj = −i

∂

∂xj
;

aαβ, bµ0αβ ∈ C∞(Rn) — комплекснозначные функции;

f0 ∈ W l(Q), fµ ∈ W l+2m−mµ−1/2(∂Q),

l > max{0,mµ − 2m + 1}— целое.

Рассмотрим также полиномы

A0(x, ξ, λ) =
∑

β+|α|=2m

aαβ(x)λβξα,
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B0
µ(x, ξ, λ) =

∑

β+|α|=mµ

bµ0αβ(x)λβξα,

где ξ = (ξ1, . . . , ξn), ξα = ξα1

1 · · · ξαn
n .

Положим

θ = {λ ∈ C : ϕ1 6 arg q 6 ϕ2}.
Предположим, что выполнены следующие условия.

Условие 2.1.1. При x ∈ Q для всех λ ∈ θ, ν 6= 0 и ξ, ортогональных

к ν в Rn и таких, что |λ| + |ξ| 6= 0, полином A0(x, ξ + τν, λ) перемен-

ной τ имеет m корней τ+
1 (x, ξ, ν, λ), . . . , τ+

m(x, ξ, ν, λ) с положительными

мнимыми частями и m корней с отрицательными мнимыми частями.

Условие 2.1.2. Полиномы B0
µ(x, ξ + τν, λ) (µ = 1, . . . , m) переменной τ

линейно независимы по модулю полинома
m∏

j=1

(
τ − τ+

j (x, ξ, ν, λ)
)

для всех

x ∈ ∂Q, λ ∈ θ и ξ, ортогональных к ν и таких, что |ξ|+ |ν| 6= 0, где ν —

единичный вектор внутренней нормали к ∂Q в точке x.

Очевидно, линейные операторы

A0 : W k(Q) → W k−2m(Q), B0
µ : W s(Q) → W s−mµ(Q)

(k = 2m, . . . , l + 2m, s = mµ, . . . , l + 2m, µ = 1, . . . ,m) ограниченные.

Предположим, что операторы A1
j , B1

µk и B2
µk удовлетворяют следую-

щим условиям.

Условие 2.1.3. Операторы

A1
j : W 2m−j−rj(Q) → L2(Q)

и их сужения

A1
j : W l+2m−j−rj(Q) → W l(Q)

суть линейные ограниченные операторы; здесь 0 < rj 6 2m − j

(j = 0, . . . , 2m− 1).
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Условие 2.1.4. Существует σ > 0 такое, что для всех u ∈ W s(Q)

‖B1
µku‖W s−mµ+k(Q) 6 c1‖u‖W s(Qσ), (2.1.5)

где Qσ = {x ∈ Q : ρ(x, ∂Q) > 0}, s = mµ − k, l + 2m− k, k = 0, . . . , mµ,

µ = 1, . . . , m (рис. 2.1.1).

Условие 2.1.5. Операторы

B2
µk : Wmµ+1/2−k−pk(Q) → L2(∂Q)

и их сужения

B2
µk : W l+2m−k−pk(Q) → W l+2m−mµ−1/2(∂Q)

суть линейные ограниченные операторы; здесь 0 < pk 6 mµ + 1/2 − k,

k = 0, . . . , mµ, µ = 1, . . . , m.

РИС. 2.1.1

Пусть B : L2(Q) → L2(Q) (L2(Q) → L2(∂Q)) — линейный ограничен-

ный оператор. Обозначим

G(B) =
⋃

V ∈T

{V : Bu = 0 для всех u ∈ L2(Q), supp u ⊂ V },

где T — множество всех открытых множеств в Rn.

Определение 2.1.1. Замкнутое множество supp B = Q \ G(B) назы-

вается носителем оператора B.
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Замечание 2.1.1. Условия 2.1.1 и 2.1.2 означают, что задача (2.1.1),

(2.1.2) при A1
j = 0, B1

µk = 0, B2
µk = 0 (j = 0, . . . , 2m − 1, µ = 1, . . . , m,

k = 0, . . . , mµ) является эллиптической задачей с параметром в смысле

Аграновича и Вишика (см. условия C.3, C.4 и замечание C.4). Из усло-

вия 2.1.4 следует, что соответствующие нелокальные операторы имеют

носители внутри области Q. Условия 2.1.3 и 2.1.5 описывают нелокаль-

ные возмущения низших порядков.

Рассмотрим теперь пример такой нелокальной эллиптической краевой

задачи.

Нелокальные эллиптические задачи с носителями нелокальных

операторов на гладких многообразиях.

Пример 2.1.1. Будем изучать задачу (рис. 2.1.2)

Au =
∑

β+|α|62m

aαβ(x)λβDαu(x) = f0(x) (x ∈ Q), (2.1.6)

Bµu =
S∑

s=0

∑

β+|α|6mµ

bµsαβ(x)λβ(Dαu)(ωs(x))|∂Q = fµ(x)

(x ∈ ∂Q, µ = 1, . . . , m).

(2.1.7)

Здесь aαβ, bµsαβ ∈ C∞(Rn) — комплекснозначные функции; ωs — C∞-диф-

феоморфизмы, отображающие некоторую окрестность Ω границы ∂Q

на множество ωs(Ω) так, что ωs(Ω) ⊂ Q, s > 0; ω0(x) ≡ x; S ∈ N;

(Dαu)(ωs(x)) = Dα
y u(y)|y=ωs(x); f0 ∈ W l(Q), fµ ∈ W l+2m−mµ−1/2(∂Q).

Предположим, что операторы A0 и B0
µ, заданные формулами (2.1.3),

(2.1.4), удовлетворяют условиям 2.1.1, 2.1.2 соответственно.
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РИС. 2.1.2

Лемма 2.1.1. Операторы A и Bµ могут быть представлены в виде

Au = A0u +
2m−1∑
j=0

λjA1
ju, (2.1.8)

Bµu =

(
B0

µu +

mµ∑

k=0

λkB1
µku

)∣∣∣∣∣
∂Q

+

mµ∑

k=0

λkB2
µku, (2.1.9)

где операторы A0 и B0
µ заданы формулами (2.1.3), (2.1.4), а операто-

ры A1
j , B1

µk и B2
µk удовлетворяют условиям 2.1.3, 2.1.4 и 2.1.5 соот-

ветственно.

Доказательство. Обозначим

A1
ju =

∑

|α|<2m−j

aαj(x)Dαu(x) (j = 0, . . . , 2m− 1),

B2
µku =


 ∑

|α|<mµ−k

bµ0αk(x)Dαu(x)




∣∣∣∣∣∣
∂Q

(k = 0, . . . , mµ − 1),

B2
µ,mµ

u = 0.

Операторы A1
j и B2

µk удовлетворяют условиям 2.1.3 и 2.1.5 соответственно

при rj = 1 и pk = 1 (j = 0, . . . , 2m− 1, k = 0, . . . , mµ).

Введем функции ηs ∈ Ċ∞(Rn) так, что ηs(x) = 1 при x ∈ ωs(Ω1) и

ηs(x) = 0 при x /∈ ωs(Ω2), где Ω1 и Ω2 — некоторые окрестности ∂Q,

причем Ω1 ⊂ Ω2, Ω2 ⊂ Ω. Пусть

σ = min
s>0

ρ(ωs(Ω2), ∂Q) > 0.
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Определим операторы B1
µk по формуле

(
B1

µku
)
(x) =

∑
s>0

∑

|α|6mµ−k

bµsαk(x)ηs(ωs(x))(Dαu)(ωs(x)) (x ∈ Ω ∩Q),

(
B1

µku
)
(x) = 0 (x ∈ Q \ Ω).

Тогда, заменяя переменные y = ωs(x) и используя гладкость коэффици-

ентов bµsαk(x), для всех u ∈ W s−mµ+k(Q) мы имеем

‖B1
µku‖W s−mµ+k(Q) 6

6 k1

∑
s>0

∑

|α|6mµ−k

‖bµsαk

(
ω−1

s (y)
)
ηs(y)Dαu(y)‖W s−mµ+k(ωs(Ω2)) 6

6 k2‖u‖W s(Qσ),

где s = mµ − k, . . . , l + 2m − k, k = 0, . . . , mµ, µ = 1, . . . , m. Таким

образом, условие 2.1.4 выполняется. ¤

Из леммы 2.1.1 вытекает, что задача (2.1.6), (2.1.7) может быть пред-

ставлена в виде (2.1.1), (2.1.2) с носителями нелокальных операторов B1
µk

на множестве
⋃
s>0

ωs(∂Q).

Разрешимость нелокальных эллиптических задач с параметром.

Введем ограниченные операторы

L(λ), L0(λ) : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q)

по формулам

L(λ)u = (Au,B1u, . . . , Bmu),

L0(λ)u =
(
A0u,

(
B0

1u
)|∂Q, . . . ,

(
B0

mu
)|∂Q

)
,

где

W l(Q, ∂Q) = W l(Q)×
m∏

µ=1

W l+2m−mµ−1/2(∂Q),
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операторы A, Bµ, A0 и B0
µ заданы формулами (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3)

и (2.1.4) соответственно. Оператор L(λ) соответствует нелокальной за-

даче (2.1.1), (2.1.2), в то время как оператор L0(λ) соответствует «ло-

кальной» краевой задаче.

Определим оператор Lt(λ) = L0(λ) + t(L(λ)− L0(λ)), где 0 6 t 6 1.

Пусть f = (f0, f1, . . . , fm) ∈ W l(Q, ∂Q).

Определение 2.1.2. Функцию u ∈ W l+2m(Q) мы назовем сильным

решением задачи (2.1.1), (2.1.2) в W l+2m(Q), если L(λ)u = f .

Теперь мы установим основной результат этого параграфа.

Теорема 2.1.1. Пусть выполняются условия 2.1.1–2.1.5. Тогда опе-

ратор-функция λ 7→ L(λ), соответствующая задаче (2.1.1), (2.1.2),

обладает следующими свойствами.

(a) Оператор

L(λ) : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q)

фредгольмов и ind L(λ) = 0 для всех λ ∈ C.

(b) Существует λ1 > 0 такое, что для λ ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ1} опера-

тор L(λ) имеет ограниченный обратный L−1(λ) : W l(Q, ∂Q) →
W l+2m(Q) и для любой u ∈ W l+2m(Q) справедливо неравенство

c2|||L(λ)u|||W l(Q,∂Q) 6 |||u|||W l+2m(Q) 6 c3|||L(λ)u|||W l(Q,∂Q), (2.1.10)

где c2, c3 > 0 не зависят от λ и u, нормы в пространствах

W l+2m(Q) и W l(Q, ∂Q) определены по формулам (C.18) и (C.20)

соответственно.

(c) Оператор-функция λ 7→ L−1(λ) ∈ B(W l(Q, ∂Q),W l+2m(Q)
)

есть

конечно-мероморфная фредгольмова оператор-функция в C.
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Из теоремы 2.1.1 и леммы 2.1.1 мы получаем следующее утверждение.

Следствие 2.1.1. Пусть выполнены условия 2.1.1 и 2.1.2. Тогда опе-

ратор-функция λ 7→ L(λ), соответствующая задаче (2.1.6), (2.1.7),

обладает свойствами (a)–(c) из теоремы 2.1.1.

Доказательство теоремы 2.1.1 основано на следующем утверждении.

Лемма 2.1.2. Пусть выполнены условия 2.1.1–2.1.5. Тогда существу-

ет λ1 > 0 такое, что для λ ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ1}, 0 6 t 6 1 и

u ∈ W l+2m(Q) мы имеем оценку

c2|||Lt(λ)u|||W l(Q,∂Q) 6 |||u|||W l+2m(Q) 6 c3|||Lt(λ)u|||W l(Q,∂Q), (2.1.11)

где c2, c3 > 0 не зависят от λ, t и u.

Доказательство. Докажем второе неравенство в (2.1.11). Положим

Lt(λ)u = f . Тогда

L0(λ)u = f + Φ, (2.1.12)

где

Φ =

(
− t

2m−1∑

j=0

λjA1
ju,− t

mµ∑

k=0

λk
[(

B1
1ku

)|∂Q + B2
1ku

]
, . . . ,

− t

mµ∑

k=0

λk
[(

B1
mku

)|∂Q + B2
mku

]
)

.

В силу теоремы C.8 существует постоянная λ0 > 0 такая, что для

λ ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ0} решение «локального» уравнения (2.1.12) удовле-

творяет неравенству

|||u|||W l+2m(Q) 6 k1|||f + Φ|||W l(Q,∂Q). (2.1.13)
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Из условий 2.1.3 и 2.1.5 и неравенства (B.20) следует, что

|||tλjA1
ju|||W l(Q) 6 k2|λ|j

(
‖u‖W l+2m−j−rj (Q) + |λ|l‖u‖W 2m−j−rj (Q)

)
6

6 k3|λ|−rj |||u|||W l+2m(Q),

(2.1.14)

|||tλkB2
µku|||W l+2m−mµ−1/2(Q) 6

6 k4|λ|k
(
‖u‖W l+2m−k−pk(Q) + |λ|l+2m−mµ−1/2‖u‖Wmµ+1/2−k−pk (Q)

)
6

6 k5|λ|−pk|||u|||W l+2m(Q),

(2.1.15)

где k1, . . . , k5 > 0 не зависят от λ, t и u.

Не ограничивая общности, мы можем предположить, что граница ∂Qσ

принадлежит классу C∞. Используя условие 2.1.4 и неравенства (B.21),

(B.20), мы получим

|||tλk
(
B1

µku
) |∂Q|||W l+2m−mµ−1/2(∂Q) 6 k6|λ|k

(‖u‖W l+2m−k(Qσ)+

+|λ|l+2m−mµ−1 (‖tB1
µku‖W 1(Q) + |λ|‖tB1

µku‖L2(Q)
))

6

6 k7|λ|k
(‖u‖W l+2m−k(Qσ)+

+ ‖tB1
µku‖W l+2m−mµ(Q) + |λ|l+2m−mµ‖tB1

µku‖L2(Q)
)

6

6 k8|λ|k
(‖u‖W l+2m−k(Qσ) + |λ|l+2m−mµ‖u‖Wmµ−k(Qσ)

)
6

6 k9|||u|||W k+2m(Qσ),

(2.1.16)

где k6, . . . , k9 > 0 не зависят λ, t и u.

Введем функцию ξ ∈ Ċ∞(Rn) такую, что

0 6 ξ(x) 6 1 (x ∈ Rn),

ξ(x) = 1 (x ∈ Qσ), ξ(x) = 0
(
x /∈ Qσ/2

)
.

(2.1.17)

Из теоремы C.8, формулы Лейбница и неравенств (B.20), (2.1.14) следу-

ет, что
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|||u|||W l+2m(Qσ) 6 |||ξu|||W l+2m(Q) 6

6 k11|||A0(ξu)|||W l(Q) 6 k12

(
|||ξA0u|||W l(Q)+

+
2m−1∑
j=0

|λ|j
2m−j∑

|α|=1

∑

|β|62m−|α|−j

(‖DαξDβu‖W l(Q) + |λ|l‖DαξDβu‖L2(Q)
)
)

6

6 k13

(
|||A0u|||W l(Q) +

2m−1∑
j=0

|λ|j(‖u‖W l+2m−1−j(Q) + |λ|l‖u‖W 2m−1−j(Q)
)
)

6

6 k14
(|||A0u|||W l(Q) + |λ|−1|||u|||W l+2m(Q)

)
6

6 k15

(∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

(
A0 + t

2m−1∑
j=0

λjA1
j

)
u

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
W l(Q)

+

+

(
2m−1∑

j=0

|λ|−rj + |λ|−1

)
|||u|||W l+2m(Q)

)

(2.1.18)

для λ ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ0}. Здесь k11, . . . , k16 > 0 не зависят от λ, t и u.

Таким образом, из неравенств (2.1.13)–(2.1.16) и (2.1.18) мы получим

|||u|||W l+2m(Q) 6 k1

(
(1 + mk9k15)|||Lt(λ)u|||W l(Q,∂Q)+

+

[
(k3 + mk9k15)

2m−1∑
j=0

|λ|−rj+

+ mk5

mµ∑

k=0

|λ|−pk + mk9k15|λ|−1

]
|||u|||W l+2m(Q)

)
.

Тогда, выбирая λ1 > λ0 так, что

k1

(
(k3 + mk9k15)

2m−1∑
j=0

λ
−rj

1 + mk5

mµ∑

k=0

λ−pk

1 + mk9k15λ
−1
1

)
<

1

2
,

мы получаем второе неравенство (2.1.11) с константой

c3 = 2k1(1 + mk9k15)
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для λ ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ1}.
Первое неравенство в (2.1.11) следует из (2.1.14)–(2.1.16). ¤

Доказательство теоремы 2.1.1. 1. Вначале мы докажем утвержде-

ние (b). В силу теоремы C.8 оператор L0(λ) имеет ограниченный обрат-

ный

L−1
0 (λ) : W l(Q, ∂Q) → W l+2m(Q)

для

λ ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ0 > 0}
в норме ||| · |||. Предположим, что

λ ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ1},

где λ1 > λ0 — число из леммы 2.1.2. Тогда из теоремы A.9 следует, что

существует ограниченный обратный оператор

L−1(λ) : W l(Q, ∂Q) → W l+2m(Q).

2. Докажем теперь утверждение (a). Пусть η ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ1}.
Тогда для произвольного λ ∈ C мы имеем

L(λ) =
(
I + (L(λ)− L(η))L−1(η)

)
L(η),

где I — единичный оператор вW l(Q, ∂Q). Из условий 2.1.3–2.1.5 следует,

что оператор

L(λ)− L(η) : W l+2m−1(Q) →W l(Q, ∂Q)

ограниченный. Поскольку оператор вложения W l+2m(Q) в W l+2m−1(Q)

компактный, то же утверждение справедливо для оператора

(L(λ)− L(η))L−1(η) : W l(Q, ∂Q) →W l(Q, ∂Q).

Поэтому по теореме A.1 оператор L(λ) фредгольмов и ind L(λ) = 0 для

любого λ ∈ C.
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3. Утверждение (c) следует из утверждений (a) и (b) и теоремы A.10.

¤

Нелокальные возмущения задачи Дирихле. Пусть операторы A0

и B0
µ удовлетворяют следующим условиям.

Условие 2.1.6. Оператор A0u =
∑

|α|=2m

aα(x)Dαu(x) + λ2mu(x) — диф-

ференциальный оператор с вещественнозначными коэффициентами

aα ∈ C∞(Rn);
∑

|λ|=2m

aα(x)ξα > 0 для 0 6= ξ ∈ Rn и x ∈ Q.

Условие 2.1.7. Операторы B0
µu =

(
−i

∂

∂ν

)µ−1

u (µ = 1, . . . , m) — гра-

ничные операторы задачи Дирихле.

Очевидно, если условия 2.1.6 и 2.1.7 выполняются, то операторы A0

и B0
µ удовлетворяют условиям 2.1.1 и 2.1.2 для

λ ∈ ωε = {λ ∈ C : | arg λ| 6 ε или |argλ− π| 6 ε},

где 0 < ε <
π

2m
произвольно. Поэтому теорема 2.1.1 примет следующий

вид.

Теорема 2.1.2. Пусть выполняются условия 2.1.3–2.1.7. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения.

(a) Оператор

L(λ) : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q)

фредгольмов и ind L(λ) = 0 для всех λ ∈ C.

(b) Для любого 0 < ε <
π

2m
существует q = q(ε) > 0 такое, что

для

λ ∈ ωε,q = {λ ∈ ωε : |λ| > q}
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оператор L(λ) имеет ограниченный обратный

L−1(λ) : W l(Q, ∂Q) → W l+2m(Q)

и для всех u ∈ W l+2m(Q) справедлива априорная оценка (2.1.11).

(c) Оператор-функция λ 7→ L−1(λ) ∈ B(W l(Q, ∂Q),W l+2m(Q)
)
—

конечно-мероморфная фредгольмова оператор-функция в C.

Введем неограниченный оператор AB : D(AB) ⊂ W l(Q) → W l(Q),

заданный следующим образом:

ABu = Au (u ∈ D(AB)),

D(AB) = {u ∈ W l+2m(Q) : Bµu = 0, µ = 1, . . . , m}.

Здесь в операторах A, Bµ мы полагаем λ = 0.

Следствие 2.1.2. Пусть выполнены условия 2.1.3–2.1.7. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения.

(a) Оператор AB : D(AB) ⊂ W l(Q) → W l(Q) фредгольмов, и

indAB = 0.

(b) Спектр σ(AB) дискретный; для η 6∈ σ(AB) резольвента

R(η,AB) : W l(Q) → W l(Q)

есть компактный оператор.

(c) Для любого 0 < δ < π все точки спектра σ(AB), кроме, воз-

можно, конечного числа точек, принадлежат углу комплекс-

ной плоскости | arg η| < δ.

Доказательство следует из подстановки η = −λ2m и теорем 2.1.1, A.12

и A.1 (ср. доказательство следствия 1.1.2).
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Пример 2.1.2. Рассмотрим нелокальную эллиптическую краевую за-

дачу

−4u + λ2u = f0(x)
(
x ∈ Q = B1 ⊂ R2), (2.1.19)

u|r=1 − u|r=1/2 = 0 (0 6 ϕ 6 2π). (2.1.20)

Здесь r, ϕ — полярные координаты точки x ∈ R2. Обозначим

B1
10u = −η(r − 1/2)u(r − 1/2, ϕ), B2

10u = 0,

где η ∈ Ċ∞(R), η(r) = 1 для r ∈ (3/8, 5/8), η(r) = 0 для r 6∈ (1/4, 3/4),

0 6 η(r) 6 1. Из примера 2.1.1 следует, что оператор B1
10 удовлетворяет

условию 2.1.4 для σ = 1/4, m = 1 и m1 = 0. Следовательно, теорема 2.1.2

остается справедливой для оператора AB, соответствующего нелокаль-

ной краевой задаче (2.1.19), (2.1.20). Однако в отличие от задачи Дири-

хле для уравнения (2.1.19) задача (2.1.19), (2.1.20) имеет нетривиальное

решение u(x) ≡ 1 для f0(x) ≡ 0 и λ = 0, т. е. 0 ∈ σ(AB).

Пример 2.1.3. Рассмотрим нелокальную эллиптическую краевую за-

дачу

44u + λ4u = f0(x)
(
x ∈ Q = B1 ⊂ R2), (2.1.21)

u(r, ϕ)|r=1 − u(r, ϕ)|r=1/3 + 2u(r, ϕ− 1)|r=1/4 +

1∫

0

ru(r, ϕ)dr = 0

(0 6 ϕ 6 2π),

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=1

+
(
B1

20u
)|r=1 = 0 (0 6 ϕ 6 2π).

(2.1.22)

Здесь

B1
20u =

{
F−1[(1 + |ξ|2)1/2

arctg |ξ|F (η0u)
]}

,

η0 ∈ Ċ∞(
R2

)
, η0(r) = 1 при r < 1/2 и η0(r) = 0 при r > 2/3;

F (v) = (Fv)(ξ) — преобразование Фурье по x, F−1(w) =
(
F−1w

)
(x) —
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обратное преобразование Фурье по ξ, ξ ∈ R2. Обозначим

B1
10u = −η1(r − 2/3, ϕ)u(r − 2/3, ϕ) + 2η1(r − 3/4, ϕ)u(r − 3/4, ϕ− 1),

B2
10u =

1∫

0

ru(r, ϕ)dr,

где η1 ∈ Ċ∞(R), 0 6 η1(r) 6 1, η1(r) = 0 при r 6∈ (1/5, 2/3), η1(r) = 1 при

1/4 6 r 6 1/2. Из примера 2.1.1 следует, что оператор B1
10 удовлетворяет

условию 2.1.4 для m = 2, m1 = 0 и σ = 1/5. Делая невырожденное

гладкое преобразование переменных и используя неравенство Коши—

Буняковского, мы видим, что оператор B2
10 : W s(Q) → W s(∂Q) ограни-

чен для любого целого s > 0. В силу интерполяционной теоремы B.15

это утверждение также справедливо для s = k − 1/2 (k = 1, 2, . . . ). По-

этому оператор B2
10 удовлетворяет условию 2.1.5 с p0 = 1/2, m = 2 и

m1 = 0. Легко показать, что условие 2.1.4 выполняется для операто-

ра B1
20 с m = 2, m1 = 1 и σ = 1/5.

2.2. Разрешимость и индекс нелокальных эллиптических задач

Постановка задачи. Рассмотрим уравнение

Au = A0u + A1u = f0(x) (x ∈ Q) (2.2.1)

с нелокальными краевыми условиями

Bµu =
(
B0

µu
)|∂Q + B1

µu + B2
µu = fµ(x) (x ∈ ∂Q; µ = 1, . . . , m).

(2.2.2)
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Здесь Q ⊂ Rn — ограниченная область с границей ∂Q ∈ C∞, n > 2;

операторы A0 и B0
µ заданы формулами

A0 = A0(x,D) =
∑

|α|=2m

aα(x)Dα, (2.2.3)

B0
µ = B0

µ(x,D) =
∑

|α|=mµ

bµ0α(x)Dα, (2.2.4)

aα, bµ0α ∈ C∞(Rn) — комплекснозначные функции;

f0 ∈ W l(Q), fµ ∈ W l+2m−mµ−1/2(∂Q),

l > max{0, mµ − 2m + 1}— целое.

Наряду с операторами A0(x,D) и B0
µ(x,D) введем полиномы

A0(x, ξ) =
∑

|α|=2m

aα(x)ξα, B0
µ(x, ξ) =

∑

|α|=mµ

bµ0α(x)ξα.

Предположим, что операторы A и Bµ удовлетворяют следующим усло-

виям.

Условие 2.2.1. При x ∈ Q для любого ν 6= 0 и ξ 6= 0, ортогонального

к ν в Rn, полином A0(x, ξ + τν) переменной τ имеет ровно m корней

τ+
1 (x, ξ, ν), . . . , τ+

m(x, ξ, ν) с положительной мнимой частью и m корней с

отрицательной мнимой частью.

Условие 2.2.2. Полиномы B0
µ(x, ξ + τν) (µ = 1, . . . , m) переменной τ

линейно независимы по модулю полинома
m∏

j=1

(
τ − τ+

j (x, ξ, ν)
)

для всех

x ∈ ∂Q и ξ 6= 0, ортогональных к ν, где ν — единичный вектор внутрен-

ней нормали к ∂Q в точке x.

Условие 2.2.3. Оператор A1 : W l+2m−r0(Q) → W l(Q) — линейный

ограниченный оператор, 0 < r0 6 l + 2m.
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Условие 2.2.4. Существует σ > 0 такое, что для всех u ∈ W l+2m(Q)

‖B1
µu‖W l+2m−mµ−1/2(∂Q) 6 c1‖u‖W l+2m(Qσ), (2.2.5)

где Qσ = {x ∈ Q : ρ(x, ∂Q) > 0}, µ = 1, . . . , m.

Условие 2.2.5. Операторы B2
µ : W l+2m−p0(Q) → W l+2m−mµ−1/2(∂Q)

линейные ограниченные, 0 < p0 6 l + 2m, µ = 1, . . . , m.

Замечание 2.2.1. Условия 2.2.1 и 2.2.2 означают, что задача (2.2.1),

(2.2.2) является эллиптической, если A1 = 0, B1
µ = 0 и B2

µ = 0

(µ = 1, . . . , m), см. условия C.1, C.2 и замечание C.3. Условие 2.2.4

означает, что соответствующие нелокальные операторы имеют носители

внутри области Q. Условия 2.2.3 и 2.2.5 описывают нелокальные возму-

щения низшего порядка.

Изучим пример такой нелокальной эллиптической краевой задачи.

Нелокальные эллиптические задачи с носителями нелокальных

членов на гладких многообразиях внутри области.

Пример 2.2.1. Рассмотрим задачу

Au =
∑

|α|62m

aα(x)Dαu(x) = f0(x) (x ∈ Q), (2.2.6)

Bµu =
S∑

s=0

∑

|α|6mµ

bµsα(x)(Dαu)(ωs(x))|∂Q = fµ(x)

(x ∈ ∂Q; µ = 1, . . . , m).

(2.2.7)

Здесь aα, bµsα ∈ C∞(Rn) — комплекснозначные функции, ωs —

C∞-диффеоморфизмы, отображающие некоторую окрестность Ω грани-

цы ∂Q на множество ωs(Ω) так, что ωs(Ω) ⊂ Q, s > 0; ω0(x) ≡ x; S ∈ N;

f0 ∈ W l(Q), fµ ∈ W l+2m−mµ−1/2(∂Q).
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Предположим, что операторы A0 и B0
µ, заданные формулами (2.2.3),

(2.2.4), удовлетворяют условиям 2.2.1 и 2.2.2 соответственно.

Лемма 2.2.1. Операторы A и Bµ можно представить в виде

Au = A0u + A1u, (2.2.8)

Bµu =
(
B0

µu
)|∂Q + B1

µu + B2
µu, (2.2.9)

где операторы A1, B1
µ и B2

µ удовлетворяют условиям 2.2.3, 2.2.4 и 2.2.5

соответственно.

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.1.1.

Разрешимость и индекс. Введем ограниченные операторы

L,L0 : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q)

по формулам

Lu = (Au,B1u, . . . , Bmu), L0u =
(
A0u,

(
B0

1u
)|∂Q, . . . ,

(
B0

mu
)|∂Q

)
.

Оператор L соответствует нелокальной задаче (2.2.1), (2.2.2), в то время

как оператор L0 соответствует «локальной» краевой задаче.

Сильное решение задачи (2.2.1), (2.2.2) можно определить аналогично

тому, как это сделано в § 2.1.

Основной результат этого параграфа может быть сформулирован сле-

дующим образом.

Теорема 2.2.1. Пусть выполняются условия 2.2.1–2.2.5. Тогда со-

ответствующий задаче (2.2.1), (2.2.2) оператор

L : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q)

фредгольмов и ind L = ind L0.

Из теоремы 2.2.1 и леммы 2.2.1 мы получим следующий результат.
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Следствие 2.2.1. Пусть выполняются условия 2.2.1 и 2.2.2. Тогда

соответствующий задаче (2.2.6), (2.2.7) оператор

L : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q)

фредгольмов и ind L = ind L0.

Для доказательства теоремы 2.2.1 получим вначале некоторые вспо-

могательные результаты.

Лемма 2.2.2. Пусть выполняются условия 2.2.1–2.2.5. Тогда для

всех u ∈ W l+2m(Q) мы имеем оценку

‖u‖W l+2m(Q) 6 c2
(‖Lu‖W l(Q,∂Q) + ‖u‖L2(Q)

)
, (2.2.10)

где оператор L соответствует задаче (2.2.1), (2.2.2).

В силу априорной оценки решений «локальной» задачи (см. лем-

му C.3) доказательство проводится так же, как в случае леммы 2.1.2.

Из леммы 2.2.2 и теоремы A.2 следует, что dimN (L) < ∞ и об-

раз R(L) замкнут в W l(Q, ∂Q). Для того чтобы показать справедливость

соотношения codimR(L) < ∞, докажем следующий результат.

Лемма 2.2.3. Пусть выполнены условия 2.2.1–2.2.5. Тогда оператор

L : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q),

соответствующий задаче (2.2.1), (2.2.2), имеет правый регуляриза-

тор

R : W l(Q, ∂Q) → W l+2m(Q).

Доказательство. По лемме C.2 существует линейный ограниченный

оператор

R0 : W l(Q, ∂Q) → W l+2m(Q)
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такой, что

L0R0 = I + T0,

где T0 — компактный оператор в W l(Q, ∂Q). Введем ограниченные опе-

раторы

R1 : W l(Q) → W l+2m(Q), R2 : W l(∂Q) → W l+2m(Q),

определенные по формулам

R1f0 = R0(f0, 0), R2f
′ = R0(0, f

′),

где

W l(∂Q) =
m∏

µ=1

W l+2m−mµ−1/2(∂Q),

f0 ∈ W l(Q), f ′ = (f1, . . . , fm) ∈ W l(∂Q).

Введем также ограниченные операторы

B, B0, Bj : W l+2m(Q) →W l(∂Q)

следующим образом:

B = B0 + B1 + B2,

B0u =
((

B0
1
)|∂Q, . . . ,

(
B0

m

)|∂Q

)
, Bju =

(
Bj

1u, . . . , Bj
mu

)
(j = 1, 2).

Рассмотрим теперь оператор R, заданный формулой

Rf = R1f0 + (1− ξ)R2
(
f ′ −B1R1f0

)
. (2.2.11)

Здесь ξ ∈ Ċ∞(Rn) — функция вида (2.1.17). Из условия 2.2.4 следует,

что оператор

R : W l(Q, ∂Q) → W l+2m(Q)

ограниченный. Введем операторы T1 и T2, действующие из W l(Q) в

пространства W l(Q) и W l(∂Q) соответственно, а также T3 и T4, дей-

ствующие из W l(∂Q) в пространства W l(Q) и W l(∂Q) соответственно,
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следующим образом:

T0(f0, 0) = (T1f0, T2f0), T0(0, f
′) = (T3f

′, T4f
′).

По определению T1, . . . , T4 — компактные операторы в соответствующих

пространствах и

A0R1f0 = f0 + T1f0, A0R2f
′ = T3f

′, (2.2.12)

B0R1f0 = T2f0, B0R2f
′ = f ′ + T4f

′. (2.2.13)

Используя (2.2.12) и формулу Лейбница, мы получим

ARf = f0 + T ′f,

где

T ′f = A1Rf + T1f0 +
(
(1− ξ)T3 + A2R2

) (
f ′ −B1R1f0

)
,

A2u =
∑

16|α|62m

∑

|β|=2m−|α|
aαβ(x)Dα(1− ξ)Dβu,

aαβ ∈ C∞(Rn). В силу компактности операторов

T1 : W l(Q) → W l(Q), T3 : W l(∂Q) → W l(Q)

и компактности оператора вложения W l+2m(Q) в W l+2m−r(Q), где

r = min{r0, p0, 1},

а также условия 2.2.3 оператор T ′ : W l(Q, ∂Q) → W l(Q) компактный.

В силу (2.1.17) и условия 2.2.4

B0((1− ξ)v) = B0v, B1((1− ξ)v) = 0
(
v ∈ W l+2m(Q)

)
.

Отсюда и из (2.2.13) мы получаем

BRf =
(
B0 + B1 + B2)(R1f0 + (1− ξ)R2

(
f ′ −B1R1f0

))
=

= T2f0 +
(
f ′ −B1R1f0

)
+ T4

(
f ′ −B1R1f0

)
+ B1R1f0 + B2Rf =

= f ′ + T ′′f,
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где

T ′′f = T2f0 + T4
(
f ′ −B1R1f0

)
+ B2Rf.

Поэтому в силу условия 2.2.5, компактности операторов

T2 : W l(Q) →W l(∂Q), T4 : W l(∂Q) →W l(∂Q)

и компактности оператора вложения W l+2m(Q) в W l+2m−r(Q) оператор

T ′′ : W l(Q, ∂Q) →W l(∂Q)

компактный. Таким образом,

LR = I + T,

где оператор T : W l(Q, ∂Q) → W l(Q, ∂Q), определенный по формуле

Tf = (T ′f, T ′′f), компактный. Следовательно, оператор R — правый ре-

гуляризатор оператора L. ¤

Доказательство теоремы 2.2.1. 1. Вначале мы докажем, что опера-

тор L : W l+2m → W l(Q, ∂Q) фредгольмов. Действительно, из лем-

мы 2.2.2 и теоремы A.2 следует, что dimN (L) < ∞ и образ R(L) за-

мкнут в W l(Q, ∂Q). С другой стороны, в силу леммы 2.2.3 и теоремы A.4

codimR(L) < ∞.

2. Покажем теперь, что ind L = ind L0. Обозначим

Lt = L0 + t(L− L0), 0 6 t 6 1.

Очевидно, операторы tA1, tB1
µ и tB2

µ (µ = 1, . . . , m) удовлетворяют усло-

виям 2.2.3–2.2.5. Поэтому в силу теоремы A.8 об устойчивости индекса

ind L = ind L0. ¤

Сведение к задаче с компактным возмущением. Покажем, что, во-

обще говоря, оператор B1
µ не является компактным возмущением опера-

тора L0.
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Пример 2.2.2. Рассмотрим нелокальную задачу

−4u = f0(x)
(
x ∈ Q = B1 ⊂ R2), (2.2.14)

u|r=1 − u|r=1/2 = 0 (0 6 ϕ 6 2π), (2.2.15)

ср. пример 2.1.2.

Здесь r, ϕ — полярные координаты точки x ∈ R2. Обозначим

B1
1u = −η(r − 1/2)u(r − 1/2, ϕ)|r=1, B2

1u = 0, A1u = 0,

где η(r) ∈ Ċ∞(R), η(r) = 1 при r ∈ (3/8, 5/8), η(r) = 0 при r 6∈ (1/4, 3/4)

и 0 6 η(r) 6 1. Очевидно, оператор B1
1 удовлетворяет условию 2.2.4 при

σ = 1/4, m = 1 и m1 = 0.

Введем линейные ограниченные операторы

L0, L : W 2(Q) →W0(Q, ∂Q)

по формулам

L0u = (−4u, u|r=1), Lu =
(−4u, u|r=1 + B1

1u
)
.

Обозначим

F = {ψ ∈ W 3/2(∂Q) : ‖ψ‖W 3/2(∂Q) = 1},
Ω1 = {x ∈ R2 : 3/4 < r < 5/4, 0 6 ϕ 6 2π},
Ω2 = {x ∈ R2 : 1/4 < r < 3/4, 0 6 ϕ 6 2π}.

Пусть

T : W 3/2(∂Q) → W 2(Ω1) —

линейный ограниченный оператор такой, что Tψ = ψ для любой функ-

ции ψ ∈ W 3/2(∂Q). Введем линейный ограниченный оператор

V : W 3/2(∂Q) → W 2(Q)

114



по формуле

(V ψ)(ϕ, r) =




−η(r)(Tψ)(r + 1/2, ϕ), (r, ϕ) ∈ Ω2,

0, (r, ϕ) ∈ Q \ Ω2.

Очевидно, V (F) — ограниченное множество в W 2(Q). С другой стороны,

B1
1V ψ = ψ для любого ψ ∈ K. Следовательно, B1

1(V (F)) = F , т. е.

оператор B1
1 отображает ограниченное множество V (F) на единичную

сферу, которая некомпактна.

Однако нелокальная эллиптическая задача (2.2.1), (2.2.2) может быть

сведена к операторному уравнению с компактным возмущением, кото-

рое соответствует нелокальному члену. В то же время это сведение дает

независимое доказательство теоремы 2.2.1. Для того чтобы сформулиро-

вать соответствующий результат, мы рассмотрим вспомогательное утвер-

ждение.

Пусть H, H1 и H2 — гильбертовы пространства, и пусть

H = H1 ×H2.

Пусть A : H → H1 и B0, B1 : H → H2 — линейные ограниченные опе-

раторы. Введем операторы L0, L : H → H по формулам L0 = {A,B0}
и L = {A,B}, где B = B0 + B1. Обозначим через Gi и G сужения

операторов Bi и B на N (A), i = 0, 1.

Лемма 2.2.4. Пусть оператор L0 : H → H фредгольмов. Тогда опе-

ратор G0 : N (A) → H2 также фредгольмов. Если к тому же оператор

G : N (A) → H2 фредгольмов и ind G = ind G0, то оператор L : H → H
фредгольмов и ind L = ind L0.
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Доказательство. 1. Очевидно, N (L0) = N (G0). Пусть множество

функций

fi = (ϕi, ψi), i = 1, . . . , r,

составляет ортонормированный базис в R(L0)
⊥, где ϕi ∈ H1, ψi ∈ H2,

R(L0)
⊥ — ортогональное дополнение к R(L0) в H. Тогда система урав-

нений

Au = 0, B0u = ψ (2.2.16)

имеет решение в том и только в том случае, если

(ψ, ψi)H2
= 0, i = 1, . . . , r.

Следовательно, множество R(G0) замкнуто в H2 и p = codimR(G0) 6 r.

Таким образом, мы доказали, что оператор G0 : N (A) → H2 фредголь-

мов.

2. Докажем теперь, что если оператор G : N (A) → H2 фредгольмов

и ind G = ind G0, то оператор L : H → H— фредгольмов. Аналогично

части 1 доказательства мы можем показать, что сужение A на N (
B0

)
—

фредгольмов оператор и размерность его коядра меньше или равна r.

Поэтому R(A) замкнуто в H1 и m = codimR(A) 6 r. Обозначим че-

рез Ã сужение A на N (A)⊥, отображающее N (A)⊥ на R(A). Оператор Ã

имеет ограниченный обратный

Ã−1 : R(A) → N (A)⊥.

Введем оператор L̃0 : H → R(A) × H2 по формуле L̃0u =
(
Au,B0u

)
.

Очевидно,

ind L0 = ind L̃0 −m. (2.2.17)

Рассмотрим систему уравнений, соответствующую оператору L̃0,

Au = ϕ, B0u = ψ, (2.2.18)
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где ϕ ∈ R(A), ψ ∈ H2. Обозначим w = u − Ã−1ϕ. Тогда задача (2.2.18)

примет вид

Aw = 0, B0w = η0, (2.2.19)

где η0 = ψ − B0Ã−1ϕ. Задача (2.2.19) и, следовательно, задача (2.2.18)

имеет решение тогда и только тогда, когда

(η0, χj)H2
= 0 (j = 1, . . . , p0), (2.2.20)

где χ1, . . . , χp0
— ортонормированный базис в R(G0)

⊥.

Из ограниченности операторов B0 : H → H2 и Ã−1 : R(A) → N (A)⊥

и неравенства Коши—Буняковского следует, что∣∣∣∣
(
B0Ã−1ϕ, χj

)
H2

∣∣∣∣ 6 k1‖ϕ‖H1
‖χj‖H2

.

Таким образом,
(
B0Ã−1ϕ, χj

)
H2

— линейный ограниченный функционал

на R(A). В силу теоремы Рисса существуют элементы βj ∈ R(A) такие,

что

−
(
B0Ã−1ϕ, χj

)
H2

= (ϕ, βj)H1
, ‖βj‖H1

6 k1‖χj‖H2
.

Поэтому условия (2.2.20) примут вид

(ϕ, βj)H1
+ (ψ, χj)H2

= 0, j = 1, . . . , p0.

Здесь Φj = (βj, χj) ∈ H— линейно независимы. Таким образом,

codimR
(
L̃0

)
= p0 = codimR(G0).

Поэтому из (2.2.17) мы имеем

ind G0 = ind L̃0 = ind L0 + m. (2.2.21)

Аналогично мы можем определить оператор L̃ : H → R(A) × H2 по

формуле L̃u = (Au,Bu).

Рассмотрим систему уравнений

Au = ϕ, Bu = ψ, (2.2.22)
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где ϕ ∈ R(A) и ψ ∈ H2. Пусть w = u− Ã−1ϕ.

Тогда задача (2.2.22) примет вид

Aw = 0, Bw = η, (2.2.23)

где η = ψ −BÃ−1ϕ.

Поскольку оператор G : N (A) → H2 фредгольмов, повторяя упомяну-

тые выше рассуждения для задач (2.2.22) и (2.2.23), мы убеждаемся в

том, что образ R(
L̃
)

замкнут в R(A)×H2 и

codimR(
L̃
)

= p = codim R(G).

Следовательно, образ R(L) замкнут в H и codimR(L) = m+p < ∞. На-

помним, что N (L) = N (G) и dimN (G) < ∞. Таким образом, оператор

L : H → H фредгольмов.

Далее, аналогично (2.2.17) мы получаем

ind L = ind L̃−m. (2.2.24)

Из (2.2.24) следует, что

ind G = ind L̃ = ind L + m. (2.2.25)

Очевидно, из соотношения ind G = ind G0 и равенств (2.2.21), (2.2.25)

вытекает, что ind L = ind L0. ¤

Пусть теперь

L,L0 : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q)

суть ограниченные операторы, заданные формулами

L = {A,B}, L0 = {A,B0},

где A — оператор из (2.2.1),

B = B0 + B1 + B2,

B0u =
((

B0
1u

)|∂Q, . . . ,
(
B0

mu
)|∂Q

)
, Bju =

(
Bj

1u, . . . , Bj
mu

)
(j = 1, 2),
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а операторы B0
µ и Bj

µ (j = 1, 2, µ = 1, . . . , m) те же, что в нелокальных

условиях (2.2.2). Обозначим через G0, G1 и G сужения операторов B0,

B1 + B2 и B соответственно на N (A).

Теорема 2.2.2. Пусть выполняются условия 2.2.1–2.2.5. Тогда опе-

раторы G0, G1 : N (A) → W l(Q, ∂Q) суть фредгольмов и компакт-

ный операторы соответственно и G = G0 + G1. При этом оператор

L : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q) фредгольмов и ind L = ind L0.

Доказательство. Из теорем C.6 и A.7 следует, что оператор L0 фред-

гольмов. Поэтому по лемме 2.2.4 оператор G0 : N (A) → W l(Q, ∂Q)

фредгольмов. Введем функцию ξ ∈ Ċ∞(Q) по формуле (2.1.17). Из усло-

вий 2.2.3 и 2.2.4, априорной оценки (C.15) и формулы Лейбница мы

получаем

‖B1u‖W l(∂Q) 6 k1‖u‖W l+2m(Qσ) 6 k1‖ξu‖W l+2m(Q) 6

6 k2
(‖A0(ξu)‖W l(Q) + ‖ξu‖L2(Q)

)
6

6 k3
(‖ξAu‖W l(Q) + ‖u‖W l+2m−1(Q)

)
= k3‖u‖W l+2m−1(Q)

для всех u ∈ N (A).

Таким образом, из компактности оператора вложения W l+2m(Q) в

W l+2m−p(Q) и условия 2.2.5 вытекает компактность оператора

G1 : N (A) →W l(∂Q),

где p = min{p0, 1}. Поскольку оператор G0 : N (A) → W l(Q, ∂Q) фред-

гольмов, по теореме A.7 оператор G также фредгольмов и ind G = ind G0.

Тогда в силу леммы 2.2.4 оператор

L : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q)

фредгольмов и ind L = ind L0. ¤
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Заметим, что оператор L0 в теореме 2.2.1 отличается от такого же

оператора в теореме 2.2.2 на компактный оператор A1. Поэтому теоре-

ма 2.2.1 следует из теоремы 2.2.2.

2.3. Эллиптические уравнения второго порядка в цилиндре

с нелокальными условиями

Постановка задачи. В этом параграфе мы рассмотрим нелокальную

эллиптическую задачу в цилиндре, которая является обобщением зада-

чи (3), (4). В данном случае присутствуют нелокальные члены вблизи

границы. Тем не менее мы получим теорему о разрешимости в простран-

ствах Соболева, аналогичную теореме 2.1.2.

Рассмотрим уравнение

Au = A0u + A1u = f0(x) (x ∈ Q) (2.3.1)

с нелокальными краевыми условиями

Bρu =
(
u + B1

ρu
)|x1=tρ + B2

ρu = fρ(x
′) (x′ ∈ G, ρ = 1, 2),

u|[0,d]×∂G = 0.
(2.3.2)

Здесь Q = (0, d) × G ⊂ Rn, n > 2, G ⊂ Rn−1 — ограниченная об-

ласть (с границей ∂G ∈ C∞, если n > 3); x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

x′ = (x2, . . . , xn) ∈ Rn−1;

A0 = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
aij

∂

∂xj
, (2.3.3)

aij = aji ∈ C∞(Rn) — вещественнозначные функции; f0 ∈ L2(Q) и

fρ ∈ W 3/2(G) — комплекснозначные функции; t1 = 0, t2 = d.

Обозначим через W k
0 (Q), W k

0 (Q̃σ) и W k
0 (G) подпространства функций

в W k(Q), W k(Q̃σ) и W k(G) соответственно, следы которых равны нулю
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на [0, d] × ∂G, [σ, d − σ] × ∂G и ∂G соответственно; здесь k > 1 и

Q̃σ = (σ, d− σ)×G.

Будем предполагать, что выполнены следующие условия.

Условие 2.3.1.
n∑

i,j=1
aij(x)ξiξj > 0 для x ∈ Q и 0 6= ξ ∈ Rn.

Условие 2.3.2. A1 : W 2−r0(Q) → L2(Q) — линейный ограниченный

оператор, где 0 < r0 6 2.

Условие 2.3.3. Существует σ > 0 такое, что для любого u ∈ W s
0 (Q)

‖B1
ρu‖W s(Q) 6 c1‖u‖W s(Q̃σ), (2.3.4)

где s = 0, 2, ρ = 1, 2 (рис. 2.3.1).

Условие 2.3.4. B2
ρ : W 1/2−p0(Q) → L2(G) — линейные ограниченные

операторы такие, что их сужения B2
ρ : W 2−p0

0 (Q) → W
3/2
0 (G) — также

ограниченные операторы, где 0 < p0 6 1/2, ρ = 1, 2.

РИС. 2.3.1

Пример 2.3.1 (ср. пример 1.1.1). Мы будем изучать задачу

Au = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
aij

∂u

∂xj
+

n∑

i=1

ai
∂u

∂xi
+ a0u = f0(x) (x ∈ Q), (2.3.5)
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Bρu = u|x1=tρ +
k∑

j=1

bρj(x
′)u|x1=dj

+

d∫

0

eρ(x)u(x)dx1 = fρ(x
′)

(x′ ∈ G, ρ = 1, 2),

u|[0,d]×∂G = 0.

(2.3.6)

Здесь Q = (0, d) × G ⊂ Rn, n > 2, G ⊂ Rn−1 — ограниченная об-

ласть (с границей ∂G ∈ C∞, если n > 3); x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

x′ = (x2, . . . , xn) ∈ Rn−1; aij, ai, a0 ∈ C∞(Rn) — вещественнозначные

функции; aij = aji (i, j = 1, . . . , n), eρ ∈ C∞(Rn) и bρj ∈ C∞(
Rn−1

)
—

комплекснозначные функции (ρ = 1, 2, j = 1, . . . , k); 0 < dj < d, t1 = 0,

t2 = d; f0 ∈ L2(Q), fρ ∈ W
3/2
0 (G) (рис. 2.3.2).

РИС. 2.3.2

Предположим, что оператор A0, определенный формулой (2.3.3), удо-

влетворяет условию 2.3.1.

Лемма 2.3.1. Операторы A и Bρ можно представить в виде

Au = A0u + A1u, (2.3.7)

Bρu =
(
u + B1

ρu
)|x1=tρ + B2

ρu, (2.3.8)

где оператор A0 задан формулой (2.3.3), а операторы A1, B1
ρ и B2

ρ

удовлетворяют условиям 2.3.2, 2.3.3 и 2.3.4 соответственно.
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Доказательство. Обозначим

A1u =
n∑

i=1

ai(x)
∂u(x)

∂xj
+ a0(x)u(x).

Очевидно, оператор A1 удовлетворяет условию 2.3.2 при r0 = 1.

Введем функцию η(x1) такую, что η ∈ Ċ∞(R),

0 6 η(x1) 6 1 при x1 ∈ R, η(x1) = 1 при x1 ∈ (−σ, σ),

η(x1) = 0 при x1 6∈ (−2σ, 2σ),
(2.3.9)

где 4σ = min
ρ,j

|tρ − dj|. Положим

(
B1

1u
)
(x) =





η(x1)
k∑

j=1

b1j(x
′)u(x1 + dj, x

′)

при (x ∈ (0, 4σ)×G),

0 при x ∈ Q \ ((0, 4σ)×G),

(
B1

2u
)
(x) =





η(x1 − d)
k∑

j=1

b2j(x
′)u(x1 − d + dj, x

′)

при x ∈ (d− 4σ, d)×G,

0 при x ∈ Q \ ((d− 4σ, d)×G).

Аналогично доказательству леммы 2.1.1 мы можем показать, что опе-

раторы B1
ρ удовлетворяют условию 2.3.3. Из теорем B.5 и B.14 следует,

что операторы B2
ρ удовлетворяют условию 2.3.4 при p0 = 1/2. По по-

строению операторы A и Bµ можно записать в виде (2.3.7) и (2.3.8)

соответственно. ¤

Разрешимость и спектр. Определим операторы

L = L(λ) : W 2
0 (Q) →W0(Q,G), L0 = L0(λ) : W 2

0 (Q) →W0(Q,G)

по формулам

Lu =
(
Au + λ2u, B1u, B2u

)
, L0u =

(
A0u + λ2u, u|x1=0, u|x1=d

)
,
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где W0(Q,G) = L2(Q)×W
3/2
0 (G)×W

3/2
0 (G).

Определение 2.3.1. Функцию u ∈ W 2
0 (Q) назовем сильным решени-

ем краевой задачи (2.3.1), (2.3.2) в W 2
0 (Q), если

L(λ)u = f,

где f = (f0, f1, f2) ∈ W0(Q,G).

Сформулируем основной результат этого параграфа.

Теорема 2.3.1. Пусть выполняются условия 2.3.1–2.3.4. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения.

(a) Оператор L(λ) : W 2
0 (Q) → W0(Q,G), соответствующий зада-

че (2.3.1), (2.3.2), фредгольмов и ind L(λ) = 0 для всех λ ∈ C.

(b) Для любого 0 < ε < π/2 существует q = q(ε) > 0 такое,

что для λ ∈ ωε,q оператор L(λ) имеет ограниченный обрат-

ный L−1(λ) : W0(Q,G) → W 2
0 (Q) и для каждого u ∈ W 2

0 (Q)

выполняется неравенство

c2|||L(λ)u|||W0(Q,G) 6 |||u|||W 2(Q) 6 c3|||L(λ)u|||W0(Q,G), (2.3.10)

где c2, c3 > 0 не зависят от λ и u.

(c) Оператор-функция

λ 7→ L−1(λ) ∈ B(W0(Q,G),W 2
0 (Q)

)

является конечно-мероморфной оператор-функцией в C.

Из теоремы 2.3.1 и леммы 2.3.1 мы получаем следующее утверждение.

Следствие 2.3.1. Пусть выполняется условие 2.3.1. Тогда оператор-

функция λ 7→ L(λ), соответствующая задаче (2.3.7), (2.3.8), облада-

ет свойствами (a)–(c) из теоремы 2.3.1.

124



Введем неограниченный оператор

AB : D(AB) ⊂ L2(Q) → L2(Q)

с областью определения

D(AB) =
{
u ∈ W 2

0 (Q) : Bρu = 0, ρ = 1, 2
}

по формуле ABu = Au.

Из теоремы 2.3.1 мы получим следующее утверждение (ср. доказа-

тельство следствия 1.1.1).

Следствие 2.3.2. Пусть выполняются условия 2.3.1–2.3.4. Тогда

справедливы следующие утверждения.

(a) Оператор

AB : D(AB) ⊂ L2(Q) → L2(Q)

фредгольмов, и indAB = 0.

(b) Спектр σ(AB) дискретный; для η 6∈ σ(AB) резольвента

R(η,AB) : L2(Q) → L2(Q)

есть компактный оператор.

(c) Для любого 0 < δ < π все точки спектра σ(AB), кроме, быть

может, конечного их числа, принадлежат углу комплексной

плоскости | arg λ| < δ.

Пример 2.3.2 (ср. (3), (4)). Рассмотрим нелокальную краевую задачу

A0u = f0(x) (x ∈ Q = (0, 2)× (0, 1)), (2.3.11)

u|x1=0 = b1u|x1=1, u|x1=2 = b2u|x1=1,

u|x2=0 = u|x2=1 = 0,
(2.3.12)

где b1, b2 ∈ R, f0 ∈ L2(Q), aij = aji ∈ C∞(
R2

)
, оператор A0 вида (2.3.3) —

сильно эллиптический в Q (рис. 2).
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Из следствия 2.3.1 следует существование и единственность сильного

решения u ∈ W 2(Q) нелокальной задачи (2.3.11), (2.3.12) для

|b1|, |b2| 6 1.

Действительно, пусть u0 ∈ W 2(Q) — сильное решение задачи (2.3.9),

(2.3.10) при f0 = 0. Тогда u0 ∈ W k
loc(Q) (k = 4, 5, . . . ). Отсюда и из

теоремы вложения Соболева для n = 2 (см. теорему B.7) мы получим

u0 ∈ C
(
Q

)∩C∞(Q). Поэтому в силу принципа максимума u0 = 0. Таким

образом, из следствия 2.3.1 вытекает существование сильного решения

задачи (2.3.9), (2.3.10).

Доказательство теоремы 2.3.1. Введем в пространствах

W k(Ω) (Ω = Q,G),

W0(Q,G) = L2(Q)×W
3/2
0 (G)×W

3/2
0 (G)

эквивалентные нормы, зависящие от параметра λ,

|||u|||W k(Ω) =
(
‖u‖2

W k(Ω) + |λ|2k‖u‖2
L2(Ω)

)1/2
,

|||f |||W0(Q,G) =

(
‖f0‖2

L2(Q) +
∑
ρ=1,2

|||fρ|||2W 3/2(G)

)1/2

,

где u ∈ W k(Ω), f = (f0, f1, f2) ∈ W0(Q,G).

Лемма 2.3.2. Существует линейный оператор

S : W
3/2
0 (G)×W

3/2
0 (G) → W 2

0 (G)

такой, что (Sw)|x1=tρ = wρ (ρ = 1, 2) и

|||Sw|||W 2(Q) 6 c4

∑
ρ=1,2

|||wρ|||W 3/2(G)

для любого w = (w1, w2) ∈ W
3/2
0 (G)×W

3/2
0 (G) и |λ| > 1 > 0, где c4 > 0

не зависит от w и λ.
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Доказательство. Поскольку ∂G ∈ C∞, мы можем использовать раз-

биение единицы и распрямление границы ∂G. Таким образом, мы видим,

что для доказательства леммы 2.3.2 достаточно построить линейный опе-

ратор Ŝ : W
3/2
0

(
Rn−1

+
) → W 2

0 (Rn
+), ограниченный по норме ||| · ||| и такой,

что
(
Ŝu

)|x1=0,x2>0 = u для всех u ∈ W
3/2
0

(
Rn−1

+
)
. Здесь

Rn
+ = {x = (x1, . . . , xn) : x1 > 0}, Rn−1

+ = {x′ = (x2, . . . , xn) : x2 > 0},

W k
0 (·) = {u ∈ W k(·) : u|x2=0 = 0}.

Определим оператор S1 : L2
(
Rn−1

+
) → L2

(
Rn−1

)
по формуле

(S1u)(x′) =





u(x′), x′ ∈ Rn−1
+ ,

−u(−x2, x3, . . . , xn−1), x′ ∈ Rn−1 \ Rn−1
+ .

Очевидно, сужение оператора S1 : W k
0
(
Rn−1

+
) → W k

0
(
Rn−1

)
(k = 1, 2)

является ограниченным оператором. Используя это свойство и интерпо-

ляционную теорему B.14, легко показать, что сужение оператора

S1 : W
3/2
0

(
Rn−1

+
) → W

3/2
0

(
Rn−1)

является ограниченным оператором в норме ||| · |||.
Рассмотрим оператор S2 : W 3/2

(
Rn−1

) → W 2(Rn
+), определенный по

формуле

S2ϕ = F−1(vF ′ϕ).

Здесь ϕ ∈ W 3/2
(
Rn−1

)
, F ′ϕ = (F ′ϕ)(ξ′) — преобразование Фурье функ-

ции ϕ(x′) по x′; F ′−1ψ =
(
F ′−1ψ

)
(x′) — обратное преобразование Фурье

функции ψ(ξ′) по ξ′,

v = exp (−ωx1), ω =

(
n∑

j=2

ξ2
j + |λ|2

)1/2

, ξ′ = (ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn−1.

Легко увидеть, что

|||S2ϕ|||W 2(Rn
+) 6 k1|||ϕ|||W 3/2(Rn−1), (S2ϕ)|x1=0 = ϕ.
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Поэтому оператор

Ŝ = S2S1 : W
3/2
0

(
Rn−1

+
) → W 2(Rn

+)

ограничен в норме |||·|||. Преобразование Фурье (или обратное преобразо-

вание Фурье) по x′ (или ξ′) отображает нечетную по x2 (или ξ2) функцию

в нечетную по ξ2 (или x2) функцию. Поэтому функция S2S1u ∈ W 2(Rn
+)

нечетна по x2. Следовательно, (S2S1u)|x2=0 = 0. ¤

Лемма 2.3.3. Пусть выполняется условие 2.3.1. Тогда для любых

0 < ε < π/2 и λ ∈ ωε,1 существует единственное решение уравнения

L0(λ)u = f при каждом f ∈ W0(Q,G) и

c5|||L0(λ)u|||W0(Q,G) 6 |||u|||W 2(Q) 6 c6|||L0(λ)u|||W0(Q,G), (2.3.13)

где c5 = c5(ε) > 0 и c6 = c6(ε) > 0 не зависят от λ и u.

Доказательство. 1. Докажем вначале это утверждение в случае

f1 = f2 = 0.

Введем неограниченный оператор

A0 : D(A0) ⊂ L2(Q) → L2(Q)

с областью определения

D(A0) = W 2(Q) ∩ W̊ 1(Q)

по формуле A0u = A0u (u ∈ D(A0)).

В силу замечаний C.1, C.2 и теоремы Банаха об обратном операторе

оператор A0 самосопряженный, σ(A0) ⊂ (0,∞) и

‖A−1
0 f0‖W 2(Q) 6 k1‖f0‖L2(Q) (2.3.14)

для всех f0 ∈ L2(Q).
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Рассмотрим уравнение

A0u + λ2u = f0, (2.3.15)

где λ ∈ ωε,1.

Из (2.3.14) следует, что

‖u‖W 2(Q) 6 k1
(|λ|2‖u‖L2(Q) + ‖f0‖L2(Q)

)
. (2.3.16)

С другой стороны, в силу теоремы C.4 множество собственных функ-

ций {vs} оператора A0 составляет ортонормированный базис в простран-

стве L2(Q), в то время как множество функций {vs/
√

ηs} является ор-

тонормированным базисом в пространстве W̊ 1(Q) со скалярным произ-

ведением

(v, w)′W̊ 1(Q) =
n∑

i,j=1

∫

Q

aijvxj
wxj

dx.

Здесь ηs — собственное значение оператора A0, соответствующее соб-

ственной функции vs. Следовательно, для всех f0 ∈ L2(Q) и λ ∈ ωε,1

u =
∞∑

s=1

(f0, vs)L2(Q)

ηs + λ2 vs, (2.3.17)

где ряд (2.3.17) сходится в пространстве W̊ 1(Q). Из (2.3.17) следует, что

для всех f0 ∈ L2(Q) и λ ∈ ωε,1

|λ|2‖u‖L2(Q) 6 k2‖f0‖L2(Q), (2.3.18)

где k2 = k2(ε) > 0 не зависит от λ и f0.

Используя неравенства (2.3.16) и (2.3.18), мы получим

|||u|||W 2(Q) 6 k3‖f0‖L2(Q) (2.3.19)

для всех f0 ∈ L2(Q) и λ ∈ ωε,1, где k3 = k3(ε) > 0 не зависит от λ и f0.

2. Из вышеупомянутых свойств оператора A0 и леммы 2.3.2 следует,

что для всех f ∈ W0(Q,G) и λ ∈ ωε,1 существует единственное решение
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уравнения L0u = f . Более того, это решение имеет вид

u = −R(η,A0)
(
f0 −

(
A0 − ηI

)
Sf ′

)
+ Sf ′,

где η = −λ2 и f ′ = (f1, f2). Следовательно, в силу леммы 2.3.2 и нера-

венства (2.3.19) мы имеем

|||u|||W 2(Q) 6 k4
(‖f0 −

(
A0 − ηI

)
Sf ′‖L2(Q) + |||Sf ′|||W 2(Q)

)
6

6 k5
(‖f0‖L2(Q) + |||Sf ′|||W 2(Q)

)
6 k6|||f |||W0(Q,G),

где ki = ki(ε) > 0 (i = 4, 5, 6) не зависят от λ и f0. Первое нера-

венство в (2.3.13) следует из теоремы B.6 и интерполяционных нера-

венств (B.20), (B.21). ¤

Обозначим Lt = L0 + t(L− L0).

Лемма 2.3.4. Пусть выполняются условия 2.3.1–2.3.4. Тогда для

любого ε > 0 существует q = q(ε) > 0 такое, что если λ ∈ ωε,q и

0 6 t 6 1, то для u ∈ W 2
0 (Q) мы имеем оценку

c7|||Ltu|||W0(Q,G) 6 |||u|||W 2(Q) 6 c8|||Ltu|||W0(Q,G), (2.3.20)

где c7 = c7(ε) > 0 и c8 = c8(ε) > 0 не зависят от λ, t и u.

Доказательство. Обозначим Ltu = f . В силу леммы 2.3.3 для любо-

го ε > 0 и λ ∈ ωε,1

|||u|||W 2(Q) 6 c6

(
‖f0 − tA1u‖L2(Q)+

+
∑
ρ=1,2

∣∣∣∣∣∣fρ − t
(
B1

ρu
)|x1=tρ − tB2

ρu
∣∣∣∣∣∣

W 3/2(G)

)
.

Из условий 2.3.2, 2.3.4 и неравенства (B.20) мы получим

‖tA1u‖L2(Q) 6 k1|λ|−r0|||u|||W 2(Q), (2.3.21)

|||tB2
ρu|||W 3/2(G) 6 k2|λ|−p0|||u|||W 2(Q), (2.3.22)

где k1, k2 > 0 не зависят от u, t и λ.
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Введем функцию ξ ∈ Ċ∞(
R1

)
такую, что

0 6 ξ(x1) 6 1
(
x1 ∈ R1), ξ(x1) = 1 (x1 ∈ (σ, d− σ)),

ξ(x1) = 0 (x1 6∈ (σ/2, d− σ/2)).
(2.3.23)

В силу условия 2.3.3 и неравенств (B.20), (B.21) мы имеем

|||t(B1
ρu

)|x1=tρ|||W 3/2(G) 6 k4|||u|||W 2(Q̃σ), (2.3.24)

где k4 > 0 не зависит от u, t и λ.

Из формулы (2.3.23), леммы 2.3.3, формулы Лейбница и неравенств

(2.3.21), (B.20) мы получим

|||u|||W 2(Q̃σ) 6 |||ξu|||W 2(Q) 6 k5‖A0(ξu)‖L2(Q) 6

6 k6


‖ξA0u‖L2(Q) +

∑

|α|=1,2

∑

|β|62−|α|
‖DαξDβu‖L2(Q)


 6

6 k7

(∥∥(
A0 + tA1)u

∥∥
L2(Q) +

(|λ|−r0 + |λ|−1)|||u|||W 2(Q)

)
,

(2.3.25)

где k5 = k5(ε) > 0, k6 = k6(ε) > 0 и k7 = k7(ε) > 0 не зависят от u, t и λ.

Тогда, выбирая q > 1 так, что

c6
(
(k1 + 2k4k7)q

−r0 + 2k2q
−p0 + 2k4k7q

−1) <
1

2
,

мы получим второе неравенство (2.3.20) для λ ∈ ωε,q. Первое неравен-

ство в (2.3.20) очевидно. ¤

Доказательство теоремы 2.3.1. Из лемм 2.3.3, 2.3.4 и теоремы A.9

мы получим утверждение (b). Используя теоремы B.8, A.1 и A.10, анало-

гично доказательству теоремы 2.1.1 мы докажем утверждения (а) и (c).

¤

Гладкость обобщенных решений. В этом параграфе мы рассмотрим

частный случай задачи (2.3.5), (2.3.6), имеющий важное приложение к

теории эллиптических дифференциально-разностных уравнений (см. [54,
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гл. 5, § 23]). Мы докажем, что обобщенное решение u ∈ W 1(Q) такой

задачи (в смысле интегрального тождества) сохраняет гладкость, т. е.

u ∈ W 2(Q). Поэтому обобщенное решение этой задачи является силь-

ным решением.

Мы будем изучать уравнение (2.3.5) с нелокальными краевыми усло-

виями

u|x1=0 =
k∑

j=1

b1ju|x1=dj
, u|x1=d =

k∑

j=1

b2ju|x1=dj
, u|[0,d]×∂G = 0.

(2.3.26)

Здесь bρj ∈ C (ρ = 1, 2, j = 1, . . . , k), 0 = d0 < d1 < · · · < dk < dk+1 = d.

Определим неограниченный линейный оператор

AB : D(AB) ⊂ L2(Q) → L2(Q),

действующий в пространстве распределений D′(Q) по формуле

ABu = Au
(
u ∈ D(AB) = {u ∈ W 1

B(Q) : ABu ∈ L2(Q)}).
Здесь W 1

B(Q) — подпространство функций в W 1(Q), удовлетворяющих

нелокальным условиям (2.3.26), B = {bρj}.

Определение 2.3.2. Функция u ∈ D(AB) называется обобщенным

решением задачи (2.3.5), (2.3.26), если

ABu = f0. (2.3.27)

Это определение эквивалентно следующему.

Определение 2.3.3. Функция u ∈ W 1
B(Q) называется обобщенным

решением задачи (2.3.5), (2.3.26), если для всех ψ ∈ W̊ 1(Q)
∫

Q

(
n∑

i,j=1

aijuxj
ψxi

+
n∑

i=1

aiuxi
ψ + a0uψ

)
dx =

∫

Q

f0ψdx, (2.3.28)

где f0 ∈ L2(Q).

132



Лемма 2.3.5. Предположим, что выполняется условие 2.3.1. Тогда

D(AB) = W 1
B(Q) ∩W 2(Q).

Доказательство. Достаточно доказать, что если u ∈ D(AB) — обоб-

щенное решение задачи (2.3.5), (2.3.26), то u ∈ W 2(Q).

Введем функцию w по формуле

w(x) = η(x1)
k∑

j=1

b1ju(x1 + dj, x
′) + η(x1 − d)

k∑
j=1

b2ju(x1 + dj − d, x′),

(2.3.29)

где функция η ∈ Ċ∞(R) задана формулой (2.3.9).

Поскольку ∂G ∈ C∞ и u|[0,d]×∂G = 0, в силу теоремы C.5 и леммы C.1

о гладкости обобщенных решений эллиптических уравнений

u ∈ W 2((ε, d− ε)×G)

для любого ε > 0. Следовательно, w ∈ W 2(Q). Таким образом,

n∑
i,j=1

∂

∂xi
aij

∂(u− w)

∂xj
∈ L2(Q),

и в силу (2.3.26), (2.3.29) u − w ∈ W̊ 1(Q). Применяя теорему C.6 и

замечание C.2, мы получим u− w ∈ W 2(Q), т. е. u ∈ W 2(Q). ¤

Нелокальные условия, связывающие различные части границы.

В этом пункте мы покажем, что обобщение нелокальных краевых усло-

вий (1.3.17), (1.3.18) на многомерный случай приводит к некорректно

поставленной задаче, а именно гладкость обобщенных решений таких

задач может нарушаться вблизи множеств {0} × G и {d} × G. Более

того, спектр соответствующего оператора может совпадать со всей ком-

плексной плоскостью C.
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Рассмотрим уравнение (2.3.5) с нелокальными краевыми условиями

u|x1=d =
∑

06j6k, j 6=m

b1ju|x1=dj
, u|x1=dm

=
∑

16j6k, j 6=m

b2ju|x1=dj
,

u|[0,d]×∂G = 0.

(2.3.30)

Здесь m ∈ N— фиксированное число такое, что 1 6 m 6 k, bρj ∈ C
(j = 0, . . . , k, j 6= m, если ρ = 1, и j = 1, . . . , k, j 6= m, если ρ = 2),

0 = d0 < d1 < · · · < dk < dk+1 = d.

Определим неограниченный линейный оператор

AB,m : D(AB,m) ⊂ L2(Q) → L2(Q),

действующий в пространстве обобщенных функций D′(Q) по формуле

AB,mu = Au
(
u ∈ D(AB,m) = {u ∈ W 1

B,m(Q) : AB,mu ∈ L2(Q)}).

Здесь W 1
B,m(Q) — подпространство функций в W 1(Q), удовлетворяющих

нелокальным условиям (2.3.30), B = {bρj}.

Определение 2.3.4. Функция u ∈ D(AB,m) называется обобщенным

решением задачи (2.3.5), (2.3.30) если

AB,mu = f0. (2.3.31)

Это определение эквивалентно следующему.

Определение 2.3.5. Функция u ∈ W 1
B,m(Q) называется обобщенным

решением задачи (2.3.5), (2.3.30), если для всех ψ ∈ W̊ 1(Q) справедливо

интегральное тождество (2.3.28).

Лемма 2.3.6. Пусть выполняется условие 2.3.1. Тогда справедливы

следующие утверждения:

(a) D(AB,m) ⊂ {u ∈ W 1
B,m(Q) : u ∈ W 2(Q̃σ)} для любого 0 < σ;

(b) существует u ∈ D(AB,m) такое, что u 6∈ W 2(Q).
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Доказательство. Утверждение (a) следует из теоремы C.5 и лем-

мы C.1. Для доказательства утверждения (b) введем функцию

ψ ∈ W 1/2(G) \W 3/2(G)

так, что supp ψ ⊂ G. Очевидно, существует единственное обобщенное

решение w ∈ W 1(Q) задачи

A0w = 0 (x ∈ Q), (2.3.32)

w|x1=0 = ψ, w|x1=d = b10ψ, w|[0,d]×∂G = 0 (2.3.33)

в смысле интегрального тождества. Поскольку ψ 6∈ W 3/2(G), мы име-

ем w 6∈ W 2(Q). Положим u(x) = (η(x1) + η(x1 − d))w(x), где η задано

формулой (2.3.9). Очевидно, u ∈ W 1
B,m(Q) и AB,mu ∈ L2(Q). Поэтому

u ∈ D(AB,m). С другой стороны, по построению u /∈ W 2(Q). ¤

Следующий пример показывает, что спектр σ(AB,m) может занимать

всю комплексную плоскость C.

Пример 2.3.3. Рассмотрим нелокальную краевую задачу (ср. при-

мер 2.3.2)

−4u = f0(x) (x ∈ Q = (0, 2)× (0, 1)), (2.3.34)

u|x1=0 = u|x1=2, u|x1=1 = 0, u|x2=0 = u|x2=1 = 0, (2.3.35)

где f0 ∈ L2(Q) (рис. 2.3.3).

РИС. 2.3.3
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Введем неограниченный линейный оператор

AB,1 : D(AB,1) ⊂ L2(Q) → L2(Q),

действующий в пространстве обобщенных функций D′(Q) по формуле

AB,1u = −4u
(
u ∈ D(AB,1) = {u ∈ W 1

B,1(Q) : AB,1u ∈ L2(Q)}).
(2.3.36)

Здесь W 1
B,1(Q) — подпространство функций в W 1(Q), удовлетворяющих

условиям (2.3.35).

Изучим спектр σ(AB,1). Очевидно, числа π2
(
m2 + l2

)
являются соб-

ственными значениями оператора AB,1; им соответствуют собственные

функции sin πmx1 sin πlx2 (m, l = 1, 2, . . . ).

Предположим, что λ 6= π2
(
m2 + l2

)
. Используя метод разделения пе-

ременных, можно показать, что уравнение

(AB,1 − λI)u = f0

имеет единственное решение для любой f0 ∈ P , где P — множество

линейных комбинаций функций

eiπkx1 sin πsx2 (k = 0,±1,±2, . . . , s = 1, 2, . . . ).

Для достаточно больших s решение уравнения

(AB,1 − λI)us = fs (fs = sin πsx2)

имеет вид us = 2−1ω−2
s

(
2− eωs(x1−1) − e−ωs(x1−1)

)
sin πsx2, где

ωs =
√

π2s2 − λ, rs = Re ωs > 0.

В частности, отсюда следует, что образ R(AB,1 − λI) плотен в L2(Q).

Легко показать, что

‖us‖2
L2(Q) = 2−2|ωs|−4r−1

s

(
e2rs + o

(
e2rs

)) → +∞ при s →∞
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и ‖fs‖L2(Q) = 1. Значит, λ ∈ σ(AB,1). Таким образом, σ(AB,1) = C. Оче-

видно, если оператор A1 есть некоторое расширение оператора AB,1, то

σ(A1) = C.

Примечания к главе 2

Эллиптические уравнения с нелокальными краевыми условиями, свя-

зывающими значения функции на границе со значением на некотором

многообразии внутри области (см. (1), (2)), впервые рассматривались

А. В. Бицадзе и А. А. Самарским [4]. Для уравнения Пуассона (3) в

прямоугольнике с краевыми условиями (4) при γ1 = 0 и γ2 = 1 в этой

статье было доказано существование и единственность классического

решения. Вопрос о разрешимости нелокальных эллиптических задач в

общем случае был сформулирован как нерешенная проблема [27,47].

В случае когда многообразия ωs(∂Q), являющиеся носителем нело-

кальных членов, лежат строго внутри области и не пересекаются, нело-

кальные задачи рассматривались в [26]. В случае пересекающихся мно-

гообразий этот метод неприменим из-за возникновения угловых точек и

ребер при пересечении многообразий ωs(∂Q).

Единый метод исследования нелокальных эллиптических задач с но-

сителем нелокальных членов внутри области был разработан в [28, 53].

Изложение гл. 2 основано на этих работах, а также результатах моно-

графии [33]. Там же имеется подробный обзор литературы.
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Упражнения к главе 2

1. Пусть Q — круг единичного радиуса с центром в начале координат.

Рассмотрим нелокальную эллиптическую задачу

∆u(x) = f(x) (x ∈ Q),

u(x)|∂Q − b(x)u(x1/2, x2/3)|∂Q = u0(x) (x ∈ ∂Q),

где b ∈ C∞(Q).

a) Построить линейный оператор B, действующий ограниченным об-

разом из L2(Q) в L2(Q) и из W 2(Q) в W 2(Q), такой, что

Bu|∂Q =
(
b(x)u(x1/2, x2/3)

)∣∣
∂Q

и

‖Bu‖W s(Q) 6 c‖u‖W s(Qσ), s = 0, 2,

где Qσ = {x ∈ Q : ρ(x, ∂Q) > σ}, σ, c > 0 не зависят от u. Обосновать

выбор σ.

b) Найти носитель нелокального оператора B.

2. Рассмотрим неограниченный оператор AB : D(AB) ⊂ L2(Q) →
L2(Q), заданный следующим образом:

ABu = ∆u (u ∈ D(AB)),

D(AB) = {u ∈ W 2(Q) : u|∂Q −Bu = 0},

где B — оператор, построенный в упражнении 1. Является ли опера-

тор AB фредгольмовым? Если да, чему равен его индекс? Будет ли спектр

оператора AB дискретным? Содержит ли спектр точку 0?
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3. Пусть Q — круг единичного радиуса с центром в начале координат.

Рассмотрим нелокальную эллиптическую задачу

∆u(x) = f(x) (x ∈ Q),

∂u

∂r
(x) + b1(x)

∂u

∂r
(x/2)− b2(x)u(x1/2, x2/5 + 1/4) = u0(x) (x ∈ Q),

где b1, b2 ∈ C∞(Q), r, ϕ — полярные координаты точки x.

a) Построить линейный оператор B, действующий ограниченным об-

разом из W 1(Q) в L2(Q) и из W 2(Q) в W 1(Q), такой, что

Bu|∂Q =

(
b1(x)

∂u

∂r
(x/2)− b2(x)u(x1/2, x2/5 + 1/4)

) ∣∣∣∣
∂Q

и

‖Bu‖W s−1(∂Q) 6 c‖u‖W s(Qσ), s = 1, 2,

где Qσ = {x ∈ Q : ρ(x, ∂Q) > σ}, σ, c > 0 не зависят от u. Обосновать

выбор σ.

b) Найти носитель нелокального оператора B.

4. Рассмотрим неограниченный оператор AB : D(AB) ⊂ L2(Q) →
L2(Q), заданный следующим образом:

ABu = ∆u (u ∈ D(AB)),

D(AB) =

{
u ∈ W 2(Q) :

∂u

∂r

∣∣∣∣
∂Q

+ Bu = 0

}
,

где B — оператор, построенный в упражнении 3. Является ли опера-

тор AB фредгольмовым? Если да, чему равен его индекс? Будет ли спектр

оператора AB дискретным? Содержит ли спектр точку 0?

5. Методом Фурье решить нелокальную эллиптическую краевую за-

дачу в круге

∆u(x) = 0 (|x| < 2),

u(x)− au(x/2) = u0(ϕ) (|x| = 2),
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где a — вещественный параметр, r, ϕ — полярные координаты точки x,

u0(ϕ) = 1 + cos ϕ. При каких значениях параметра a задача с одно-

родным краевым условием (u0(ϕ) ≡ 0) имеет нетривиальное решение?

При каких значениях параметра a задача разрешима для любой гладкой

2π-периодической функции u0(ϕ)?

6. Доказать, что для операторов A0 и B0
µ (µ = 1, . . . , m), удовлетво-

ряющих условиям 2.1.6 и 2.1.7, выполнены также условия 2.1.1 и 2.1.2

при

λ ∈ ωε = {λ ∈ C : | arg λ| 6 ε или |argλ− π| 6 ε},
где 0 < ε <

π

2m
произвольно.

7. Привести подробное доказательство следствия 2.1.2.

8. Привести подробное доказательство леммы 2.2.2.

9. Доказать следующие неравенства:

а) первое из неравенств (2.3.13);

b) неравенство (2.3.18).

10. Доказать первое неравенство в (2.3.20).

11. Привести пример нелокальной краевой задачи в цилиндре, удо-

влетворяющей условиям 2.3.1–2.3.4 и такой, что точка 0 принадлежит

спектру задачи. Рассмотреть следующие два случая:

a) краевые условия не содержат интеграл от неизвестной функции;

b) краевые условия содержат интеграл от неизвестной функции.

12. Доказать эквивалентность определений 2.3.2 и 2.3.3.

13. Доказать эквивалентность определений 2.3.4 и 2.3.5.
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Гла в а 3

Нелокальные проблемы процессов

распределения тепла

3.1. Постановка задачи

В этой главе мы рассмотрим приложения нелокальных задач, возника-

ющие при моделировании процессов распределения тепла в химических

реакторах и системах климат-контроля. Будут изучены вопросы разре-

шимости и периодичности решений задачи. Задача будет заключаться

в регулировании температуры внутри области (например химического

реактора) посредством термоэлементов, установленных на границе обла-

сти. При этом обратная связь осуществляется на основании показателей

температурных датчиков, расположенных внутри области (рис. 6).

Пусть Q ⊂ Rn (n > 1) — ограниченная область с границей Γ клас-

са C∞. Обозначим через w(x, t) температуру в точке x ∈ Q в момент

времени t > 0. Предположим, что функция w(x, t) удовлетворяет урав-

нению теплопроводности

wt(x, t) = ∆w(x, t)− p(x)w(x, t) ((x, t) ∈ QT ) (3.1.1)

с начальным условием

w(x, 0) = ϕ(x) (x ∈ Q), (3.1.2)

где QT = Q × (0, T ), T > 0, p ∈ C∞(Rn), p(x) > 0 и ϕ ∈ L2(Q) —

заданная вещественнозначная функция (рис. 3.1.1).
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РИС. 3.1.1. Области Q и QT

Краевое условие содержит вещественнозначную функцию управле-

ния u(t) (ее мы определим ниже), которая регулирует соответственно

температуру на границе, поток через границу или температуру окружа-

ющей среды:

−γ
∂w

∂ν
= σ(x)(w(x, t)− we(x))−K(x)(u(t)− uc) ((x, t) ∈ ΓT ), (3.1.3)

где ΓT = Γ × (0, T ), ν — внешняя нормаль к ΓT в точке (x, t), γ > 0,

σ,we, K ∈ C∞(Rn) — вещественнозначные функции, σ(x) > 0, σ(x) >
σ0 > 0 при γ = 0, uc > 0.

Для любой функции v(x, t) введем обозначение

vm(t) =

∫

Q

m(x)v(x, t) dx,

где m ∈ L∞(Q). Если w(x, t) соответствует температуре в области Q,

то wm(t) — «средняя» температура по области (с весом m(x)). В кон-

кретных приложениях свойства функции m(x) определяются свойствами

температурных датчиков, расположенных внутри области.
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Пусть функция управления u(t) удовлетворяет задаче Коши

u′(t) + au(t) = H(wm, t) (t ∈ (0, T )), (3.1.4)

u(0) = u0, (3.1.5)

где a > 0, u0 ∈ R и w удовлетворяет соотношениям (3.1.1)–(3.1.3). Функ-

ционал H(g, t) (g ∈ C[0, T ]) определен при t > 0 следующим образом

(ср. [19, гл. 5, § 28]):

H(g, t) =





1, если g(t) 6 w1,

1, если g(τ) ∈ (w1, w2) при τ ∈ [0, t],

1, если g(t) ∈ (w1, w2) и ∃t1 ∈ [0, t) :

g(t1) = w1 и g(t) ∈ (w1, w2) при t ∈ (t1, t],

0, если g(t) ∈ (w1, w2) и ∃t1 ∈ [0, t) :

g(t1) = w2 и g(t) ∈ (w1, w2) при t ∈ (t1, t],

0, если g(t) > w2,

(3.1.6)

где w1 и w2 (w1 < w2) фиксированы.

Таким образом, если g(t) ∈ (w1, w2), то значение функционала H в

момент t такое же, как и в момент, «предшествующий» t. Если g(t)

достигает нижнего порогового значения w1 в момент t и значение функ-

ционала H равнялось 0 в момент, «предшествующий» t, то функционал

«переключается» на значение, равное 1 (в противном случае переключе-

ния не происходит и значение функционала остается равным 1). Если g(t)

достигает верхнего порогового значения w2 в момент t и значение функ-

ционала H равнялось 1 в момент, «предшествующий» t, то функционал

переключается на значение, равное 0 (в противном случае переключения

не происходит и значение функционала остается равным 0). Зависимость

функционала H от средней температуры wm изображена на рис. 3.1.2.

143



РИС. 3.1.2. Зависимость функционала H от средней темпера-

туры wm

Для определенности будем считать, что

w1 6
∫

Q

m(x)ϕ(x) dx < w2, (3.1.7)

т. е. в начальный момент времени значение средней температуры лежит

в интервале [w1, w2).

Через W 1
∞(0, T ) мы обозначим пространство абсолютно непрерывных

функций, имеющих обобщенную производную из L∞(a, b), с нормой

‖u‖W 1∞(a,b) = max
t∈[a,b]

|u(t)|+ vrai sup
t∈(a,b)

|u′(t)|. (3.1.8)

Обозначим через W 2,1(QT ) анизотропное пространство Соболева с

нормой

‖w‖W 2,1(QT ) =




T∫

0

‖w(·, t)‖2
W 2(Q) dt +

T∫

0

‖wt(·, t)‖2
L2(Q) dt




1/2

.

Положим

W(QT ) = W 2,1(QT )×W 1
∞(0, T ).

Определение 3.1.1. Пара функций (w, u) ∈ W(QT ) называется силь-

ным решением задачи (3.1.1)–(3.1.5) в QT , если функция w удовлетво-

ряет уравнению (3.1.1) п. в. в QT и условиям (3.1.2), (3.1.3) в смысле

следов, а функция u удовлетворяет уравнению (3.1.4) п. в. на интерва-

ле (0, T ) и условию (3.1.5).
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Определение 3.1.2. Пусть пара (w, u) ∈ W(QT ) есть сильное решение

задачи (3.1.1)–(3.1.5) в QT . Момент t1 ∈ (0, T ) называется моментом

переключения, если либо

∃δ = δ(t1) : H(wm, τ) = 1 при t1 − δ < τ < t1 и wm(t1) = w2,

либо

∃δ = δ(t1) : H(wm, τ) = 0 при t1 − δ < τ < t1 и wm(t1) = w1.

Таким образом, в момент переключения функционал H меняет свое

значение («переключается»).

3.2. Существование и единственность сильного решения

Докажем существование и единственность сильного решения зада-

чи (3.1.1)–(3.1.5) в смысле определения 3.1.1.

Обозначим через V замкнутое аффинное многообразие в W 1(Q) × R
вида

V = W 1(Q)× R,

если γ > 0, и

V = {(ϕ, u0) ∈ W 1(Q)× R :

σ(x)(ϕ(x)− we(x))−K(x)(u0 − uc) = 0 (x ∈ Γ)},
если γ = 0.

Теорема 3.2.1. Пусть (ϕ, u0) ∈ V и выполнено условие (3.1.7). То-

гда существует единственное сильное решение (w, u) ∈ W(QT ) зада-

чи (3.1.1)–(3.1.5) в QT . При этом множество моментов переключения

на интервале (0, T ) конечно или пусто.
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Вначале мы докажем некоторые вспомогательные результаты. Рас-

смотрим начально-краевую задачу

w0t(x, t) = ∆w0(x, t)− p(x)w0(w, t) ((x, t) ∈ QT ), (3.2.1)

w0(x, 0) = ϕ(x) (x ∈ Q), (3.2.2)

−γ
∂w0

∂ν
= σ(x)w0(x, t) + k0(x)ψ(t) + k1(x) ((x, t) ∈ ΓT ), (3.2.3)

где ϕ ∈ W 1(Q), k0, k1 ∈ C∞(Rn), ψ ∈ W 1
∞(0, T ) — вещественнозначные

функции.

При γ = 0 рассмотрим замкнутое аффинное многообразие в W 1(Q),

зависящее от функции ψ ∈ W 1
∞(0, T ), вида

W 1
ψ(Q) = {ϕ ∈ W 1(Q) : σ(x)ϕ(x) + k0(x)ψ(0) + k1(x) = 0 (x ∈ Γ)}.

Определение 3.2.1. Функция w ∈ W 2,1(QT ) называется сильным ре-

шением задачи (3.2.1)–(3.2.3) в QT , если функция w удовлетворяет урав-

нению (3.2.1) п. в. в QT и условиям (3.2.2), (3.2.3) в смысле следов.

Лемма 3.2.1. Для любых функций ψ ∈ W 1
∞(0, T ) и

ϕ ∈





W 1(Q), если γ > 0,

W 1
ψ(Q), если γ = 0,

существует единственное сильное решение w0 ∈ W 2,1(QT ) задачи

(3.2.1)–(3.2.3) в QT . При этом

‖w0‖W 2,1(QT ) 6 c1(‖ϕ‖W 1(Q) + ‖k0‖W 2(Q)‖ψ‖W 1∞(0,T ) + ‖k1‖W 2(Q)), (3.2.4)

где c1 > 0 не зависит от ϕ, ψ, k0, k1.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную краевую задачу

∆U(x)− p(x)U(x) = κ|Γ|/|Q| (x ∈ Q), (3.2.5)

−γ
∂U

∂ν
= σ(x)U(x) + 1 (x ∈ Γ), (3.2.6)
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где κ = −1/γ, если p(x) ≡ 0 и σ(x) ≡ 0, и κ = 0 в противном случае;

|Q|— n-мерная мера Лебега области Q, |Γ|— (n−1)-мерная мера Лебега

границы Γ. Известно [24, гл. 4, § 1], что задача (3.2.5), (3.2.6) при

сделанных предположениях имеет решение U ∈ W 2(Q).

Так как краевое условие (3.1.3) содержит только следы функций k0(x)

и k1(x) на Γ, то без ограничения общности мы можем предположить, что

∂σ

∂ν

∣∣∣∣
Γ

=
∂k0

∂ν

∣∣∣∣
Γ

=
∂k1

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0.

Положим v0(x, t) = [k0(x)ψ(t) + k1(x)]U(x). Поскольку ψ ∈ W 1
∞(0, T ),

то v0 ∈ W 2,1(QT ).

Функция

v = w − v0

удовлетворяет соотношениям

vt(x, t) = ∆v(x, t)− p(x)v(w, t) + f0(x, t) ((x, t) ∈ QT ), (3.2.7)

v(x, 0) = ϕ(x) + ϕ0(x) (x ∈ Q), (3.2.8)

−γ
∂v

∂ν
= σ(x)v(x, t) ((x, t) ∈ ΓT ), (3.2.9)

где

f0(x, t) = ∆[k0(x)ψ(t) + k1(x)]U(x) + [k0(x)ψ(t) + k1(x)]κ|Γ|/|Q|−
− k0(x)ψ′(t)U(x),

ϕ0(x) = [−k0(x)ψ(0)− k1(x)]U(x).

Применяя теорему 5.3 из [48] к задаче (3.2.7)–(3.2.9), получаем утвер-

ждение теоремы. ¤

Следующий результат вытекает из леммы 3.2.1 и теоремы вложения

(см. теорему 2.1 в [48]).
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Следствие 3.2.1. Для любых функций ψ ∈ W 1
∞(0, T ) и

ϕ ∈





W 1(Q), если γ > 0,

W 1
ψ(Q), если γ = 0,

след сильного решения w0 ∈ W 2,1(QT ) задачи (3.2.1)–(3.2.3) на сечении

t = τ , 0 6 τ 6 T , удовлетворяет неравенству

‖w0(·, τ)‖W 1(Q) 6 c2(‖ϕ‖W 1(Q) + ‖k0‖W 2(Q)‖ψ‖W 1∞(0,T ) + ‖k1‖W 2(Q)),

(3.2.10)

где c2 > 0 не зависит от ϕ, ψ, k0, k1, τ .

Лемма 3.2.2. Пусть ψ ∈ W 1
∞(0, T ) и

ϕ ∈





W 1(Q), если γ > 0,

W 1
ψ(Q), если γ = 0.

Пусть w0 ∈ W 2,1(QT ) — сильное решение задачи (3.2.1)–(3.2.3) в QT .

Тогда
(w0m(t′′)− w0m(t′))2

c3‖m‖L∞(Q)(‖ϕ‖W 1(Q) + ‖ψ‖W 1∞(0,T ) + 1)2 6 t′′ − t′ (3.2.11)

для любых t′, t′′, 0 6 t′ < t′′ 6 T , где c3 > 0 не зависит от ϕ, ψ, t′, t′′.

Доказательство. Используя неравенство Коши—Буняковского и лем-

му 3.2.1, мы получим

|w0m(t′′)− w0m(t′)| =

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Q

m(x) dx

t′′∫

t′

w0t(x, t) dt

∣∣∣∣∣∣∣
6

6 ‖m‖L∞(Q)(t
′′ − t′)1/2|Q|1/2‖w0t‖L2(QT ) 6

6 ‖m‖L∞(Q)(t
′′ − t′)1/2|Q|1/2‖w0‖W 2,1(QT ) 6

6 c
1/2
3 ‖m‖L∞(Q)(t

′′ − t′)1/2(‖ϕ‖W 1(Q) + ‖ψ‖W 1∞(0,T ) + 1),

где |Q|— n-мерная мера Лебега области Q, а c3 > 0 не зависит от ϕ, ψ,

t′, t′′. Отсюда вытекает (3.2.11). ¤

148



Теперь мы можем доказать теорему 3.2.1.

Доказательство теоремы 3.2.1. Доказательство будем проводить по

индукции.

1. Рассмотрим следующую задачу Коши для функции управления u(t):

u′(t) + au(t) = H(wm, t) (t > t∗), (3.2.12)

u(t∗) = u∗. (3.2.13)

До тех пор пока H = const, решение задачи (3.2.12), (3.2.13) имеет вид

u(t) =

(
u∗ − H

a

)
e−a(t−t∗) +

H

a
(t > t∗). (3.2.14)

Заметим, что

|u(t)| 6 max(1/a, |u∗|), |u′(t)| 6 1+a|u(t)| 6 max(2, 1+a|u∗|) (t > t∗).

(3.2.15)

2. Обозначим u1(t) = u(t) (t ∈ [0, T ]), где функция u(t) задана фор-

мулой (3.2.14) с H = 1, t∗ = 0 и u∗ = u0. В силу (3.2.15) имеем

|u1(t)| 6 max(1/a, |u0|) = a1, |u′1(t)| 6 max(2, 1 + a|u0|) = a2 (t > 0),

(3.2.16)

где a1, a2 > 0 могут зависеть от u0, но не зависят от t.

Рассмотрим задачу (3.2.1)–(3.2.3) с ψ(t) = u1(t) − uc (t ∈ [0, T ]),

k0(x) = −K(x) и k1(x) = −σ(x)we(x). В силу леммы 3.2.1 существует

единственное сильное решение w0 задачи (3.2.1)–(3.2.3) в QT .

Определим множество

S1 = {t ∈ (0, T ) : w0m(t) = w2}.

Если S1 = ∅, то согласно условию (3.1.7) (w0, u1) — единственное силь-

ное решение задачи (3.1.1)–(3.1.5) в QT .

3. Пусть S1 6= ∅. Обозначим t1 = inf
t∈(0,T )

S1 (т. е. t1 — это первый

момент переключения, так как в начальный момент времени H = 0 в
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силу определения H и условия (3.1.7)). Очевидно, t1 < T . Из леммы 3.2.2

и соотношений (3.2.16) вытекает, что w0m ∈ C1/2[0, T ] и

t1 >

(
w2 −

∫
Q

m(x)ϕ(x) dx

)2

c3‖m‖L∞(Q)(‖ϕ‖W 1(Q) + a1 + a2 + uc + 1)2 = δ.

Таким образом, (w0, u1) — единственное сильное решение задачи (3.1.1)–

(3.1.5) в Qt1, где 0 < δ 6 t1 < T .

Обозначим

u2(t) =





u1(t), t ∈ [0, t1],

u(t), t ∈ [t1, T ],

где u(t) задана формулой (3.2.14) с H = 0, t∗ = t1 и u∗ = u1(t1). Исполь-

зуя (3.2.15), мы имеем

|u2(t)| 6 max(1/a, |u1(t1)|) 6 max(1/a, |u0|) = a1 (t > t1),

|u′2(t)| 6 max(2, 1 + a|u1(t1)|) 6

6 max(2, 1 + a max(1/a, |u0|)) = max(2, 1 + a|u0|) = a2 (t > t1).

(3.2.17)

Рассмотрим задачу (3.2.1)–(3.2.3) с ψ(t) = u2(t) − uc (t ∈ [0, T ]),

k0(x) = −K(x) и k1(x) = −σ(x)we(x). В силу леммы 3.2.1 существует

единственное сильное решение w0 задачи (3.2.1)–(3.2.3) в QT .

Определим множество

S2 = {t ∈ (t1, T ) : w0m(t) = w1},

Если S2 = ∅, то (w0, u2) — единственное сильное решение задачи (3.1.1)–

(3.1.5) в QT .
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4. Пусть S2 6= ∅. Обозначим t2 = inf
t∈(t1,T )

S2 (т. е. t2 — это второй

момент переключения). Очевидно, t2 < T . Из леммы 3.2.2 и соотноше-

ний (3.2.16), (3.2.17) и (3.1.7) следует, что w0m ∈ C1/2[0, T ] и

t2 − t1 > (w2 − w1)
2

c3‖m‖L∞(Q)(‖ϕ‖W 1(Q) + a1 + a2 + uc + 1)2 >

>

(
w2 −

∫
Q

m(x)ϕ(x) dx

)2

c3‖m‖L∞(Q)(‖ϕ‖W 1(Q) + a1 + a2 + uc + 1)2 = δ.

Таким образом, (w0, u2) — единственное сильное решение задачи (3.1.1)–

(3.1.5) в Qt2, где 2δ 6 t2 < T . Повторяя описанную выше процедуру

конечное число раз и учитывая, что δ > 0, мы убеждаемся в существо-

вании и единственности сильного решения задачи (3.1.1)–(3.1.5) в QT .

Очевидно, множество переключений при этом конечно или пусто. ¤

3.3. Условное существование сильных периодических решений

В этом параграфе мы докажем существование сильного T -периодичес-

кого решения (w, u) задачи (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4) при условии, что для

некоторых начальных данных (ϕ, u0) ∈ V существует сильное решение

(w̃, ũ) ∈ W(QT ) задачи (3.1.1)–(3.1.5) в QT такое, что w̃m(0) = w̃m(T ),

ũ(0) = ũ(T ) и H(w̃m, T ) = 1.

Определение 3.3.1. Пара (w, u) называется сильным T -периодичес-

ким решением задачи (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4), если для любого T0 > T :

(a) (w, u) ∈ W(QT0
),

(b) функция w удовлетворяет уравнению (3.1.1) п. в. в QT0
и равен-

ству (3.1.3) на ΓT0
,

(c) функция u удовлетворяет уравнению (3.1.4) п. в. в (0, T0),

151



(d) w(·, t) = w(·, t + T ), u(t) = u(t + T ) и H(wm, t) = H(wm, t + T )

при t ∈ [0, T0 − T ].

В определенном смысле определение 3.3.1 эквивалентно следующему.

Определение 3.3.2. Пара (w, u) называется сильным T -периодичес-

ким решением задачи (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4), если

(a) (w, u) ∈ W(QT ),

(b) функция w удовлетворяет уравнению (3.1.1) п. в. в QT и усло-

вию (3.1.3) в смысле следов,

(c) функция u удовлетворяет уравнению (3.1.4) п. в. в (0, T ),

(d) w(·, 0) = w(·, T ), u(0) = u(T ) и H(wm, T ) = 1.

Действительно, если пара (w, u) — сильное T -периодическое решение

задачи (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4) в смысле определения 3.3.1, то сужение это-

го решения на QT есть сильное T -периодическое решение задачи (3.1.1),

(3.1.3), (3.1.4) в смысле определения 3.3.2. Если же (w, u) — сильное

T -периодическое решение задачи (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4) в смысле опреде-

ления 3.3.2, то мы можем продолжить (w, u) на QT0
для любого T0 > T

таким образом, что w(·, t) = w(·, t+T ) и u(t) = u(t+T ) при t ∈ [0, T0−T ].

В силу теоремы 3.2.1 это продолжение будет сильным T -периодическим

решением задачи (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4) в смысле определения 3.3.1.

Определение 3.3.3. Будем говорить, что задача (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4)

обладает свойством периодичности в среднем, если найдется такая па-

ра (ϕ, u0) ∈ V и такое число T > 0, что для любого T0 > T сильное
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решение (w̃, ũ) ∈ W(QT0
) задачи (3.1.1)–(3.1.5) в QT0

с начальными дан-

ными (ϕ, u0) ∈ V удовлетворяет равенствам

w̃m(t) = w̃m(t + T ), ũ(t) = ũ(t + T ),

H(w̃m, t) = H(w̃m, t + T ), t ∈ [0, T0 − T ].

Сильное решение (w̃, ũ) будем называть T -периодическим в среднем.

Очевидно, всякое периодическое решение периодично в среднем. Об-

ратное, вообще говоря, неверно.

Замечание 3.3.1. В отличие от T -периодического решения, в случае

периодического в среднем решения условие

w̃m(0) = w̃m(T ), ũ(0) = ũ(T ), H(wm, T ) = 1,

вообще говоря, не влечет равенств

w̃m(t) = w̃m(t + T ), ũ(t) = ũ(t + T ),

H(wm, t) = H(wm, t + T ), t > 0.

Теорема 3.3.1. Пусть задача (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4) обладает свой-

ством периодичности в среднем, и пусть (w̃, ũ) — T -периодическое в

среднем решение, причем

w1 6 w̃m(0) < w2. (3.3.1)

Если p(x) ≡ 0 и σ(x) ≡ 0, мы предположим также, что m(x) ≡ m0,

где m0 6= 0 — константа.

Тогда существует единственное сильное T -периодическое решение

(w, ũ) задачи (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4) такое, что

wm(t) = w̃m(t) (t > 0). (3.3.2)

Доказательство. 1. По предположению пара функций

(w̃m, ũ) ∈ C1/2[0,∞)×W 1
∞(0,∞)
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периодична с периодом T .

Согласно теореме 3.2.1 для любой пары (ϕ, u0) ∈ V , где ϕ удовлетво-

ряет условию (3.1.7), и любого T0 > 0 существует единственное сильное

решение (w, u) ∈ W(QT0
) задачи (3.1.1)–(3.1.5) в QT0

. По лемме 3.2.2

wm ∈ C1/2[0, T0]. Обозначим

Ṽ = {(ϕ, u0) ∈ V : wm(t) = w̃m(t), u(t) = ũ(t), t > 0}. (3.3.3)

Заметим, что если (ϕ, u0) ∈ Ṽ и (ϕ̃, ũ0) ∈ Ṽ , то u0 = ũ0 = ũ(0). Ясно так-

же, что множество Ṽ непусто, так как оно содержит пару (w̃(x, 0), ũ(0)).

2. Докажем, что множество Ṽ замкнуто в V . Пусть (ϕk, uk
0) ∈ Ṽ

(k = 1, 2, . . . ) и (ϕk, uk
0) = (ϕk, ũ(0)) → (ϕ0, ũ(0)) в V при k → ∞. Обо-

значим через (wk, ũ) ∈ W(QT0
) и (w0, u0) ∈ W(QT0

) соответствующие

сильные решения задачи (3.1.1)–(3.1.5) в QT0
для любого T0 > 0.

Нужно доказать, что

w0
m(t) = w̃m(t), u0(t) = ũ(t) (t > 0). (3.3.4)

Так как wk
m(t) = w̃m(t) (t ∈ [0, T ]) при всех k, то для всех силь-

ных решений (wk, ũ) первый момент переключения (т. е. первый момент

достижения средней температурой значения w2) будет одним и тем же.

Обозначим этот момент через τ . Пусть τ0 — первый момент переключе-

ния, соответствующий сильному решению (w0, u0).

Обозначим t1 = min(τ, τ0). Очевидно, для решений (wk, ũ) и (w0, u0)

на интервале (0, t1) «переключений» не происходит. Так как, кроме того,

u0(0) = ũ(0), то u0(t) = ũ(t) (t ∈ [0, t1]). Таким образом, функция

vk = wk − w0

есть сильное решение следующей задачи в Qt1:

vk
t (x, t) = ∆vk(x, t)− p(x)vk(w, t) ((x, t) ∈ Qt1),
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vk(x, 0) = ϕk(x)− ϕ0(x) (x ∈ Q),

−γ
∂vk

∂ν
= σ(x)vk(x, t) ((x, t) ∈ Γt1).

Используя неравенство Коши—Буняковского и следствие 3.2.1, мы по-

лучим

|w̃m(t)− w0
m(t)| = |wk

m(t)− w0
m(t)| 6

6 c4‖vk(·, t)‖W 1(Q) 6 c4c2‖ϕk − ϕ0‖W 1(Q) → 0, k →∞,

для любого t ∈ [0, t1], т. е. w̃m(t) = w0
m(t) (t ∈ [0, t1]). Значит, функ-

ции w̃m(t) и w0
m(t) одновременно достигают верхнего порогового значе-

ния w2. Следовательно,

τ = τ0 = t1, w0
m(t) = w̃m(t), u0(t) = ũ(t) (t ∈ [0, t1]).

Для любого фиксированного T0 > 0, повторяя приведенные выше

рассуждения конечное число раз, мы убеждаемся в том, что равен-

ства (3.3.4) справедливы на интервале [0, T0]. Это, в свою очередь, озна-

чает, что множество Ṽ замкнуто в V .

3. Рассмотрим нелинейный оператор G : V → V , заданный формулой

G(ϕ, u0) = (w(x, T ), u(T )) ((ϕ, u0) ∈ V).

Из периодичности пары функций (w̃m, ũ), определения множества Ṽ и

теоремы 3.2.1 (части, касающейся единственности сильного решения)

вытекает, что G(ϕ, ũ(0)) ∈ Ṽ , если (ϕ, ũ(0)) ∈ Ṽ . Докажем, что оператор

G : Ṽ → Ṽ

есть сжимающее отображение.

3.a. Рассмотрим две произвольные пары (ϕj, ũ(0)) ∈ Ṽ , j = 1, 2. Пусть

(wj, ũ) ∈ W(QT ) — сильное решение задачи (3.1.1)–(3.1.5) в QT с началь-

ными данными (ϕj, ũ(0)). Очевидно, функция w = w1 − w2 ∈ W 2,1(QT )
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удовлетворяет соотношениям

wt(x, t) = ∆w(x, t)− p(x)w(x, t) ((x, t) ∈ QT ),

w(x, 0) = ϕ1(x)− ϕ2(x) (x ∈ Q),

−γ
∂w

∂ν
= σ(x)w(x, t) ((x, t) ∈ ΓT ),

где

ϕ1(x)− ϕ2(x) ∈





W 1(Q), если γ > 0,

W̊ 1(Q), если γ = 0,
.

Обозначим через {λk}∞k=0 и {ek}∞k=0 последовательность собственных

значений и соответствующую ей систему вещественнозначных собствен-

ных функций (ортонормированную в L2(Q)) задачи

−∆e(x) + p(x)e(x) = λe(x) (x ∈ Q), (3.3.5)

−γ
∂e

∂ν
= σ(x)e(x) (x ∈ Γ). (3.3.6)

Положим p0 = inf
x∈Q

p(x). По предположению p0 > 0.

Известно [24, гл. 4, § 1], что p0 6 λ0 < λ1 6 . . . 6 λk 6 . . . и систе-

ма собственных функций {ek}∞k=0 образует ортонормированный базис в

L2(Q). Если p(x) 6≡ 0 или σ(x) 6≡ 0, то λ0 > 0. Если p(x) ≡ 0 и σ(x) ≡ 0,

то λ0 = 0 — простое собственное значение, которому соответствует соб-

ственная функция e0(x) ≡ 1/
√
|Q|, и λk > 0, k = 1, 2, . . . .

Более того, можно задать такую эквивалентную норму ||| · |||W 1(Q),

относительно которой функции ek/
√

λk − p0 + 1 образуют ортонормиро-

ванный базис в W 1(Q) при γ > 0 и в W̊ 1(Q) при γ = 0.

Зададим в пространстве V норму

|||(ϕ, u0)|||V =
(
|||ϕ|||2W 1(Q) + |u0|2

)1/2
, (ϕ, u0) ∈ V .
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3.b. Функция ϕ1 − ϕ2 разлагается в ряд Фурье

ϕ1(x)− ϕ2(x) =
∞∑

k=0

(ϕ1k − ϕ2k)ek(x),

где

ϕjk =

∫

Q

ϕj(x)ek(x) dx (j = 1, 2), (3.3.7)

сходящийся в W 1(Q).

Далее, функция w(x, T ) имеет вид

w(x, T ) =
∞∑

k=0

e−λkT (ϕ1k − ϕ2k)ek(x), (3.3.8)

причем ряд в (3.3.8) сходится по норме пространства W 1(Q).

(a) Предположим, что p(x) 6≡ 0 или σ(x) 6≡ 0. Используя (3.3.8), для

любых (ϕj, ũ(0)) ∈ Ṽ , j = 1, 2, мы получим

|||G(ϕ1, ũ(0))−G(ϕ2, ũ(0))|||2V = |||w(·, T )|||2W 1(Q) 6

6 e−2λ0T
∞∑

k=0

(λk − p0 + 1)(ϕ1k − ϕ2k)
2 =

= e−2λ0T |||ϕ1 − ϕ2|||2W 1(Q) = e−2λ0T |||(ϕ1, ũ(0))− (ϕ2, ũ(0))|||V .

Так как e−2λ0T < 1, то G — сжимающее отображение на Ṽ .

(b) Теперь предположим, что p(x) ≡ 0 и σ(x) ≡ 0. Тогда λ0 = 0.

По предположению в этом случае m(x) ≡ m0 = const. Следовательно,

учитывая (3.3.7), мы имеем

ϕj0 =
1√
|Q|

∫

Q

ϕj(x) dx =
w̃m(0)

m0
√
|Q| ,

т. е. ϕ10 − ϕ20 = 0.
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Используя (3.3.8), для любых (ϕj, ũ(0)) ∈ Ṽ , j = 1, 2, мы получим

|||G(ϕ1, ũ(0))−G(ϕ2, ũ(0))|||2V = |||w(·, T )|||2W 1(Q) 6

6 e−2λ1T
∞∑

k=0

(λk − p0 + 1)(ϕ1k − ϕ2k)
2 =

= e−2λ1T |||ϕ1 − ϕ2|||2W 1(Q) = e−2λ1T |||(ϕ1, ũ(0))− (ϕ2, ũ(0))|||V .
Так как e−2λ1T < 1, то G — сжимающее отображение на Ṽ .

Поскольку оператор G отображает непустое замкнутое множество Ṽ
в себя и является сжимающим отображением, то по теореме Банаха о

неподвижной точке (см. теорему A.20) он имеет единственную непо-

движную точку. ¤

Следствие 3.3.1. Пусть выполнены предположения теоремы 3.3.1.

Если (w, ũ) — сильное T -периодическое решение задачи (3.1.1), (3.1.3),

(3.1.4) такое, что

wm(t) = w̃m(t) (t ∈ [0, T ]),

то

‖w̃(·, t)− w(·, t)‖W 1(Q) → 0 при t →∞. (3.3.9)

Доказательство. Пусть Ṽ и G имеют тот же смысл, что в доказа-

тельстве теоремы 3.3.1. Тогда

(w̃(·, kT ), ũ(kT )) = Gk(w̃(·, 0), ũ(0)) ∈ Ṽ (k = 0, 1, 2, . . . ).

С другой стороны,

(w(·, kT ), ũ(kT )) = (w(·, 0), ũ(0)) ∈ Ṽ

есть неподвижная точка оператора G. Следовательно,

‖w̃(·, kT )− w(·, kT )‖W 1(Q) → 0 при k →∞. (3.3.10)
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Теперь мы можем доказать (3.3.9). В силу (3.3.10) для любого ε > 0

найдется такое число kε ∈ N, что

‖w̃(·, kT )− w(·, kT )‖W 1(Q) 6 ε/c2 (k > kε), (3.3.11)

где c2 — константа из оценки (3.2.10). Для любого τ > kεT обозначим

k = [τ/T ] (k > kε), где [ · ] обозначает целую часть числа. Положим

wk(x, t) = w(x, t + kT ), w̃k(x, t) = w̃(x, t + kT ).

Очевидно, функция vk = w̃k − wk есть сильное решение задачи

vkt(x, t) = ∆vk(x, t)− p(x)vk(w, t) ((x, t) ∈ QT ),

vk(x, 0) = w̃k(x, 0)− wk(x, 0) (x ∈ Q),

−γ
∂vk

∂ν
= σ(x)vk(x, t) ((x, t) ∈ ΓT ).

Используя соотношение 0 6 τ − kT < T , следствие 3.2.1 и неравен-

ство (3.3.11), мы получим

‖w̃(·, τ)− w(·, τ)‖W 1(Q) = ‖vk(·, τ − kT )‖W 1(Q) 6

6 c2‖w̃k(·, 0)− wk(·, 0)‖W 1(Q) =

= c2‖w̃(·, kT )− w(·, kT )‖W 1(Q) 6 ε,

что и требовалось доказать. ¤

Следствие 3.3.2. Пусть выполнены предположения теоремы 3.3.1,

и пусть ũ(t) 6≡ const. Тогда для любого ϕ0 ∈ [w1, w2) существует

такое сильное T -периодическое решение (w0, u) задачи (3.1.1), (3.1.3),

(3.1.4), что

w0m(0) = ϕ0.

Доказательство. 1. Пусть (w, ũ) — сильное T -периодическое реше-

ние задачи (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4), построенное в доказательстве теоре-

мы 3.3.1. Покажем, что найдется момент τ , для которого wm(τ) = ϕ0.
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1.a. Вначале предположим, что ũ(0) 6= 1/a. Очевидно, существует

момент переключения t1 такой, что wm(t1) = w2. Действительно, в про-

тивном случае функция ũ(t) строго монотонна при t > 0 (см. (3.2.14)

с t∗ = 0, H = 1 и u∗ = ũ(0) 6= 1/a) и не может быть периодической.

Аналогично существует второй момент переключения t2 такой, что

wm(t2) = w1. Действительно, в противном случае функция ũ(t) либо

постоянна, либо строго монотонна при t > t1. Учитывая, что u(t) не есть

константа на интервале (0, t1), видим, что в обоих случаях u(t) не может

быть периодической при t > 0.

1.b. Теперь предположим, что ũ(0) = 1/a. Очевидно, существует мо-

мент переключения t1 такой, что wm(t1) = w2. Действительно, в про-

тивном случае H(wm, t) ≡ 1 и, следовательно, ũ(t) ≡ 1/a (см. (3.2.14)

с t∗ = 0, H = 1 и u∗ = ũ(0) = 1/a).

Существует второй момент переключения t2 такой, что wm(t2) = w1.

Действительно, в противном случае функция ũ(t) строго убывает при

t > t1 (см. (3.2.14) с t∗ = t1, H = 0 и u∗ = ũ(t1) = 1/a) и не может быть

периодической.

2. Так как функция wm(t) непрерывна в силу леммы 3.2.2, то в обо-

их случаях 1.a и 1.b найдется такой момент времени τ ∈ (t1, t2], что

wm(τ) = ϕ0. Тогда (w0(x, t), u(x, t)) = (w(x, t + τ), ũ(t + τ)) есть искомое

решение. ¤
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3.4. Измерение температуры

равномерно распределенными по области датчиками

В этом параграфе мы рассмотрим задачу термоконтроля, обладающую

свойством периодичности в среднем. Тогда в силу теоремы 3.3.1 она

имеет сильное периодическое решение.

Рассмотрим задачу (3.1.1)–(3.1.5), полагая p(x) ≡ 0, σ(x) ≡ 0, γ = 1

и m(x) ≡ m0 6= 0:

wt(x, t) = ∆w(x, t) ((x, t) ∈ QT ), (3.4.1)

w(x, 0) = ϕ(x) (x ∈ Q), (3.4.2)

∂w

∂ν
= K(x)(u(t)− uc) ((x, t) ∈ ΓT ), (3.4.3)

функция управления u(t) удовлетворяет задаче Коши

u′(t) + au(t) = H(wm, t) (t > 0), (3.4.4)

u(0) = u0, (3.4.5)

где uc, a > 0, функционал H(wm, t) (t > 0) задан формулой (3.1.6), а

средняя температура определяется по формуле

wm(t) = m0

∫

Q

w(x, t) dx.

Для доказательства свойства периодичности в среднем мы покажем,

что средняя температура wm(t) удовлетворяет обыкновенному диффе-

ренциальному уравнению. Интегрируя уравнение (3.4.1) по области Q,

получим

w′
m(t) = m0

∫

Q

∆w dx = m0

∫

Γ

∂w

∂ν
dΓ.
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Отсюда, учитывая краевое условие (3.4.3), получаем дифференциальное

уравнение

w′
m(t) = k(u(t)− uc) (t > t∗), (3.4.6)

где k = m0
∫
Γ

K(x) dx, t∗ > 0 произвольно. Далее будем считать, что

k > 0.

Начальное условие для функции wm(t) имеет вид

wm(t∗) = ϕ∗ = m0

∫

Q

w(x, t∗) dx. (3.4.7)

При t∗ = 0 обозначим

ϕ0 = ϕ∗ = m0

∫

Q

ϕ(x) dx

и предположим (ср. (3.1.7)), что

w1 6 wm(0) = ϕ0 < w2.

Очевидно, функция wm(t) возрастает, если u(t) > uc, и убывает, если

u(t) < uc. Если u(t) = uc в некоторый момент времени t, то это кри-

тическая точка функции wm(t). Используя (3.2.14), запишем решение

задачи (3.4.6), (3.4.7) в виде

wm(t) =
k

a

(
u∗ − H

a

) (
1− e−a(t−t∗)

)
+ k

(
H

a
− uc

)
(t− t∗) + ϕ∗, (3.4.8)

где u∗ = u(t∗).

Рассмотрим случай uc < 1/a. Пусть начальное значение управле-

ния u0 таково, что (рис. 3.4.1)

uc 6 u0 6 1/a.

Начиная с нулевого момента времени и до момента переключения (если

оно произойдет) мы имеем (см. (3.2.14) и (3.4.8))

u(t) =

(
u0 − 1

a

)
e−at +

1

a
(t > 0), (3.4.9)
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РИС. 3.4.1. Поведение функций u(t) и wm(t)

wm(t) =
k

a

(
u0 − 1

a

)(
1− e−at

)
+ k

(
1

a
− uc

)
t + ϕ0 (t > 0),

т. е. u(t) ≡ 1/a (если u0 = 1/a) или u(t) возрастает (если u0 < 1/a). В

обоих случаях u(t) − uc > 0; следовательно, функция wm(t) возрастает

в силу (3.4.6). Так как lim
t→∞

w(t) = +∞, то найдется такое t1 > 0, что

wm(t1) = w2. В момент времени t1 функционал H «переключится», т. е.

H = 0 при t > t1.

Положим

u∗ = u(t1), ϕ∗ = wm(t1) = w2.

Используя (3.2.14) и (3.4.8), получим

u(t) = u∗e−a(t−t1) (t > t1),

wm(t) =
k

a
u∗

(
1− e−a(t−t1)

)
− kuc(t− t1) + w2 (t > t1).

Так как u(t) убывает, lim
t→∞

u(t) = 0 и u(t1) = u∗ > uc, то найдется такое

t2 > t1, что u(t2) = uc. Следовательно, учитывая (3.4.6), мы видим, что

wm(t) продолжает возрастать при t1 < t < t2 и убывает при t > t2.
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Так как lim
t→∞

wm(t) = −∞, то найдется такое t3 > t2, что wm(t3) = w1.

В момент времени t3 функционал H «переключится», т. е. H = 1 при

t > t3. Кроме того, очевидно, u(t3) < uc. Положим

t∗ = t3, u∗ = u(t∗) < uc < 1/a, ϕ∗ = wm(t∗) = w1.

Используя (3.2.14) и (3.4.8), получим

u(t) =

(
u∗ − 1

a

)
e−a(t−t3) +

1

a
(t > t3),

wm(t) =
k

a

(
u∗ − 1

a

) (
1− e−a(t−t3)

)
+ k

(
1

a
− uc

)
(t− t3) + w1 (t > t3).

Так как u(t) возрастает, lim
t→∞

u(t) = 1/a > uc и u(t3) = u∗ < uc, то

найдется такое t4 > t3, что u(t4) = uc. Следовательно, учитывая (3.4.6),

мы видим, что wm(t) продолжает убывать при t3 < t < t4 и возрастает

при t > t4.

Так как lim
t→∞

wm(t) = +∞, то найдется такое t5 > t4, что wm(t5) = w2.

В момент времени t5 функционал H «переключится», т. е. H = 0 при

t > t5. При этом uc < u(t5) < 1/a. Таким образом, мы снова находим-

ся в ситуации, которая имела место при t = t1. Повторяя описанные

выше шаги, мы можем продолжать процесс, получая точки t6, . . . , t10,

t11, . . . , t15 и так далее.

Из теоремы 3.2.1 вытекает, что разности tj+2 − tj (j = 1, 3, 5) рав-

номерно ограничены снизу. Используя формулы (3.2.14) и (3.4.8) для

функций wm(t) и u(t), можно показать, что эти разности также равно-

мерно ограничены сверху, причем для j = 1, 5, 9, . . .

1

kuc
(w2 − w1) 6 tj+2 − tj 6 1

kuc

(
w2 − w1 +

k

a2

)
(3.4.10)

и для j = 3, 7, 11, . . .

1
1

uca
− 1

1

kuc
(w2 − w1) 6 tj+2− tj 6 1

1
uca
− 1

1

kuc

(
w2 − w1 +

k

a2

)
. (3.4.11)
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Отсюда и из (3.4.6) следует, что wm ∈ C1([0, +∞)) и wm бесконечно

дифференцируема на интервалах [0, t1], [t1, t3], [t3, t5], . . . .

Теперь докажем, что если w1 6 ϕ0 < w2, то можно выбрать такое

начальное значение управления û0 (зависящее от начального значения

средней температуры ϕ0), что функции u(t) и wm(t) будут периодичны.

Теорема 3.4.1. Пусть m0
∫
Γ

K(x) dΓ > 0, uc < 1/a и w1 6 ϕ0 < w2.

Тогда на интервале [uc, 1/a] существует единственное начальное зна-

чение управления û0 такое, что решения u(t) и wm(t) задач (3.4.4),

(3.4.5) и (3.4.6), (3.4.7) с t∗ = 0 соответственно периодичны с од-

ним и тем же периодом. Более того, начальное значение управления

удовлетворяет неравенствам uc < û0 < 1/a. Непрерывно дифферен-

цируемая функция wm(t) представляет собой устойчивый цикл на

фазовой плоскости (wm, w′
m).

Доказательство. 1. Рассмотрим произвольное начальное значение уп-

равления u0 ∈ [uc, 1/a]. В начальный момент времени t = 0 мы имеем

uc 6 u(0) 6 1/a, w1 6 wm(0) < w2 и H = 1 (по предположению).

Далее, по построению найдется такой момент времени T ∈ (t4, t5),

что uc < u(T ) < 1/a, wm(T ) = ϕ0 и H(wm, T ) = 1 (рис. 3.4.1). Если ока-

жется, что u(T ) = u(0) = u0, то функции u(t) и wm(t) будут периодичны

с периодом T .

Введем функцию A : [uc, 1/a] → (uc, 1/a), ставящую в соответствие

каждому начальному значению управления u0 ∈ [uc, 1/a] точку u(T ), где

T = T (u0, ϕ0) — указанный выше момент времени.

Докажем, что функция A бесконечно дифференцируема на [uc, 1/a].

Зафиксируем произвольное u0 ∈ [uc, 1/a] и рассмотрим моменты времени

t1, . . . , t4, T (см. выше).
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Нахождение значения A(u0) = u(T ) разобьем на три этапа.

2.a. Запишем уравнение

wm(t1, u0) = w2

и найдем момент времени t1 = t1(u0). Так как функция wm(t1, u0) беско-

нечно дифференцируема по переменным t1 и u0 и

∂wm

∂t1
= k(u(t1)− uc) > 0,

то функция t1 = t1(u0) также бесконечно дифференцируема по перемен-

ной u0. Более того, если u0 6= 1/a, то, используя уравнение (3.4.6) и

соотношения (3.4.9), получим

dt1
du0

= −∂wm/∂u0

∂wm/∂t1
= −ka−1(1− e−at1)

k(u1 − uc)
= −a−1 u1−u0

a−1−u0

u1 − uc
, (3.4.12)

где u1 = u(t1).

Подставляя в функцию u(t) = u(t, u0) (см. (3.4.9)) вместо перемен-

ной t бесконечно дифференцируемую функцию t1 = t1(u0), мы видим,

что u1 есть функция, зависящая от t1 и u0, т. е. u1 = u1(t1, u0). Так как

функция u бесконечно дифференцируема по t и u0 ∈ [uc, 1/a], а функ-

ция t1(u0) бесконечно дифференцируема по переменной u0 ∈ [uc, 1/a], то

функция u1 бесконечно дифференцируема по переменной u0 ∈ [uc, 1/a].

Более того, если u0 6= 1/a, то, используя равенство (3.4.12) и соотноше-

ние (3.4.9), мы получим

du1

du0
=

∂u1

∂t1

dt1
du0

+
∂u1

∂u0
=

= −(1− au1)
a−1 u1−u0

a−1−u0

u1 − uc
+

u1 − a−1

u0 − a−1 =
a−1 − u1

a−1 − u0

u0 − uc

u1 − uc
.

(3.4.13)

2.b. Теперь рассмотрим отрезок [t1, t3] (на котором H = 0). Мы

можем считать, что процесс начался заново, т. е. начальное значение

управления равно u1, начальное значение средней температуры равно w2
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и H = 0. Аналогично этапу 2.a можно показать, что t3 есть бесконеч-

но дифференцируемая функция переменной u1 (т. е. t3 = t3(u1)), а u3

есть бесконечно дифференцируемая функция переменных t3 и u1 (т. е.

u3 = u3(t3, u1)). Следовательно, u3 (как функция переменной u1) бес-

конечно дифференцируема по переменной u1. Аналогично (3.4.13) мы

получаем

du3

du1
=

∂u3

∂t3

dt3
du1

+
∂u3

∂u1
=

u3

u1

u1 − uc

u3 − uc
. (3.4.14)

2.c. Наконец рассмотрим интервал [t3, T ] (на котором снова H = 1).

Как и выше, можем считать, что процесс начался заново, т. е. начальное

значение управления равно u3, начальное значение средней температуры

равно w1 и H = 1. Как и в случае 2.a, из равенства

wm(T, u3) = ϕ0

вытекает, что функция T = T (u3) бесконечно дифференцируема по пе-

ременной u3. Так как u3 < 1/a, мы имеем

dT

du3
= −a−1 u−u3

a−1−u3

u− uc
,

где u = u(T, u3) (достаточно в (3.4.12) заменить u0 и u1 на u и u3 соот-

ветственно). Следовательно, как и в случае 2.a, мы видим, что функция

u(T (u3), u3) бесконечно дифференцируема по переменной u3 и

du

du3
=

∂u

∂T

dT

du3
+

∂u

∂u3
=

a−1 − u

a−1 − u3

u3 − uc

u− uc
. (3.4.15)

2. В силу результатов, полученных на этапах 2.a–2.c, функция u бес-

конечно дифференцируема по переменной u0 ∈ [uc, 1/a]. Из (3.4.12)–

(3.4.15) вытекает, что если u0 < 1/a, то

dA(u0)

du0
=

du

du0
=

du

du3

du3

du1

du1

du0
=

a−1 − u1

a−1 − u0

u3

u1

a−1 − u

a−1 − u3

u0 − uc

u− uc
. (3.4.16)
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Следовательно,
dA

du0
= 0 при u0 = uc,

dA

du0
> 0 при uc < u0 < 1/a.

(3.4.17)

Таким образом, функция A(u0) бесконечно дифференцируема на отрез-

ке [uc, 1/a], возрастает на интервале (uc, 1/a) и отображает [uc, 1/a] в

(uc, 1/a). Следовательно, график функции A(u0) пересекает диагональ с

концами (uc, uc) и (1/a, 1/a) квадрата [uc, 1/a]× [uc, 1/a] по крайней мере

в одной точке (û0, û0) = (û0, A(û0)).

Очевидно, решение u(t), wm(t) с начальными значениями û0, ϕ0 соот-

ветственно периодично с периодом T . При этом u(T ) = u(0) = û0, и из

соотношения (3.4.16) получаем

dA

du0

∣∣∣∣
u0=û0

=
a−1 − u1

a−1 − u3

u3

u1
< 1. (3.4.18)

Следовательно, график функции A(u0) пересекает указанную диагональ

только в одной точке, т. е. на интервале [uc, 1/a] существует единствен-

ное значение û0, порождающее периодическое решение u(t), wm(t). Оче-

видно, при этом uc < u0 < 1/a.

Из (3.4.17) и (3.4.18) вытекает, что в случае u0 < û0 последователь-

ность

u0, A(u0), A(A(u0)), . . .

возрастает и сходится к û0, а в случае u0 > û0 последовательность

u0, A(u0), A(A(u0)), . . .

убывает и также сходится к û0. Это означает, что любая траектория

(wm(t), w′
m(t)) = (wm(t), k(u(t)− uc))

стремится к траектории предельного цикла, порожденного начальными

значениями û0, ϕ0 (рис. 3.4.2). ¤
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РИС. 3.4.2. Траектория предельного цикла (wm(t), u(t))

Теорема 3.4.2. (a) Пусть m0
∫
Γ

K(x) dΓ > 0, uc < 1/a и w1 6
ϕ0 < w2. Тогда в классе решений, удовлетворяющих условиям

u(0) ∈ [uc, 1/a], wm(0) = ϕ0,

найдется единственное сильное периодическое решение (w, u)

задачи (3.4.1), (3.4.3), (3.4.4). При этом начальное значение

управления u(0) удовлетворяет неравенствам uc < u(0) < 1/a.

(b) Если (w̃, ũ) — такое периодическое в среднем решение зада-

чи (3.4.1), (3.4.3), (3.4.4), что

ũ(0) ∈ [uc, 1/a], w̃m(0) = ϕ0,

то
ũ(t) ≡ u(t), w̃m(t) ≡ wm(t),

‖w̃(·, t)− w(·, t)‖W 1(Q) → 0 при t →∞;

здесь (w, u) — сильное периодическое решение из утвержде-

ния (a).

Доказательство. 1. Существование сильного периодического реше-

ния (w, u) задачи (3.4.1), (3.4.3), (3.4.4) и неравенства uc < u(0) < 1/a

вытекают из теорем 3.4.1 и 3.3.1. Прежде чем мы докажем единствен-

ность сильного периодического решения (см. часть 3 ниже), докажем

утверждение (b).
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2. Пусть (w̃, ũ) — периодическое в среднем решение задачи (3.4.1),

(3.4.3), (3.4.4), и пусть

ũ(0) ∈ [uc, 1/a], w̃m(0) = ϕ0.

Тогда ũ(0) = u(0) в силу теоремы 3.4.1. Из (3.2.14) и (3.4.8) вытекает, что

средняя температура wm(t) и функция управления u(t) зависят только

от значений ϕ0 и u0. Следовательно,

(w̃m(t), ũ(t)) ≡ (wm(t), u(t)). (3.4.19)

Из соотношения (3.4.19) и следствия 3.3.1 вытекает, что

‖w̃(·, t)− w(·, t)‖W 1(Q) → 0 при t →∞.

Утверждение (b) доказано.

3. Для доказательства утверждения (a) осталось показать, что если

(ŵ, û) — сильное периодическое решение задачи (3.4.1), (3.4.3), (3.4.4) и

û(0) ∈ [uc, 1/a], ŵm(0) = ϕ0,

то (ŵ, û) = (w, u).

Очевидно, (ŵ, û) — периодическое в среднем решение задачи (3.4.1),

(3.4.3), (3.4.4). Следовательно, согласно части 2 доказательства теоремы

(ср. (3.4.19)), имеем

(ŵ(·, 0), û(0)) ∈ Ṽ , (w(·, 0), u(0)) ∈ Ṽ ,

где Ṽ — множество, определенное в доказательстве теоремы 3.3.1. При

этом каждая из пар

(ŵ(·, 0), û(0)) ∈ Ṽ , (w(·, 0), u(0)) ∈ Ṽ

есть неподвижная точка оператора G из доказательства теоремы 3.3.1.

Таким образом,

(ŵ(·, 0), û(0)) = (w(·, 0), u(0)).
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Из теоремы 3.2.1 теперь получаем (ŵ, û) = (w, u). ¤

Примечания к главе 3

Модели управления распределением тепла, близкие к рассматрива-

емым в данном пособии, были впервые предложены K. Гласхофом и

Дж. Шпрекельсом [45]. Сводя задачу к эквивалентному интегро-диф-

ференциальному уравнению для многозначных функций, они доказали

существование решений задачи термоконтроля с начальными данными.

Периодичность решений в одномерном случае доказана в работах [43,51].

Вопрос о существовании периодических решений в многомерном случае

оставался до последнего времени открытым. Результаты гл. 3 были опуб-

ликованы без доказательств в заметке [9].

Упражнения к главе 3

1. Рассмотрим следующую начально-краевую задачу для уравнения

теплопроводности в ограниченной области Q c гладкой границей:

vt(x, t)−∆v(x, t) = 0 (x ∈ Q, t ∈ [0, T ]),

v(x) = 0 (x ∈ ∂Q),

v(0, x) = ϕ(x) (x ∈ Q),

где ϕ ∈ W̊ 1(Q). Используя метод разделения переменных, доказать, что

существует ω > 0 такое, что
∫

Q

|∇v(x, T )|2 dx 6 e−ωT

∫

Q

|∇ϕ(x)|2 dx.
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2. Рассмотрим следующую начально-краевую задачу для уравнения

теплопроводности в ограниченной области Q c гладкой границей:

vt(x, t)−∆v(x, t) = 0 (x ∈ Q, t ∈ [0, T ]),

v(x) = 0 (x ∈ ∂Q),

∂v

∂ν
(0, x) = ϕ(x) (x ∈ Q),

где ν — внешняя нормаль к границе области и ϕ ∈ W 1(Q). Используя

метод разделения переменных, доказать, что существует ω > 0 такое,

что

‖v(·, T )‖W 1(Q) 6 e−ωT‖ϕ‖W 1(Q).

3. Дать определение оператора гистерезиса, удовлетворяющего следу-

ющему свойству: если w1 < g(0) < w2, то H(g, 0) = 0.

4. Доказать неравенства (3.4.10) и (3.4.11).

5. Пусть Q — ограниченная область единичного объема с гладкой гра-

ницей. Рассмотрим задачу автоматической терморегуляции

wt(x, t)−∆w(x, t) = 0 (x ∈ Q, t > 0),

∂w

∂ν
= u(t)− 1 (x ∈ ∂Q),

w(0, x) = ϕ(x) (x ∈ Q),

где w(x, t) — температура области в точке x в момент времени t, ν —

внешняя нормаль к границе области, u(t) — функция управления и

ϕ ∈ W 1(Q). Функция управления удовлетворяет соотношениям

u′(t) + u(t) = H(wm)(t) (t > 0),

u(0) = u0,

где wm(t) — средняя по области температура, H(wm) — оператор гисте-

резиса с пороговыми значениями w1, w2 и u0 — вещественный параметр.
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Пусть wm(0) < w1. Найти lim
t→+∞

wm(t) и lim
t→+∞

u(t), если

a) u0 = 1, b) u0 < 1, c) u0 > 1.

6. Пусть (w, u) — сильное решение задачи термоконтроля из упражне-

ния 5. Выяснить, существуют ли пределы lim
t→+∞

wm(t) и lim
t→+∞

u(t), если

wm(0) > w1.

7. Пусть Q — ограниченная область единичного объема с гладкой гра-

ницей. Рассмотрим задачу автоматической терморегуляции

wt(x, t)−∆w(x, t) = 0 (x ∈ Q, t > 0),

∂w

∂ν
= u(t) (x ∈ ∂Q),

w(0, x) = ϕ(x) (x ∈ Q),

где w(x, t) — температура области в точке x в момент времени t, ν —

внешняя нормаль к границе области, u(t) — функция управления и

ϕ ∈ W 1(Q). Функция управления удовлетворяет соотношениям

u′(t) + 2u(t) = H(wm)(t) (t > 0),

u(0) = u0,

где wm(t) — средняя по области температура, H(wm) — оператор гисте-

резиса с пороговыми значениями w1, w2 и u0 — вещественный параметр.

Пусть wm(0) < w1. Доказать, что функции wm(t) и u(t) не имеют

пределов при t → +∞. Рассмотреть следующие случаи:

a) 0 6 u0 6 1/2, b) u0 < 0, c) u0 > 1/2.

8. Пусть (w, u) — сильное решение задачи термоконтроля из упраж-

нения 7. Оценить сверху и снизу разности между моментами переклю-

чений.
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9. Пусть (w, u) — сильное решение задачи термоконтроля из упражне-

ния 7. Выяснить, существуют ли пределы lim
t→+∞

wm(t) и lim
t→+∞

u(t), если

wm(0) > w1.
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Приложения

Эти приложения являются кратким изложением основных определе-

ний и результатов для линейных и нелинейных операторов, функцио-

нальных пространств и эллиптических дифференциальных уравнений.

Материал в приложениях дается для того, чтобы минимизировать

необходимость обращения ко многим дополнительным ссылкам.

Приложение A. Элементы теории операторов

Фредгольмовы операторы. Пусть B1 и B2 — банаховы пространства.

Замкнутый линейный оператор A : D(A) ⊂ B1 → B2 называется фред-

гольмовым, если R(A) замкнут в B2 и

dimN (A) < ∞, codimR(A) < ∞,

где N (A) и R(A) соответственно ядро и образ оператора A. Индекс

фредгольмова оператора A определяется по формуле

ind A = dimN (A)− codimR(A).

Теорема A.1. Пусть A : D(A) ⊂ B1 → B2 и B : D(B) ⊂ B2 → B3 —

фредгольмовы операторы, где B3 — банахово пространство и D(B)

плотно в B2. Тогда BA : D(BA) ⊂ B1 → B3 является фредгольмовым

оператором и ind (BA) = ind A + ind B.

Доказательство см. в [20], теорема 12.2.
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Теорема A.2. Пусть B1, B2 и B — банаховы пространства, и пусть

пространство B1 компактно вложено в B. Предположим, что

A : B1 → B2

есть линейный ограниченный оператор. Тогда следующие условия эк-

вивалентны.

(a) Образ R(A) замкнут в B2 и dimN (A) < ∞.

(b) Существует константа c > 0 такая, что

‖u‖B1
6 c(‖Au‖B2

+ ‖u‖B) (u ∈ B1). (A.1)

Теорема A.2 следует из теоремы 7.1 в [20].

Пусть A : B1 → B2 — линейный ограниченный оператор. Линейный

ограниченный оператор R1 : B2 → B1 называется левым регуляризато-

ром оператора A, если R1A = I1 + T1, где T1 : B1 → B1 — компактный

оператор, I1 : B1 → B1 — единичный оператор. Линейный ограниченный

оператор R2 : B2 → B1 называется правым регуляризатором операто-

ра A, если AR2 = I2 + T2, где T2 : B2 → B2 — компактный оператор,

I2 : B2 → B2 — единичный оператор.

Теорема A.3. Пусть A : B1 → B2 — линейный ограниченный опера-

тор, где B1 и B2 — банаховы пространства. Если оператор A имеет

левый регуляризатор, то образ R(A) замкнут в B2 и dimN (A) < ∞.

Обратно, если образ R(A) замкнут в B2, dimN (A) < ∞ и R(A) име-

ет замкнутое прямое дополнение в B2, то оператор A имеет левый

регуляризатор.

Доказательство см. в [20], теорема 14.3.

Теорема A.4. Пусть A : B1 → B2 — линейный ограниченный опера-

тор. Если оператор A имеет правый регуляризатор, то образ R(A)
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замкнут в B2 и codimR(A) < ∞. Обратно, если R(A) замкнут в B2,

codimR(A) < ∞ и N (A) имеет замкнутое прямое дополнение в B1,

то оператор A имеет правый регуляризатор.

Доказательство см. в [20], теорема 15.2.

Из теорем A.2, A.3 и A.4 мы получаем следующий результат.

Теорема A.5. Пусть B1, B2 и B — банаховы пространства, и пусть

пространство B1 компактно вложено в B. Предположим, что

A : B1 → B2

есть линейный ограниченный оператор. Тогда следующие условия эк-

вивалентны.

(a) Оператор A : B1 → B2 — фредгольмов.

(b) Оператор A имеет как правый, так и левый регуляризаторы.

(c) Выполняется априорная оценка (A.1), и оператор A имеет пра-

вый регуляризатор.

Устойчивость свойств операторов.

Теорема A.6. Пусть T : B → B — линейный ограниченный опе-

ратор в банаховом пространстве B. Предположим, что оператор

Tm : B → B компактный при некотором m ∈ N. Тогда оператор

I + T фредгольмов и ind (I + T ) = 0, где I — единичный оператор в B.

Доказательство см. в [20], теорема 15.4.

Теорема A.7. Пусть A : B1 → B2 — ограниченный фредгольмов опе-

ратор. Предположим, что T : B1 → B2 — компактный оператор или

ограниченный оператор с достаточно малой нормой. Тогда оператор

A + T : B1 → B2 фредгольмов и ind (A + T ) = ind A.
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Теорема A.7 вытекает из теорем 15.2 и 16.4 в [20].

Пусть L,L0 : B1 → B2 — линейные ограниченные операторы. Обозна-

чим

Lτ = L0 + τ(L− L0) (0 6 τ 6 1).

Сформулируем теперь теорему о гомотопической устойчивости индекса.

Теорема A.8. Предположим, что операторы Lτ : B1 → B2 фред-

гольмовы при 0 6 τ 6 1. Тогда ind L = ind L0.

Доказательство. В силу теоремы A.7 для доказательства достаточ-

но покрыть отрезок [0, 1] множеством интервалов (ai, bi) (i ∈ I0) так,

что на каждом интервале (ai, bi) ∩ [0, 1] индекс Lτ сохраняется, где I0 —

множество индексов. Затем мы можем выбрать конечное подпокрытие

отрезка [0, 1]. ¤

Теорема A.9. Пусть L,L0 : B1 → B2 — линейные ограниченные опе-

раторы. Предположим, что оператор L0 имеет ограниченный обрат-

ный L−1
0 : B2 → B1 и для любого 0 6 τ 6 1

c1‖Lτu‖B2
6 ‖u‖B1

6 c2‖Lτu‖B2
(u ∈ B1), (A.2)

где c1, c2 > 0 не зависят от τ, u. Тогда оператор L имеет ограничен-

ный обратный L−1 : B2 → B1.

Эта теорема представляет собой хорошо известный метод продолже-

ния по параметру (см., например, лемму 1.1 в [22, гл. 3, § 1]).

Операторы, мероморфно зависящие от параметра. Пусть B1 и

B2 — комплексные банаховы пространства. Обозначим через B(B1, B2)

пространство линейных ограниченных операторов, отображающих B1
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в B2. Рассмотрим оператор-функцию λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) для λ ∈ Λ,

где Λ ∈ C— связное открытое множество.

Оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) называется аналитической

в точке λ0 ∈ Λ, если существует ε > 0 такое, что оператор-функцию

λ 7→ A(λ) можно разложить в ряд Тейлора

A(λ) =
∞∑

j=0

Aj(λ− λ0)
j (λ ∈ Bε(λ0)), (A.3)

сходящийся по операторной норме, где Aj ∈ B(B1, B2) и

Bε(λ0) = {λ ∈ C : |λ− λ0| < ε} ⊂ Λ.

Мы будем говорить, что оператор–функция аналитическая в Λ, если

она аналитическая в любой точке Λ.

Аналогично оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) называется ме-

роморфной в точке λ0 ∈ Λ, если для некоторого ε > 0 ее можно разло-

жить в ряд Лорана

A(λ) =
∞∑

j=−r

Aj(λ− λ0)
j (λ ∈ Bε(λ0) \ {λ0}), (A.4)

сходящийся по операторной норме, где Aj ∈ B(B1, B2) и Bε(λ0) ⊂ Λ.

Точка λ0 называется полюсом оператор-функции λ 7→ A(λ), если най-

дется r0 ∈ N такое, что r0 6 r и A−r0
6= 0. Наибольшее число r0 такое,

что A−r0
6= 0, называется порядком полюса.

Оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2), мероморфная в точке

λ0 ∈ Λ, называется конечно-мероморфной в точке λ0, если операторы

Aj (−r 6 j < 0) конечномерны. Будем говорить, что мероморфная в точ-

ке λ0 ∈ Λ оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) фредгольмова в

точке λ0, если оператор A0 в разложении (A.4) является фредгольмо-

вым.
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По определению оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) мероморф-

на в Λ, если она мероморфна в каждой точке множества Λ. Аналогично

мы можем определить конечно-мероморфную и фредгольмову оператор-

функции в Λ.

Теорема A.10. Предположим, что λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) — анали-

тическая фредгольмова оператор-функция в Λ и в некоторой точке

λ0 ∈ Λ оператор A(λ0) имеет ограниченный обратный

A−1(λ0) : B2 → B1.

Тогда оператор-функция

λ 7→ A−1(λ) ∈ B(B2, B1)

есть конечно-мероморфная фредгольмова оператор-функция в Λ.

Теорема A.10 следует из леммы 2.1 и следствия 3.3 в [8].

Пусть оператор-функция λ 7→ A(λ) ∈ B(B1, B2) аналитична в точ-

ке λ0 ∈ Λ. Точка λ0 называется собственным значением оператор-

функции λ 7→ A(λ), если существует аналитическая в точке λ0 функция

λ 7→ ψ(λ) ∈ B1 такая, что A(λ0)ψ(λ0) = 0 и ψ(λ0) 6= 0. Функция ψ на-

зывается корневой функцией для оператор-функции λ 7→ A(λ) в точке

λ = λ0. Порядок нуля λ = λ0 функции λ 7→ A(λ)ψ(λ) называется крат-

ностью корневой функции ψ, а вектор ψ0 = ψ(λ0) называется собствен-

ным вектором (собственной функцией) оператор-функции λ 7→ A(λ),

соответствующим собственному значению λ0. Пусть λ 7→ ψ(λ) — кор-

невая функция для оператор-функции λ 7→ A(λ) в точке λ0, имеющая

кратность p0, и пусть

ψ(λ) =
∞∑

j=0

ψj(λ− λ0)
j,
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где ψj ∈ B1. Тогда векторы ψ1, . . . , ψp0−1 называются присоединенны-

ми векторами (присоединенными функциями) к собственному векто-

ру ψ0. Упорядоченная система ψ0, ψ1, . . . , ψp0−1 называется жордано-

вой цепочкой, соответствующей λ0. Назовем подсистему ψ0, ψ1, . . . , ψM

(M 6 p0 − 1) жордановой подпоследовательностью, соответствующей

собственному значению λ0.

Легко доказать, что система ψ0, ψ1, . . . , ψp0−1 образует жорданову це-

почку, соответствующую λ0, тогда и только тогда, когда

p∑
q=0

1

q!
∂q

λA(λ0)ψ
p−q = 0 (p = 0, . . . , p0 − 1). (A.5)

Собственные векторы, соответствующие собственному значению λ0

оператор-функции λ 7→ A(λ), образуют линейное подпространство в B1.

Это подпространство называется ядром оператора A(λ0) и обозначается

через N (A(λ0)). Наибольшая кратность всех корневых функций ψ(λ)

таких, что ψ(λ0) = ψ0, называется рангом собственного вектора ψ0

(
rank ψ0

)
, если множество таких кратностей ограничено.

Пусть λ0 — собственное значение оператор-функции λ 7→ A(λ) и

q0 = dimN (A(λ0)) < ∞.

Число q0 называется геометрической кратностью λ0. Обозначим че-

рез ψ0,1, . . . , ψ0,q0 линейно независимую систему собственных векторов

таких, что rank ψ0,1 является наибольшим рангом из всех собствен-

ных векторов, соответствующих λ0, а rank ψ0,q (q = 2, . . . , q0) являет-

ся наибольшим рангом собственных векторов из некоторого прямого

дополнения к линейной оболочке L(
ψ0,1, . . . , ψ0,q−1

)
в N (A(λ0)). Чис-

ла pq = rank ψ0,q (q = 1, . . . , q0) называются частными кратностями
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собственного значения λ0. Частные кратности pq собственного значе-

ния λ0 однозначно определены оператор-функцией λ 7→ A(λ). Сумма

M = M(A(λ0)) = p1 + · · · + pq0
называется полной кратностью λ0.

Собственное значение λ0 называется простым, если его полная крат-

ность равна 1. Пусть ψ0,q, . . . , ψpq−1,q (q = 1, . . . , q0) образуют жордановы

цепочки. Тогда совокупность векторов {ψ0,q, . . . , ψpq−1,q, q = 1, . . . , q0}
называется канонической системой жордановых цепочек, соответству-

ющей λ0.

Точка λ0 ∈ Λ называется нормальной точкой аналитической опера-

тор-функции λ 7→ A(λ) (λ ∈ Λ), если λ 7→ A(λ) фредгольмова в точке

λ0 и для всех точек λ из некоторого проколотого круга Bε(λ0)\{λ0} ⊂ Λ

существует обратный оператор A−1(λ) ∈ B(B2, B1). В силу леммы 2.1

и следствия 3.2 из [8] нормальная точка λ0 ∈ Λ является собствен-

ным значением оператор-функции λ 7→ A(λ) тогда и только тогда, ко-

гда она полюс оператор-функции λ 7→ A−1(λ). Более того, наибольший

ранг всех собственных векторов, соответствующих собственному значе-

нию λ0 оператор-функции λ 7→ A(λ), равен порядку полюса λ0 оператор-

функции λ 7→ A−1(λ).

Пусть λ 7→ A(λ) аналитическая оператор-функция в Λ. Обозначим

через λ 7→ A∗(λ) оператор-функцию λ 7→ [A
(
λ̄
)
]∗ ∈ B(B∗

2 , B
∗
1), которая

является аналитической в Λ∗. Здесь область Λ∗ симметрична с Λ от-

носительно действительной оси. Если λ0 — нормальная точка оператор-

функции λ 7→ A(λ), то λ0 — нормальная точка оператор-функции λ 7→
A∗(λ) и частные кратности p1, . . . , pq0

собственного значения λ0 оператор-

функции λ 7→ A(λ) равны частным кратностям собственного значения λ0

оператор-функции λ 7→ A∗(λ) (см. теорему 5.3 в [8]).
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Теорема A.11. Пусть λ0 ∈ Λ — собственное значение и нормаль-

ная точка оператор-функции λ 7→ A(λ) (λ ∈ Λ). Тогда существует

каноническая система жордановых цепочек

{ψ0,q, ψ1,q, . . . , ψpq−1,q, q = 1, . . . , q0}

для оператор-функции λ 7→ A(λ), соответствующая λ0, и канониче-

ская система жордановых цепочек

{ξ0,q, ξ1,q, . . . , ξpq−1,q, q = 1, . . . , q0}

для оператор-функции λ 7→ A∗(λ), соответствующая λ0, такие, что

Ξ[A−1(λ)] =

q0∑
q=1

pq∑

k=1

(λ− λ0)
−k

pq−k∑
p=0

ξp,q(·)ψpq−k−p,q, (A.6)

где Ξ[A−1(λ)] — главная часть разложения в ряд Лорана для A−1(λ).

Доказательство см. в [8], теорема 7.1.

Заметим, что, вообще говоря, вектора в жордановой цепочке не явля-

ются линейно независимыми.

Спектральные свойства линейных операторов. Пусть A : D(A) ⊂
B → B — линейный оператор в комплексном банаховом пространстве B.

Резольвентное множество оператора A— множество чисел η ∈ C та-

ких, что оператор ηI − A имеет ограниченный обратный (ηI −A)−1 :

B → B. Обозначим через ρ(A) резольвентное множество оператора A.

Оператор

(ηI −A)−1 = R(η,A) (η ∈ ρ(A))

называется резольвентой A. Дополнение к ρ(A) обозначается через

σ(A) и называется спектром оператора A. Число η ∈ C называется

собственным значением оператора A, а x 6= 0 — собственным век-

тором (собственной функцией) оператора A, соответствующим η, если
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(ηI −A)x = 0. Число q0 = dimN (ηI −A) называется геометрической

кратностью η.

Пусть оператор-функция η 7→ R(η,A) конечно-мероморфна в точке

η = η0, которая является собственным значением A. Тогда разложение

(A.4) примет вид

R(η,A) =
∞∑

j=−r

Aj(η − η0)
j (η ∈ Bε(η0) \ {η0}),

где Aj ∈ B(B, B) и dimR(Aj) < ∞ для −r 6 j < 0. Оператор −A−1 —

проектор, т. е. A2
−1 = −A−1. Число m0 = dimR(A−1) называется алгеб-

раической кратностью η0.

Спектр замкнутого линейного оператора A можно разделить на три

непересекающихся подмножества.

Точечный спектр σp(A) состоит из собственных значений A.

Непрерывный спектр σc(A) ⊂ σ(A) \ σp(A) состоит из всех η ∈ C
таких, что образ R(ηI −A) плотный в B и R(ηI −A) 6= B.

Остаточный спектр σr(A) задается формулой

σr(A) = σ(A) \ (σp(A) ∪ σc(A)).

Далее будем считать, что оператор A : D(A) ⊂ B → B замкнут.

Через B1 обозначим линейное пространство D(A) с нормой графика

‖u‖B1
= ‖u‖B + ‖Au‖B.

Поскольку A— замкнутый оператор, то пространство B1 является ба-

наховым. Положим B2 = B. Рассмотрим аналитическую оператор-функ-

цию η 7→ A(η) = ηI −A ∈ B(B1, B2).

Спектр σ(A) называется дискретным, если он состоит из изолиро-

ванных собственных значений конечной алгебраической кратности.

Следующее утверждение приведено в [17, гл. 3, § 6].
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Теорема A.12. Пусть A : D(A) ⊂ B → B — замкнутый линейный

оператор. Предположим, что для некоторого η = η0 существует ком-

пактная резольвента R(η0,A) : B → B. Тогда спектр σ(A) дискрет-

ный и резольвента R(η,A) : B → B компактна для каждого η ∈ ρ(A).

Доказательство. Очевидно,

ηI −A = ((η − η0)R(η0,A) + I)(η0I −A)

для каждого η ∈ C. Поэтому из компактности резольвенты R(η0,A) :

B → B и теоремы A.1 следует, что оператор ηI −A фредгольмов. Тогда

в силу теоремы A.10 все точки комплексной плоскости C нормальные

для оператор-функции η 7→ A(η) = ηI − A, а спектр σ(A) состоит из

изолированных собственных значений. Следовательно, из теоремы A.11

мы выводим, что каждое собственное значение оператора A имеет ко-

нечную алгебраическую кратность.

Компактность резольвенты R(η,A) : B → B (η ∈ ρ(A)) следует из

резольвентного тождества и компактности R(η0,A). ¤

Секториальные операторы. Изложенные в этом пункте свойства

секториальных операторов взяты из [17, гл. 5, § 3, и гл. 6, § 2].

Пусть H — гильбертово пространство. Линейный оператор

B : D(B) ⊂ H → H

называется m-аккретивным, если для любого Re λ > 0 существует огра-

ниченный обратный оператор (B + λI)−1 : H → H и

‖(B + λI)−1‖ 6 (Re λ)−1. (A.7)

Обозначим

Θ(B) = {(Bu, u) : u ∈ D(B), ‖u‖ = 1}.
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Если B : D(B) ⊂ H → H — m-аккретивный оператор, то B замкнут,

D(B) всюду плотно в H, и Θ(B) ⊂ {λ ∈ C : Re λ > 0}.
Мы будем говорить, что линейный оператор B : D(B) ⊂ H → H

квази-m-аккретивный, если оператор B +αI m-аккретивный для неко-

торого α ∈ R. Оператор B называется секториальным, если существуют

θ < π/2 и γ ∈ R такие, что

Θ(B) ⊂ {λ ∈ C : | arg (λ− γ)| 6 θ}.

Число γ называется вершиной секториального оператора B. Оператор

B : D(B) ⊂ H → H называется m-секториальным, если он секториаль-

ный и квази-m-аккретивный.

Рассмотрим теперь полуторалинейную форму b[u, v] с областью опре-

деления D(b) ⊂ H. Форма b называется симметрической, если b[u, v] =

b[v, u] для u, v ∈ D(b). Определим сопряженную форму b∗ формулой

b∗[u, v] = b[v, u], D(b∗) = D(b). (A.8)

Очевидно, формы

p =
1

2
(b + b∗), q =

1

2i
(b− b∗) (A.9)

симметрические и

a = p + iq. (A.10)

Обозначим Θ(b) = {b[u] : u ∈ D(b), ‖u‖ = 1}, где b[u] = b[u, u].

Форма b называется секториальной, если существуют θ < π/2 и γ ∈ R
такие, что Θ(b) ⊂ {λ ∈ C : | arg (λ− γ)| 6 θ}. Число γ называется

вершиной секториальной формы b. Секториальная форма b называется

замкнутой, если из условий un ∈ D(b), ‖un − u‖ → 0 и b[un − um] → 0

при n,m →∞ следует, что u ∈ D(b) и b[un − u] → 0 при n →∞.
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Пусть b — секториальная форма. Введем скалярное произведение в

Hp = D(b) по формуле

(u, v)p = p[u, v] + (κ − γ)(u, v) ((u, v) ∈ D(b)), (A.11)

где γ — вершина формы b, κ > 0 — некоторая константа. Секториаль-

ная форма b замкнута в H тогда и только тогда, когда предгильбертово

пространство Hp полно (см. теорему 1.11 в [17, гл. 4, § 1]).

Линейное подпространство D′ ⊂ D(b) называется ядром формы b,

если сужение b на D′ имеет замыкание, равное b.

Теорема A.13. Пусть b[u, v] (u, v ∈ D(b)) — плотно определенная

замкнутая секториальная полуторалинейная форма в H, и пусть γ —

вершина b. Тогда существует m-секториальный оператор B : D(B) ⊂
H → H такой, что

(a) D(B) ⊂ D(b) и

b[u, v] = (Bu, v) (u ∈ D(B), v ∈ D(b)); (A.12)

(b) оператор B + (κ − γ)I : D(B) ⊂ H → H имеет ограниченный

обратный (B + (κ − γ)I)−1 : H → Hp;

(c) D(B) — ядро b;

(d) если u ∈ D(b), f ∈ H и равенство

b[u, v] = (f, v) (A.13)

выполняется для каждого v, принадлежащего ядру b, то u ∈ D(B)

и Bu = f .

Оператор B однозначно определен условием (a).

Доказательство см. в [17, гл. 6, § 2], теорема 2.1.

Мы будем говорить, что B является m-секториальным оператором,

ассоциированным с формой b. Обозначим B = Bb.
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Следующие два утверждения следуют из теоремы A.13 (см. теоре-

мы 2.5 и 2.6 в [17, гл. 6, § 2]).

Теорема A.14. Пусть выполнены условия теоремы A.13, и пусть

B = Bb. Тогда B∗
b = Bb∗.

Теорема A.15. Пусть b — плотно определенная симметрическая за-

мкнутая форма, ограниченная снизу. Тогда оператор B = Bb, ассоци-

ированный с формой b, является самосопряженным и ограниченным

снизу. Кроме того, оператор B и форма b имеют одну и ту же ниж-

нюю грань.

Обозначим через G плотно определенный секториальный оператор.

Рассмотрим форму

g[u, v] = (Gu, v)

с областью определения D(g) = D(G). В силу теоремы 1.27 из [17,

гл. 6, § 5] форма g замыкаема. Пусть b — замыкание формы g, и пусть

B = Bb — m-секториальный оператор, ассоциированный с b. Посколь-

ку D(G) — ядро b, то G ⊂ B по теореме A.13. Оператор B называется

фридрихсовым расширением G.

Используя теорему A.15, мы получим следующий результат.

Теорема A.16. Пусть G — плотно определенный симметрический

оператор, ограниченный снизу. Тогда фридрихсово расширение

B : H → H

оператора G — самосопряженный оператор. Кроме того, операторы

B и G имеют одинаковую нижнюю грань.

Доказательство теоремы A.16 можно найти также в [10, гл. 12, § 5].
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Установим теперь некоторые вспомогательные результаты, касающие-

ся m-секториальных операторов.

Теорема A.17. Пусть гильбертово пространство H1 всюду плотно

в H, и пусть оператор вложения H1 в H компактный. Предполо-

жим, что b — полуторалинейная форма в H с областью определения

D(b) = H1 и

|b[u, v]| 6 c0‖u‖H1
‖v‖H1

(u, v ∈ H1), (A.14)

Re b[u] > c1‖u‖2
H1
− c2‖u‖2 (u ∈ H1), (A.15)

где c0, c1 > 0, c2 > 0 — константы. Тогда b — замкнутая сектори-

альная форма в H с вершиной γ = −c2. При этом m-секториальный

оператор B = Bb : D(Bb) ⊂ H → H, ассоциированный с b, имеет дис-

кретный спектр σ(Bb) и σ(Bb) ⊂ {λ ∈ C : Re λ > −c2}. Если λ /∈ σ(Bb),

то резольвента R(λ,Bb) : H → H — компактный оператор. Кроме

того, B∗
b = Bb∗.

Для доказательства заметим, что из неравенств (A.14) и (A.15) следу-

ет, что форма b замкнута и секториальна с вершиной γ = −c2. Остальные

утверждения теоремы A.17 следуют из теорем A.13, A.12 и A.14.

Теорема A.18. Пусть выполняются условия теоремы A.17. Тогда

оператор Bb : H → H фредгольмов и ind Bb = 0.

Доказательство следует из компактности резольвенты R(λ,Bb) : H →
H (λ /∈ σ(Bb)), равенства Bb = (I − λR(λ,Bb))(Bb − λI) и теоремы A.1.

Теорема A.19. Пусть выполнены условия теоремы A.17, и пусть

b = b∗. Тогда оператор Bb : D(Bb) ⊂ H → H самосопряженный.
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Спектр σ(Bb) состоит из вещественных изолированных собствен-

ных значений λs > −c2 конечной кратности. Последовательность

собственных функций {vs} оператора Bb образует ортонормирован-

ный базис в H. Более того, последовательность функций
{

vs√
λs + c2

}

образует ортонормированный базис в H1 со скалярным произведени-

ем

(u, v)′H1
= b[u, v] + c2(u, v). (A.16)

Доказательство. В силу теоремы A.17 оператор Bb : H → H само-

сопряженный, а спектр σ(Bb) состоит из изолированных собственных

значений λs > −c2 конечной кратности.

Задача на собственные функции

Bbv = λv

эквивалентна задаче

v = (λ + c2)(Bb + c2I)−1v.

Из теоремы A.13 (b) и резольвентного тождества следует, что сужение

оператора (Bb + c2I)−1 на H1 — компактный оператор. Далее, по теоре-

ме A.13 (a) мы имеем

(
(Bb + c2I)−1u,w

)′
H1

= b[(Bb + c2I)−1u,w] + c2

(
(Bb + c2I)−1u,w

)
=

= (u,w) = (w, u) =

= b[(Bb + c2I)−1w, u] + c2

(
(Bb + c2I)−1w, u

)
=

=
(
u, (Bb + c2I)−1w

)′
H1
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для всех u,w ∈ H1. Следовательно, оператор (Bb + c2I)−1 : H1 → H1

самосопряженный. По теореме Гильберта—Шмидта в H1 существует ор-

тонормированный базис, состоящий из собственных функций vs опера-

тора (Bb + c2I)−1, соответствующих собственным значениям (λs + c2)
−1.

Предположим, что ‖vs‖ = 1. В силу (A.12) и (A.16) мы имеем

(vs, vr) =
(vs, vr)

′
H1

λs + c2
= 0 (s 6= r),

(
vs√

λs + c2
,

vs√
λs + c2

)′

H1

= (vs, vs) = 1 (s = 1, 2, . . . ).

Следовательно, последовательность функций

{
vs√

λs + c2

}
образует ор-

тонормированный базис в H1. Поскольку H1 всюду плотно в H, после-

довательность функций {vs} образует ортонормированный базис H. ¤

Нелинейные операторы. Теорема Банаха о неподвижной точке.

Пусть B — банахово пространство и G : D(G) ⊂ B → B — некото-

рый, вообще говоря, нелинейный оператор в пространстве B. Элемент

u ∈ D(G) называется неподвижной точкой оператора G, если выполнено

равенство

G(u) = u.

Пусть V — непустое замкнутое подмножество банахова пространст-

ва B. Предположим, что оператор G отображает множество V в себя.

Оператор G называется сжимающим отображением на множестве V ,

если существует такая константа q (0 6 q < 1), что

‖G(u)−G(v)‖ 6 q‖u− v‖ (A.17)

для любых u, v ∈ V .

Для сжимающих отображений имеет место следующая теорема Ба-

наха о неподвижной точке.
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Теорема A.20. Пусть оператор G : V → V является сжимающим

отображением. Тогда он имеет, и при том единственную, неподвиж-

ную точку на множестве V .

Пусть u ∈ V — неподвижная точка оператора G. Рассмотрим про-

извольный элемент u0 ∈ V и зададим последовательность {uk}∞k=0 по

рекурсивной формуле

uk = G(uk−1) (k = 1, 2, . . . ).

Нетрудно показать, что последовательность {uk}∞k=0 сходится к непо-

движной точке u. Более того, имеет место оценка

‖u− uk‖ 6 qk

1− q
‖u1 − u0‖,

где q — константа из формулы (A.17).

Приложение B. Функциональные пространства

Пространства Lp. Открытое связное подмножество Ω в Rn называ-

ется областью. Рассмотрим пространства функций f , измеримых по Ле-

бегу в области Ω и таких, что |f |p интегрируема по Ω (1 6 p < ∞). Это

пространство обозначается через Lp(Ω). Пространство Lp(Ω) — банахово

пространство с нормой

‖f‖Lp(Ω) =




∫

Ω

|f(x)|p dx




1/p

.

Если p = 2, то мы получим гильбертово пространство L2(Ω) со ска-

лярным произведением

(f, g)L2(Ω) =

∫

Ω

f(x)g(x) dx.
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Пусть Lp,loc(Ω) — пространство измеримых по Лебегу в Ω функций f

таких, что f ∈ Lp(K) для любого компакта K ⊂ Ω.

Пространства Гельдера. Пусть Ω ⊂ Rn — область. Обозначим че-

рез C(Ω) (или C(Ω)) пространство непрерывных в Ω (или в Ω) функций.

Пусть Ck(Ω) — пространство функций в C(Ω), имеющих непрерыв-

ные производные порядка не выше k в Ω, где k ∈ N. Пусть Ck(Ω) —

пространство функций в Ck(Ω), все производные которых порядка не

выше k имеют непрерывные продолжения на Ω.

Обозначим

C0(Ω) = C(Ω), C0(Ω) = C(Ω),

C∞(Ω) =
∞⋂

k=0

Ck(Ω), C∞(Ω) =
∞⋂

k=0

Ck(Ω).

Для ограниченной области Ω ⊂ Rn мы введем пространства Гельдера

Ck(Ω) и Ck+σ(Ω), где k > 0 — целое и 0 < σ < 1.

Пространство Ck(Ω) с нормой

‖ϕ‖Ck(Ω) = max
|α|6k

sup
x∈Ω

|Dαϕ(x)|

называется пространством Гельдера. Здесь

Dα = Dα1
1 · · · Dαn

n , Dj = −i(∂/∂xj),

α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + · · · + αn, αj > 0 — целые числа. Вектор α с

неотрицательными целыми координатами называется мультииндексом.

Очевидно, Ck(Ω) — сепарабельное банахово пространство.

Пространство Гельдера Ck+σ(Ω) — пространство функций из Ck(Ω),

имеющих конечную норму

‖u‖Ck+σ(Ω) = max
|α|6k

sup
x∈Q

|Dαu(x)|+ max
|β|=k

sup
x,y∈Q, x 6=y

|Dβu(x)−Dβu(y)|
|x− y|σ .
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Известно, что пространство Гельдера Ck+σ(Ω) — банахово простран-

ство. Однако оно не сепарабельно (см. [38, гл. 4, § 4.5.1]).

Пусть ϕ — непрерывная функция в Ω. Замыкание множества

{x ∈ Ω : ϕ(x) 6= 0}

в Ω называется носителем ϕ. Обозначим через supp ϕ носитель ϕ.

Пусть Ċ∞(Ω) — множество функций из C∞(Ω) с компактными носи-

телями в Ω.

Лемма B.1. Пусть K — компакт в Rn и {Sα}— покрытие K откры-

тыми множествами. Тогда существует конечное подпокрытие {Sαj
}

и неотрицательные функции ϕj ∈ Ċ∞(Rn) (j = 1, . . . , q) такие, что

(a)
q∑

j=1
ϕj(x) 6 1 (x ∈ Rn),

(b)
q∑

j=1
ϕj(x) = 1 (x ∈ K),

(c) supp ϕj ⊂ Sαj
(j = 1, . . . , q).

Доказательство см. в [10, гл. 14, § 2], лемма 4.

Семейство функций {ϕj} называется разбиением единицы.

Обобщенные функции. Пусть Ω — область в Rn. Определим сходи-

мость в пространстве Ċ∞(Ω) следующим образом: последовательность

{ϕs} ⊂ Ċ∞(Ω) сходится к элементу ϕ ∈ Ċ∞(Ω), если существует ком-

пакт K ⊂ Ω такой, что supp ϕs ⊂ K и

lim
s→∞

‖ϕ− ϕs‖Ck(Ω) = 0

для любого k = 0, 1, 2, . . . . Обозначим через D(Ω) линейное простран-

ство Ċ∞(Ω) с такой сходимостью. Можно дать эквивалентное опреде-

ление сходимости в D(Ω), рассматривая D(Ω) как локально выпуклое

линейное топологическое пространство (см. [13, гл. 1, § 1]).
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Линейный функционал f на D(Ω) называется обобщенной функцией

или распределением в Ω, если из сходимости ϕs → ϕ в D(Ω) выте-

кает сходимость 〈f, ϕs〉 → 〈f, ϕ〉. Обозначим через D′(Ω) пространство

обобщенных функций (распределений) со слабой сходимостью.

В силу неравенства Шварца каждая функция f ∈ L1,loc(Ω) определяет

обобщенную функцию F в Ω по формуле

〈F, ϕ〉 =

∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx (ϕ ∈ D(Ω)). (B.1)

Будем говорить, что обобщенная функция, определенная формулой (B.1),

является функцией. В этом случае мы отождествляем обобщенную функ-

цию F с функцией f .

Определим некоторые операции над обобщенными функциями.

(a) Производная Dαf обобщенной функции f ∈ D′(Ω) является обоб-

щенной функцией в Ω, заданной формулой

〈Dαf, ϕ〉 = (−1)|α|〈f,Dαϕ〉 (ϕ ∈ D(Ω)).

(b) Произведение af функции a ∈ C∞(Ω) на обобщенную функцию

f ∈ D′(Ω) есть обобщенная функция в Ω, заданная формулой

〈af, ϕ〉 = 〈f, aϕ〉 (ϕ ∈ D(Ω)).

(c) Пусть Q ⊂ Ω — открытое множество. Сужение f |Q обобщенной

функции f на Q есть обобщенная функция в Ω, заданная форму-

лой

〈f |Q, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 (ϕ ∈ D(Q)).

Линейное отображение A из D(Ω) (или D′(Ω)) в себя называется непре-

рывным, если из сходимости ϕs → 0 в D(Ω) (или D′(Ω)) следует, что

Aϕs → 0 в D(Ω) (или D′(Ω)).
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Очевидно, обобщенные функции бесконечно дифференцируемы. Опе-

раторы дифференцирования Dα и умножения на функцию a ∈ C∞(Ω)

непрерывны в пространстве D(Ω) (или D′(Ω)).

Будем говорить, что обобщенная функция f равна нулю на открытом

множестве Q ⊂ Ω, если 〈f, ϕ〉 = 0 для всех ϕ ∈ D(Ω). Две обобщенные

функции f1 и f2 на Ω равны в Q, если f1 − f2 = 0 в Q.

По определению носитель обобщенной функции — наименьшее за-

мкнутое подмножество Ω, вне которого f равна нулю.

Медленно растущие обобщенные функции. Через S(Rn) обозна-

чим линейное пространство функций ϕ ∈ C∞(Rn) таких, что

sup
x∈Rn

|xβDαϕ(x)| = Cαβ < ∞

для всех мультииндексов α и β, где xβ = xβ1

1 · · · xβn
n .

Определим сходимость в пространстве S(Rn) следующим образом:

последовательность {ϕs} ⊂ S(Rn) сходится к элементу ϕ ∈ S(Rn), если

lim
s→∞

‖xβDαϕ− xβDαϕs‖C(Rn) = 0

для всех α, β.

Линейный функционал f на S(Rn) называется медленно растущей

обобщенной функцией в Rn, если из сходимости ϕs → ϕ в S(Rn) следу-

ет, что 〈f, ϕs〉 → 〈f, ϕ〉. Обозначим через S ′(Rn) пространство медлен-

но растущих обобщенных функций со слабой сходимостью. Аналогично

пространству D′(Ω) мы можем определить операции дифференцирования

и сужения.

Предположим, что a ∈ C∞(Rn) и для каждого α существуют целое mα

и положительное число cα такие, что

|Dαa(x)| 6 cα(1 + |x|)mα.
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Определим произведение функции a и медленно растущей обобщенной

функции f ∈ S ′(Rn) по формуле

〈af, ϕ〉 = 〈f, aϕ〉 (ϕ ∈ S(Rn)).

Очевидно, S ′(Rn) ⊂ D′(Rn).

Определим δ-функцию Дирака следующим образом:

〈δ, ϕ〉 = ϕ(0) (ϕ ∈ S(Rn)).

Преобразование Фурье. Определим преобразование Фурье f̂ функ-

ции f ∈ L1(Rn) по формуле

f̂(ξ) = (2π)−n/2
∫

Rn

f(x) exp (−i(x, ξ)) dx (ξ ∈ Rn), (B.2)

где (x, ξ) = x1ξ1 + · · ·+ xnξn.

Если g ∈ L1(Rn), мы определим обратное преобразование Фурье

функции g по формуле

ǧ(x) = (2π)−n/2
∫

Rn

g(ξ) exp (i(x, ξ)) dξ (x ∈ Rn). (B.3)

Обозначим f̂ через Ff и ǧ через F−1g.

Теорема B.1. (a) Преобразования F и F−1 отображают S(Rn)

непрерывно и взаимно однозначно на себя, и FF−1 = F−1F = I

на S(Rn).

(b) Если ϕ ∈ S(Rn), то

(D̂αϕ
)
(ξ) = ξαϕ̂(ξ), Dβϕ̂(ξ) =

( ̂
(−x)βϕ

)
(ξ)

для всех мультииндексов α и β.
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(c) Если ϕ, ψ ∈ S(Rn), то
∫

Rn

ϕ(x)ψ(x) dx =

∫

Rn

ϕ̂(ξ)ψ̂(ξ) dξ, (B.4)

∫

Rn

ϕ(x)ψ̂(x) dx =

∫

Rn

ϕ̂(ξ)ψ(ξ) dξ. (B.5)

Определим преобразование Фурье Fu для u ∈ S ′(Rn) по формуле

〈Fu, ϕ〉 = 〈u, Fϕ〉 (ϕ ∈ S(Rn)). (B.6)

В силу (B.5) сформулированное выше определение (B.6) согласуется с

определением (B.2), если u ∈ S(Rn). Мы обозначим также Fu через û.

Аналогично мы определим обратное преобразование Фурье F−1v для

v ∈ S ′(Rn) по формуле

〈F−1v, ψ〉 = 〈v, F−1ψ〉 (ψ ∈ S(Rn)). (B.7)

Обозначим F−1v через v̌.

Теорема B.2. (a) Преобразования F и F−1 отображают S ′(Rn)

непрерывно и взаимно однозначно на себя, и FF−1 = F−1F = I

на S ′(Rn).

(b) Если u ∈ S ′(Rn), то

D̂αu = ξαû, Dβû =
̂

(−x)βu.

Теорема B.3 (теорема Планшереля). Пусть f ∈ L2(Rn). Тогда пре-

образование Фурье Ff в смысле обобщенных функций определяет

функцию f̂ ∈ L2(Rn). Эта функция имеет вид

f̂(ξ) = lim
R→∞

(2π)−n/2
∫

|x|6R

f(x) exp (−i(x, ξ)) dx (в L2(Rn)). (B.8)
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При этом

‖f̂‖L2(Rn) = ‖f‖L2(Rn), (B.9)

f(x) = lim
R→∞

(2π)−n/2
∫

|ξ|6R

f̂(ξ) exp (i(x, ξ)) dξ (в L2(Rn)). (B.10)

Из этой теоремы вытекает следующий результат.

Теорема B.4. Преобразование Фурье отображает L2(Rn) на себя

взаимно однозначно, и

(f, g)L2(Rn) =
(
f̂ , ĝ

)
L2(Rn)

(B.11)

для всех f, g ∈ L2(Rn).

Доказательство теорем B.1–B.3 читатель может найти в [13, гл. 6,

§§ 1 и 2].

Пространства Соболева. Пространство Соболева W s(Rn) (s ∈ R)

определим как пространство обобщенных функций u ∈ S ′(Rn) таких,

что
(
1 + |ξ|2)s/2

û ∈ L2(Rn), с нормой

‖u‖W s(Rn) =




∫

Rn

(
1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2 dξ




1/2

, (B.12)

см. [23,35,38].

Предположим, что Ω = Rn или Ω ⊂ Rn — область, удовлетворяющая

одному из следующих условий.

Условие B.1. Ω = Rn
+.

Условие B.2. Ω — ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C∞.

Условие B.3. Ω = (0, d) × G, где G ⊂ Rn−1 — ограниченная область

(с границей ∂G ∈ C∞, если n > 3), где Rn
+ = {x ∈ Rn : xn > 0} и

Rn
− = {x ∈ Rn : xn < 0}.
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Пусть m — неотрицательное целое число. Пространство Соболева

Wm(Ω) определим как пространство обобщенных функций u ∈ D′(Ω)

таких, что Dαu ∈ L2(Ω) (|α| 6 m), с нормой

‖u‖Wm(Ω) =


 ∑

|α|6m

∫

Ω

|Dαu(x)|2 dx




1/2

. (B.13)

Здесь мы полагаем W 0(Ω) = L2(Ω).

Пусть s = m + σ, где m — неотрицательное целое и 0 < σ < 1.

Пространство Соболева W s(Ω) — пространство функций u ∈ Wm(Ω)

с конечной нормой

‖u‖W s(Ω) =


‖u‖2

Wm(Ω) +
∑

|α|=m

∫

Ω

∫

Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|2
|x− y|n+2σ

dx dy




1/2

.

(B.14)

Пространства Соболева W s(Ω) (s > 0) гильбертовы. Формулы (B.12)

и (B.13), (B.14) с Ω = Rn задают эквивалентные нормы в W s(Rn) для

s > 0 (см. лемму 3 в [34, гл. 2, § 2] и [38, гл. 4, § 4.4.1]).

Через W s
loc(Ω) (s > 0) мы обозначим пространство, состоящее из рас-

пределений u ∈ D′(Ω) таких, что u ∈ W s(K) для каждой ограниченной

области K, K ⊂ Ω.

Рассмотрим теорему о продолжении функций.

Теорема B.5. Пусть s > 0. Предположим, что Ω ⊂ Rn — область,

удовлетворяющая одному из условий B.1, B.2 или B.3. Тогда для любой

u ∈ W s(Ω) существует U ∈ W s(Rn) такая, что u(x) = U(x) (x ∈ Ω)

и

‖U‖W s(Rn) 6 c‖u‖W s(Ω). (B.15)

Доказательство см. в [23, гл. 1, § 8], теорема 8.1, а также [34, гл. 2].
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Таким образом, если Ω удовлетворяет условиям теоремы B.5, то про-

странство W s(Ω) (s > 0) есть пространство сужений U |Ω (U ∈ W s(Rn))

с эквивалентной нормой

‖u‖W s(Ω) = inf ‖U‖W s(Rn) (U ∈ W s(Rn) : U |Ω = u). (B.16)

Замечание B.1. Теорему B.5 можно обобщить на случай ограничен-

ных областей, удовлетворяющих сильному условию конуса (см. теоре-

му 9.6 в [3, гл. 3, § 9] и теорему в [38, гл. 4, § 4.2.3]). Результаты

для пространств Соболева, основанные на теореме продолжения, можно

обобщить на случай вышеуказанных областей.

Пусть m ∈ N. Обозначим через W−m(Ω) пространство обобщенных

функций u ∈ D′(Ω) таких, что

‖u‖W−m(Ω) = sup
ϕ∈Ċ∞(Ω)

|〈u, ϕ〉|
‖ϕ‖Wm(Ω)

< ∞. (B.17)

Пространство W−m(Ω) — гильбертово пространство, сопряженное к про-

странству W̊m(Ω), где W̊m(Ω) — замыкание множества Ċ∞(Ω) в Wm(Ω)

(см. [13, гл. 3, § 10]).

Теорема о следах. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область Q с грани-

цей ∂Q ∈ C∞ или Ω = (0, d)×G, где G ⊂ Rn−1 — ограниченная область

(с границей ∂G ∈ C∞, если n > 3). Пусть M — граница ∂Q ∈ C∞

ограниченной области Q ⊂ Rn или (n− 1)-мерное многообразие Γ ⊂ Ω

класса C∞ с границей ∂Γ ∈ C∞. Для каждого конечного покрытия {Uj}
многообразия M открытыми множествами существует разбиение едини-

цы {ϕj} такое, что

N∑

j=1

ϕj(x) = 1
(
x ∈ M

)
, ϕj ∈ Ċ∞(Rn), supp ϕj ⊂ Uj.
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Пусть x → ωj(x) = y — диффеоморфизм класса C∞, отображающий Uj

на Vj так, что

1) ωj(Uj ∩M) ⊂ {y : yn = 0}, если M = ∂Q или если M = Γ,

Uj ∩ ∂Γ = ∅,

2) ωj(Uj ∩M) ⊂ {y : yn−1 > 0, yn = 0}, ωj(Uj ∩ ∂M) ⊂ {y : yn−1 = 0,

yn = 0}, если M = Γ, Uj ∩ ∂Γ 6= ∅.

Пусть W s(M) — пространство Соболева функций u таких, что в ло-

кальных координатах y = yj мы имеем ϕju ∈ W s(ωs(Uj ∩M)). Норма

в W s(M) вводится следующим образом:

‖u‖W s(M) =

(
M∑

j=1

‖ϕju‖2
W s(ωj(Uj∩M))

)1/2

, (B.18)

где нормы ‖ϕju‖W s(ωj(Uj∩M)) вычисляются в координатах y = yj, s > 0.

Очевидно, что определение пространства W s(M) не зависит от по-

крытия {Uj} и выбора преобразований ωj, а различные нормы (B.18)

эквивалентны.

Пространство W s(M) гильбертово.

Обозначим через C∞(
M

)
пространство функций u ∈ C

(
M

)
таких,

что в локальных координатах y = yj мы имеем u ∈ C∞(
ωj

(
Uj ∩M

))
.

Определим отображение

γµ : C∞(Ω) → C∞(M)

по формуле

γµu = Dµ
νu|M ,

где µ — неотрицательное целое число, ν — единичный вектор нормали к

M в точке x ∈ M .
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Теорема B.6. Пусть s > 0, и пусть m < s+1/2, — неотрицательное

целое число. Тогда отображение

γ = {γ0, γ1, . . . , γm−1} : C∞(Ω) →
m−1∏
µ=0

C∞(M)

однозначно продолжается до непрерывного линейного отображения

γ : W s(Ω) →
m−1∏
µ=0

W s−µ−1/2(M).

Более того, это отображение сюръективно и существует линейный

непрерывный оператор

S :
m−1∏
µ=0

W s−µ−1/2(M) → W s(Ω)

такой, что γSg = g для всех g = (g0, g1, . . . , gm−1) ∈
m−1∏
µ=0

W s−µ−1/2(M).

Доказательство основано на аналогичном результате для Ω = Rn
+,

M = Rn−1 и разбиении единицы (см. теорему 7 в [34, гл. 2, § 4], теоре-

му 10 в [34, гл. 2, § 5], теорему 8.3 в [23, гл. 1, § 8] и теорему в [38, гл. 4,

§ 4.7.2]).

Обозначим γ0u = u|M для u ∈ W s(Ω), где s > 1/2. Функция u|M
называется следом функции u.

Замечание B.2. Из теоремы B.6 следует, что мы можем ввести экви-

валентную норму в пространстве W s−1/2(M) по формуле

‖ψ‖′W s−1/2(M) = inf
u
‖u‖W s(Ω) (u ∈ W s(Ω) : u|M = ψ).

Теоремы вложения. Следующая теорема вложения устанавливает,

что элементы пространства Соболева W s(Q) дифференцируемы в клас-

сическом смысле для достаточно больших s > 0.
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Теорема B.7 (теорема Соболева). Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная

область Q с границей ∂Q ∈ C∞ или Ω = (0, d) × G, где G ⊂ Rn−1 —

ограниченная область (с границей ∂G ∈ C∞, если n > 3). Пусть

k > n/2 + s, где s > 0 — целое. Тогда имеет место вложение W k(Ω) ⊂
Cs

(
Ω

)
, причем оператор вложения непрерывный.

Доказательство см. в теореме из [38, гл. 4, § 4.6.2] и теореме 9.8

из [23, гл. 1, § 9].

Следующие две теоремы о компактности вложения позволяют сво-

дить краевые задачи для эллиптических уравнений к фредгольмовым

уравнениям.

Теорема B.8. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, удовлетво-

ряющая условиям теоремы B.7, и пусть k > s > 0. Тогда оператор

вложения W k(Ω) в W s(Ω) компактный.

Доказательство следует из теоремы 16.1 в [23, гл. 1, § 16] и теоре-

мы B.5.

Используя теорему B.8, мы получаем следующий результат.

Теорема B.9. Пусть M — граница ∂Q ∈ C∞ ограниченной области

Q ⊂ Rn или (n− 1)-мерное ограниченное многообразие Γ класса C∞

с границей ∂Γ ∈ C∞. Пусть k > s > 0. Тогда оператор вложения

W k(M) в W s(M) компактный.

Пространства W̊ s(Q). Следующая теорема дает явное описание про-

странства W̊m(Q).

Теорема B.10. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, удовлетво-

ряющая условиям теоремы B.7, и пусть m ∈ N. Тогда

W̊m(Ω) = {u ∈ Wm(Ω) : Dµ−1
ν u|∂Q\K = 0, µ = 1, . . . , m},
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где K = ∅, если Ω = Q, и K = ({0} × ∂G) ∪ ({d} × ∂G), если Ω =

(0, d)×G.

Доказательство см. в [23, гл. 1, § 11], теорема 11.5.

Следующая теорема об эквивалентных нормах в пространстве W̊m(Ω)

полезна для изучения задачи Дирихле для эллиптических уравнений.

Теорема B.11. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, удовлетво-

ряющая условиям теоремы B.7, и пусть m ∈ N. Тогда норма (B.13) в

пространстве W̊m(Ω) эквивалентна норме



n∑
j=0

∫

Ω

|Dm
j u(x)|2 dx




1/2

. (B.19)

Доказательство следует из теорем B.2, B.3, B.8 и B.10.

Интерполяция. Следующие две теоремы применяются для получе-

ния априорных оценок решений эллиптических задач.

Теорема B.12. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, удовлетво-

ряющая условиям теоремы B.7, или Ω = Rn
+. Тогда для всех u ∈ W k(Ω)

и q ∈ C
|q|k−s‖u‖W s(Ω) 6 c

(‖u‖W k(Ω) + |q|k‖u‖L2(Ω)
)
, (B.20)

где 0 < s < k и c > 0 не зависит от u и q.

Теорема B.13. Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область, удовлетво-

ряющая условиям теоремы B.7. Если Ω = Q и ∂Q ∈ C∞, мы положим

M = ∂Q. Если Ω = (0, d)×G, мы положим M = {b}×G, где 0 6 b 6 d.

Тогда для любых u ∈ W 1(Ω) и q ∈ C
|q|1/2‖u|M‖L2(M) 6 c1

(‖u‖W 1(Ω) + |q|‖u‖L2(Ω)
)
, (B.21)

где c1 > 0 не зависит от u и q.
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Теоремы B.12 и B.13 взяты из [1, гл. 1, § 1].

Имея некоторые свойства линейных операторов в пространствах Со-

болева, мы можем распространить их на промежуточные пространства.

Теорема B.14. Пусть Ωj = Rnj или Ωj ⊂ Rnj — ограниченная об-

ласть с границей ∂Ωj ∈ C∞, nj ∈ N (j = 1, 2). Пусть

A ∈
⋂

i=1,2

B(
W pi(Ω1),W

qi(Ω2)
)
,

где 0 6 p1 < p2, 0 6 q1 < q2. Тогда

A ∈ B(
W (1−θ)p1+θp2(Ω1),W

(1−θ)q1+θq2(Ω2)
)

для любого 0 < θ < 1.

Теорема B.15. Пусть Q ⊂ Rn — ограниченная область с границей

∂Q ∈ C∞. Пусть

A ∈
⋂

i=1,2

B(
W si(Q),W si(∂Q)

)
,

где 0 6 s1 < s2. Тогда

A ∈ B(
W (1−θ)s1+θs2(Q),W (1−θ)s1+θs2(∂Q)

)

для любого 0 < θ < 1.

Теоремы B.14 и B.15 следуют из теорем 5.1, 7.7 и 9.6 и замечания 7.4

в [23, гл. 1].

Одномерный случай. Сделаем теперь несколько замечаний о функ-

циональных пространствах в одномерном случае.

Обозначим через Lp(a, b) пространство Лебега измеримых на (a, b)

функций f (1 6 p < ∞). Это пространство имеет норму

‖f‖Lp(a,b) =




b∫

a

|f(x)|p dx




1/p

.
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Обозначим через C(a, b) (или C[a, b]) пространство непрерывных функ-

ций на (a, b) (или [a, b]). Пусть Ck(a, b) (или Ck[a, b]) — подпространство

функций из C(a, b) (или C[a, b]), имеющих непрерывные производные

порядка не выше k на (a, b) (или [a, b]). Норма в пространстве Ck[a, b]

определяется формулой

‖ϕ‖Ck[a,b] = max
i6k

sup
x∈[a,b]

|ϕ(i)(x)|.

Аналогично многомерному случаю мы можем также ввести пространства

C∞(a, b), C∞[a, b] и Ċ∞(a, b).

Обозначим через D(a, b) пространство Ċ∞(a, b), а через D′(a, b) про-

странство обобщенных функций на D(a, b).

Для k ∈ N пространство W k(a, b) есть пространство абсолютно непре-

рывных на [a, b] функций u(x), имеющих абсолютно непрерывные на [a, b]

производные u(i)(x) для i 6 k − 1 таких, что u(k)(x) ∈ L2(a, b). Норма в

W k(a, b) будет иметь вид

‖u‖W k(a,b) =


∑

i6k

b∫

a

|u(i)(x)|2 dx




1/2

. (B.22)

Таким образом, теорема B.6 о следах становится тривиальной для

n = 1.

Пусть k, s — целые, и пусть 0 6 s < k. Тогда в силу теоремы B.7 для

любого u ∈ W k(a, b)

‖u‖Cs[a,b] 6 c‖u‖W k(a,b). (B.23)

Из теоремы B.8 следует, что оператор вложения W k(a, b) в W s(a, b) ком-

пактный.

Заметим, что

W̊ k(a, b) = {u ∈ W k(a, b) : u(i)(a) = u(i)(b) = 0, 0 6 i 6 k − 1},
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где k ∈ N.

В силу теоремы B.11 мы можем ввести в пространстве W̊ k(a, b) экви-

валентную норму по формуле

‖u‖′
W̊ k(a,b) =




b∫

a

|u(k)(x)|2 dx




1/2

. (B.24)

Из теорем B.12 и B.13 следует, что для любых u ∈ W k(a, b) и q ∈ C

|q|k−s‖u‖W s(a,b) 6 c
(‖u‖W k(a,b) + |q|k‖u‖L2(a,b)

)
, (B.25)

где k, s ∈ N, 0 < s < k и c > 0 не зависит от u и q; для любых

u ∈ W 1(a, b) и q ∈ C

|q|1/2|u(d)| 6 c1
(‖u‖W 1(a,b) + |q| · ‖u‖L2(a,b)

)
, (B.26)

где a 6 d 6 b и c1 > 0 не зависит от u и q.

Приложение C. Обобщенные решения эллиптических задач

Задача Дирихле. Рассмотрим уравнение

A(x,D)u =
∑

|α|,|β|6m

Dαaαβ(x)Dβu(x) = f0(x) (x ∈ Q) (C.1)

с краевыми условиями Дирихле

Dµ−1
ν u|∂Q = 0 (x ∈ ∂Q, µ = 1, . . . , m), (C.2)

где aαβ ∈ C∞(Rn) и f0 ∈ L2(Q) — комплекснозначные функции, Q —

ограниченная область в Rn с границей ∂Q ∈ C∞, ν — единичный вектор

внутренней нормали к ∂Q в точке x ∈ ∂Q, n > 2.

Уравнение (C.1) называется сильно эллиптическим в Q, если

Re
∑

|α|,|β|=m

aαβ(x)ξα+β > 0 для всех x ∈ Q, 0 6= ξ ∈ Rn. (C.3)
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В этом пункте мы предполагаем, что уравнение (C.1) сильно эллипти-

ческое в Q. Тогда мы говорим, что дифференциальный оператор A(x,D)

сильно эллиптический в Q.

Определим неограниченный оператор A : D(A) ⊂ L2(Q) → L2(Q) с

областью определения D(A) = {u ∈ W̊m(Q) : Au ∈ L2(Q)}, действую-

щий в пространстве обобщенных функций D′(Q) по формуле

Au = A(x,D)u(x). (C.4)

Функция u называется обобщенным решением краевой задачи (C.1),

(C.2), если u ∈ D(A) и

Au = f0. (C.5)

Можно дать также следующее эквивалентное определение обобщен-

ного решения.

Функция u называется обобщенным решением краевой задачи (C.1),

(C.2), если u ∈ W̊m(Q) и для всех v ∈ W̊m(Q) мы имеем
∑

|α|,|β|6m

(
aαβDβu,Dαv

)
L2(Q) = (f0, v)L2(Q). (C.6)

Введем неограниченный оператор A+ : D(A+) ⊂ L2(Q) → L2(Q) с

областью определения D(A+) = {u ∈ W̊m(Q) : A+u ∈ L2(Q)}, действу-

ющий в пространстве обобщенных функций D′(Q) по формуле

A+u =
∑

|α|,|β|6m

Dαaβα(x)Dβu.

Операторы A и A+ формально сопряженные, т. е.

(Au, v)L2(Q) =
(
u,A+v

)
L2(Q)

для всех u, v ∈ Ċ∞(Q).

Теорема C.1. Уравнение (C.1) сильно эллиптическое в Q тогда и

только тогда, когда существуют постоянные c1 > 0, c2 > 0 такие,
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что

Re (Au, u)L2(Q) > c1‖u‖2
Wm(Q) − c2‖u‖2

L2(Q) (C.7)

для всех u ∈ Ċ∞(Q).

Теорема C.1 принадлежит М. И. Вишику [5] и Л. Гордингу [44].

Неравенство (C.7) называется неравенством Гординга. Задача (C.1),

(C.2) называется коэрцитивной, если она удовлетворяет неравенству

Гординга. В силу теоремы C.1 задача (C.1), (C.2) коэрцитивна тогда и

только тогда, когда уравнение (C.1) сильно эллиптическое в Q. Таким

образом, можно определить сильную эллиптичность с помощью неравен-

ства Гординга (C.7).

Теорема C.2. Пусть оператор A : D(A) ⊂ L2(Q) → L2(Q) силь-

но эллиптический. Тогда спектр σ(A) дискретный и σ(A) ⊂ {λ ∈
C : Re λ > −c2}, где c2 > 0 — константа из неравенства (C.7). Если

λ /∈ σ(A), то резольвента R(λ,A) : L2(Q) → L2(Q) — компактный

оператор. Кроме того, A∗ = A+ и (A+)∗ = A.

Теорема C.3. Сильно эллиптический оператор A : D(A) ⊂ L2(Q) →
L2(Q) фредгольмов, и indA = 0.

Теорема C.4. Пусть сильно эллиптический оператор A : D(A) ⊂
L2(Q) → L2(Q) симметрический, т. е.

(Au, v)L2(Q) = (u,Av)L2(Q) (C.8)

для всех u, v ∈ Ċ∞(Q). Тогда оператор A : D(A) ⊂ L2(Q) → L2(Q)

самосопряженный, спектр σ(A) состоит из вещественных изолиро-

ванных собственных значений λs > −c2 конечной кратности. Мно-

жество собственных функций {vs} оператора A образует ортонор-

мированный базис в пространстве L2(Q), в то время как множество
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функций
{

vs√
λs + c2

}
является ортонормированным базисом в про-

странстве W̊m(Q) со скалярным произведением

(u, v)′W̊m(Q) =
1

2

∑

|α|,|β|6m

((
aαβ(x) + aβα(x)

)
Dβu,Dαv

)
L2(Q)

+ c2(u, v)L2(Q).

(C.9)

Теоремы C.2–C.4 вытекают из следствий 11 и 14 и теоремы 25 в [10,

гл. 14, § 6]. Заметим, что теоремы C.2–C.4 следуют из теорем A.17–A.19

о секториальных операторах и теорем B.8 и C.1.

Рассмотрим теперь уравнение

Au = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
aij(x)

∂u(x)

∂xj
+

n∑
i=1

ai(x)
∂u(x)

∂xi
+ a0(x)u(x) =

= f0(x) (x ∈ Q)

(C.10)

с краевым условием

u|∂Q = 0, (C.11)

где Q = (0, d)×G — цилиндр, G ⊂ Rn−1 — ограниченная область, грани-

ца ∂G класса ∈ C∞, если n > 3; aij, ai, a0 ∈ C∞(Rn) — вещественнознач-

ные функции и aij = aji; f0 ∈ L2(Q) — комплекснозначная функция.

Замечание C.1. Пусть уравнение (C.10) сильно эллиптическое в Q,

и пусть m = 1. Тогда теоремы C.1–C.3 справедливы для оператора A,

соответствующего краевой задаче (C.10), (C.11). Более того, если ai = 0

(i = 1, . . . , n), то заключение теоремы C.4 также верно.

Гладкость решений. Мы рассмотрим сильно эллиптическое уравне-

ние (C.1) с коэффициентами aαβ ∈ C∞(Rn). Предположим, что Q ⊂ Rn —

произвольная ограниченная область.
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Одним из наиболее важных свойств эллиптических дифференциаль-

ных уравнений является гладкость решений на компактных подмноже-

ствах области Q. Это свойство не зависит от гладкости границы ∂Q.

Теорема C.5. Пусть уравнение (C.1) сильно эллиптическое в Q.

Предположим, что f0 ∈ W k
loc(Q) и u — решение уравнения (C.1) в смыс-

ле теории обобщенных функций, где k ∈ Z. Тогда u ∈ W k+2m
loc (Q).

Доказательство см. в теореме 3.2 из [23, гл. 2, § 3].

Лемма C.1. Пусть уравнение (C.1) сильно эллиптическое в Q, и

пусть ∂Q ∩ B2δ

(
x0

) ∈ C∞ — открытое связное множество (в индуци-

рованной топологии). Предположим, что f0 ∈ W k(Q) и u ∈ Wm(Q) —

решение уравнения (C.1) в смысле теории обобщенных функций, удо-

влетворяющее краевым условиям

Dµ−1
ν u|∂Q∩B2δ(x0) = 0 (µ = 1, . . . ,m),

где x0 ∈ ∂Q, k > 0 — целое. Тогда u ∈ W k+2m
(
Q ∩Bδ

(
x0

))
.

Используя разбиение единицы и лемму C.1, мы получим следующее

утверждение.

Теорема C.6. Пусть уравнение (C.1) сильно эллиптическое в Q, и

пусть ∂Q ∈ C∞. Предположим, что f0 ∈ W k(Q) (k > 0 — целое) и u —

обобщенное решение краевой задачи (C.1), (C.2). Тогда u ∈ W k+2m(Q).

Лемма C.1 и теорема C.6 вытекают из леммы 19 и теоремы 23 в [10,

гл. 14, § 6].

Замечание C.2. Заключение теоремы C.6 верно также для краевой

задачи (C.10), (C.11) с k = 0 и m = 1 (см. [22, гл. 3, § 10], теорема 10.1).
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Эллиптические задачи с общими краевыми условиями. Рассмот-

рим систему дифференциальных уравнений

A(x,D)u(x) = f0(x) (x ∈ Q) (C.12)

с краевыми условиями

B(x,D)u(x)|∂Q = f1(x) (x ∈ ∂Q) (C.13)

относительно вектор-функции u = (u1, . . . , uN). Здесь Q ⊂ Rn — огра-

ниченная область с границей ∂Q ∈ C∞, n > 2; A(x,D) и B(x,D) —

матрицы порядков N ×N и mN ×N соответственно с элементами

Ajk(x,D)uk(x) =
∑

|α|62m

ajkα(x)Dαuk(x) (j, k = 1, . . . , N),

Bµk(x,D)uk(x) =
∑

|α|6mµ

bµkα(x)Dαuk(x)

(µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N),

ajkα, bµkα ∈ C∞(Rn) — комплекснозначные функции; f0 = (f01, . . . , f0N),

f1 = (f11, . . . , f1,mN); m, и mµ — целые, m > 1, mµ > 0; f0j ∈ W l(Q)

(j = 1, . . . , N) и f1µ ∈ W l+2m−mµ−1/2(∂Q) (µ = 1, . . . , mN) — комплекс-

нозначные функции; l > max{0, mµ − 2m + 1}— целое.

Обозначим через A0
jk(x,D) и B0

µk(x,D) главные однородные части

операторов Ajk(x,D) и Bµk(x,D) соответственно, т. е.

A0
jk(x,D) =

∑

|α|=2m

ajkα(x)Dα, B0
µk(x,D) =

∑

|α|=mµ

bµkα(x)Dα.

Наряду с операторами A0
jk(x,D) и B0

µk(x,D) мы рассмотрим соответ-

ствующие полиномы

A0
jk(x, ξ) =

∑

|α|=2m

ajkα(x)ξα, B0
µk(x, ξ) =

∑

|α|=mµ

bµkα(x)ξα,

где ξ = (ξ1, . . . , ξn), ξα = ξα1

1 × · · · × ξαn
n .
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Обозначим через A0(x, ξ) и B0(x, ξ) матрицы порядка N×N и mN ×N

с элементами A0
jk(x, ξ) (j, k = 1, . . . , N) и B0

µk(x, ξ) (µ = 1, . . . , mN,

k = 1, . . . , N).

Предположим, что операторы A(x,D) и B(x,D) удовлетворяют сле-

дующим условиям.

Условие C.1. Оператор A(x,D) правильно эллиптический в Q, т. е.

полином detA0(x, ξ + τν) переменной τ имеет ровно mN корней

τ+
1 (x, ξ, ν), . . . , τ+

mN(x, ξ, ν)

с положительными мнимыми частями и mN корней с отрицательными

мнимыми частями для всех x ∈ Q, ν 6= 0 и ξ 6= 0, ортогональных к ν

в Rn.

Условие C.2. Оператор B(x,D) удовлетворяет условию Лопатинско-

го по отношению к оператору A(x,D) на ∂Q, т. е. строки матрицы

B0(x, ξ + τν)A0(x, ξ + τν)−1 detA0(x, ξ + τν)

линейно независимы по модулю полинома
mN∏
µ=1

(
τ − τ+

µ (x, ξ, ν)
)

для всех

x ∈ ∂Q и ξ 6= 0, ортогональных к ν, где ν — единичный вектор внутрен-

ней нормали к ∂Q в точке x.

Будем говорить, что задача (C.12), (C.13) эллиптическая, если вы-

полнены условия C.1 и C.2.

Если оператор A(x,D) правильно эллиптический в Q, то существует

постоянная a > 0 такая, что для всех x ∈ Q и 0 6= ξ ∈ Rn

a−1|ξ|2mN 6 | detA0(x, ξ)| 6 a|ξ|2mN .

Константа a называется константой эллиптичности.
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Замечание C.3. Если N = 1, то матрица A(x,D) состоит из одного

элемента A(x,D), а матрица B(x,D) — из одного столбца

(B1(x,D), . . . , Bm(x,D))T .

Обозначим через A0(x,D) и B0
µ(x,D) главные однородные части опе-

раторов A(x,D) и Bµ(x,D) соответственно. Тогда условие C.1 прини-

мает вид: полином A0(x, ξ + τν) переменной τ имеет ровно m корней

τ+
1 (x, ξ, ν), . . . , τ+

m(x, ξ, ν) с положительными мнимыми частями и m кор-

ней с отрицательными мнимыми частями для всех x ∈ Q, ν 6= 0 и

ξ 6= 0, ортогональных к ν в Rn. Условие C.2 имеет следующий вид: мно-

гочлены B0
1(x, ξ + τν), . . . , B0

m(x, ξ + τν) линейно независимы по модулю

полинома
m∏

µ=1

(
τ − τ+

µ (x, ξ, ν)
)

для всех x ∈ ∂Q и ξ 6= 0, ортогональных

к ν, где ν — единичный вектор внутренней нормали к ∂Q в точке x.

Если оператор A(x,D) сильно эллиптический в Q и либо n > 3, ли-

бо коэффициенты A(x,D) вещественные, то этот оператор правильно

эллиптический в Q.

Введем гильбертовы пространства вектор-функций

LN
2 (Q) =

N∏

i=1

L2(Q), W l,N(Q) =
N∏

i=1

W l(Q),

W l,N(Q, ∂Q) = W l,N(Q)×
mN∏
µ=1

W l+2m−mµ−1/2(∂Q)

с нормами

‖v‖LN
2 (Q) =

(
N∑

i=1

‖vi‖2
L2(Q)

)1/2

, ‖u‖W l,N (Q) =

(
N∑

i=1

‖ui‖2
W l(Q)

)1/2

,

‖f‖W l,N (Q) =

(
‖f0‖2

W l,N (Q) +
mN∑
µ=1

‖f1µ‖2
W l+2m−mµ−1/2(∂Q)

)1/2

,

(C.14)
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где u = (u1, . . . , uN), v = (v1, . . . , vN), f = (f0, f1), f0 = (f01, . . . , f0N) и

f1 = (f11, . . . , f1,mN), l > max{0,mµ − 2m + 1}— целое.

Определим линейный ограниченный оператор

L : W l+2m,N(Q) →W l,N(Q, ∂Q)

по формуле

Lu = (A(x,D)u, B(x,D)u|∂Q).

Функцию u ∈ W l+2m,N(Q) назовем сильным решением задачи (C.12),

(C.13) в W l+2m,N(Q), если Lu = f.

Лемма C.2. Пусть выполняются условия C.1 и C.2. Тогда суще-

ствует линейный ограниченный оператор

R : W l,N(Q, ∂Q) → W l+2m,N(Q),

который является правым и левым регуляризатором оператора

L : W l+2m,N(Q) →W l,N(Q, ∂Q).

Доказательство см. в [36], теоремы 2.5 и 2.6, и [7, §§ 2 и 4].

Из теорем A.5, B.8 и леммы C.2 мы получим следующие утверждения.

Лемма C.3. Пусть выполнены условия C.1 и C.2. Тогда для всех

u ∈ W l+2m,N(Q)

‖u‖W l+2m,N (Q) 6 c1
(‖Lu‖W l,N (Q,∂Q) + ‖u‖LN

2 (Q)
)
. (C.15)

Теорема C.7. Пусть выполнены условия C.1 и C.2. Тогда оператор

L : W l+2m,N(Q) →W l,N(Q, ∂Q) фредгольмов.

Эллиптические задачи с параметром. Мы будем изучать систему

дифференциальных уравнений

A(x,D, λ)u(x) = f0(x) (x ∈ Q) (C.16)
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с краевыми условиями

B(x,D, λ)u(x)|∂Q = f1(x) (x ∈ ∂Q) (C.17)

относительно вектор-функции u = (u1, . . . , uN). Здесь Q ⊂ Rn — ограни-

ченная область с границей ∂Q ∈ C∞, n > 2; A(x,D, λ) и B(x,D, λ) —

матрицы порядков N ×N и mN ×N соответственно с элементами вида

Ajk(x,D, λ)uk(x) =
∑

β+|α|62m

ajkαβ(x)λβDαuk(x) (j, k = 1, . . . , N),

Bµk(x,D, λ)uk(x) =
∑

β+|α|6mµ

bµkαβ(x)λβDαuk(x)

(µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N),

ajkαβ, bµkαβ ∈ C∞(Rn) — комплекснозначные функции; f0 = (f01, . . . , f0N)

и f1 = (f11, . . . , f1,mN); m,mµ — целые числа, m > 1, mµ > 0.

Обозначим через A0
jk(x,D, λ) и B0

µk(x,D, λ) главные однородные ча-

сти операторов Ajk(x,D, λ) и Bµk(x,D, λ) соответственно, т. е.

A0
jk(x,D, λ) =

∑

β+|α|=2m

ajkαβ(x)λβDα,

B0
µk(x,D, λ) =

∑

β+|α|=mµ

bµkαβ(x)λβDα.

Рассмотрим соответствующие полиномы

A0
jk(x, ξ, λ) =

∑

β+|α|=2m

ajkαβ(x)λβξα,

B0
µk(x, ξ, λ) =

∑

β+|α|=mµ

bµkαβ(x)λβξα.

Пусть A0(x, ξ, λ) и B0(x, ξ, λ) — матрицы порядков N ×N и mN ×N

с элементами

A0
jk(x, ξ, λ) (j, k = 1, . . . , N),

B0
µk(x, ξ, λ) (µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N).
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Обозначим через θ замкнутый угол в C вида θ = {λ ∈ C : ϕ1 6
arg λ 6 ϕ2}.

Предположим, что операторы A(x,D, λ) и B(x,D, λ) удовлетворяют

следующим условиям.

Условие C.3. Полином detA0(x, ξ + τν, λ) переменной τ имеет ровно

mN корней

τ+
1 (x, ξ, ν, λ), . . . , τ+

mN(x, ξ, ν, λ)

с положительными мнимыми частями и mN с отрицательными мнимыми

частями для любых x ∈ Q, λ ∈ θ и ξ, ортогональных к ν в Rn, таких,

что |ξ|+ |λ| 6= 0, ν 6= 0.

Условие C.4. Строки матрицы

B0(x, ξ + τν, λ)A0(x, ξ + τν, λ)−1 detA0(x, ξ + τν, λ)

линейно независимы по модулю полинома
mN∏
µ=1

(
τ − τ+

µ (x, ξ, ν, λ)
)

для всех

x ∈ ∂Q, λ ∈ θ и ξ, ортогональных к ν, таких, что |ξ| + |λ| 6= 0, где ν —

единичный вектор внутренней нормали к ∂Q в точке x.

Будем говорить, что задача (C.16), (C.17) эллиптическая задача с

параметром в смысле Аграновича и Вишика, если выполняются усло-

вия C.3 и C.4 (см. [1]).

Замечание C.4. Если N = 1, то матрица A(x, D, λ) состоит из одного

элемента A(x,D, λ), а матрица B(x,D, λ) является столбцом

(B1(x,D, λ), . . . , Bm(x,D, λ))T ,
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где

A(x,D, λ) =
∑

β+|α|62m

aαβ(x)λβDα,

Bµ(x,D, λ) =
∑

β+|α|62m

bµαβ(x)λβDα (µ = 1, . . . , m),

aαβ, bµαβ ∈ C∞(Rn). Пусть A0(x,D, λ) и B0
µ(x,D, λ) — главные однород-

ные части A(x,D, λ) и Bµ(x,D, λ) соответственно. Тогда условие C.3

принимает вид: полином A0(x, ξ + τν, λ) переменной τ имеет ровно m

корней τ+
1 (x, ξ, ν, λ), . . . , τ+

m(x, ξ, ν, λ) с положительными мнимыми ча-

стями и m корней с отрицательными мнимыми частями для всех x ∈ Q,

λ ∈ θ и ξ, ортогональных к ν в Rn, таких, что |ξ| + |λ| 6= 0, ν 6= 0.

Условие C.4 имеет следующий вид: полиномы

B0
1(x, ξ + τν, λ), . . . , B0

m(x, ξ + τν, λ)

линейно независимы по модулю полинома
m∏

µ=1

(
τ − τ+

µ (x, ξ, ν, λ)
)

для всех

x ∈ ∂Q, λ ∈ θ и ξ, ортогональных к ν, таких, что |ξ| + |ν| 6= 0, где ν —

единичный вектор внутренней нормали к ∂Q в точке x.

В гильбертовых пространствах W s(Ω) (s > 0; Ω = Q, ∂Q), W s,N(Q) и

W l,N(Q, ∂Q) = W l,N(Q)×
mN∏
µ=1

W l+2m−mµ−1/2(∂Q)

мы введем эквивалентные нормы, зависящие от λ, следующим образом:

|||v|||W s(Ω) =
(
‖v‖2

W s(Ω) + |λ|2s‖v‖2
L2(Ω)

)1/2
, (C.18)

|||u|||W s,N (Q) =
(
‖u‖2

W s,N (Q) + |λ|2s‖u‖2
LN

2 (Q)

)1/2
, (C.19)

|||f |||W l,N (Q,∂Q) =

(
|||f0|||2W l,N (Q) +

mN∑
µ=1

|||f1µ|||2W l+2m−mµ−1/2(∂Q)

)1/2

, (C.20)
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где
u = (u1, . . . , uN), f = (f0, f1),

f0 = (f01, . . . , f0N), f1 = (f11, . . . , f1,mN),

l > max{0,mµ − 2m + 1}— целое число.

Введем линейный ограниченный оператор

L(λ) : W l+2m,N(Q) →W l,N(Q, ∂Q)

по формуле

L(λ)u = (A(x, D, λ)u,B(x,D, λ)u|∂Q).

Теорема C.8. Пусть выполняются условия C.3 и C.4. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения.

(a) Оператор

L(λ) : W l+2m,N(Q) →W l,N(Q, ∂Q)

фредгольмов и indL(λ) = 0 для всех λ ∈ C.

(b) Существует λ0 > 0 такое, что для λ ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ0}
оператор L(λ) имеет ограниченный обратный

L−1(λ) : W l,N(Q, ∂Q) → W l+2m,N(Q).

(c) Для любых u ∈ W l+2m,N(Q) и λ ∈ {λ ∈ θ : |λ| > λ0}

c1|||L(λ)u|||W l,N (Q,∂Q) 6 |||u|||W l+2m,N (Q) 6 c2|||L(λ)u|||W l,N (Q,∂Q), (C.21)

где c1, c2 > 0 не зависят от λ и u.

Изучим задачу Дирихле, предполагая, что N = 1. На операторы

A0(x,D, λ) и B0
µ(x,D, λ) накладываются следующие условия.

Условие C.5. Оператор

A0(x,D, λ)u(x) =
∑

|α|=2m

aα(x)Dαu(x) + λ2mu(x)
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есть дифференциальный оператор с вещественнозначными коэффициен-

тами aα ∈ C∞(Rn) такими, что
∑

|α|=2m

aα(x)ξα > 0 для 0 6= ξ ∈ Rn

и x ∈ Q.

Условие C.6. Операторы

B0
µ(x,D, λ)u(x) = (−i∂/∂ν)µ−1u(x) (µ = 1, . . . , m)

суть граничные операторы задачи Дирихле.

Очевидно, при выполнении условий C.5 и C.6 для любых

0 < ε < π/2m,

λ ∈ ωε = {λ ∈ C : | arg λ| 6 ε} ∪ {λ ∈ C : | arg λ− π| 6 ε}
операторы A0(x,D, λ) и B0

µ(x,D, λ) удовлетворяют условиям C.3 и C.4.

Поэтому имеет место следствие.

Следствие C.1. Пусть выполнены условия C.5 и C.6. Тогда справед-

ливы следующие утверждения.

(a) Оператор

L(λ) : W l+2m(Q) →W l(Q, ∂Q)

фредгольмов и indL(λ) = 0 для всех λ ∈ C.

(b) Для любого 0 < ε < π/2m существует q = q(ε) > 0 такое, что

для всех

λ ∈ ωε,q = {λ ∈ ωε : |λ| > qε}
оператор L(λ) имеет ограниченный обратный

L−1(λ) : W l(Q, ∂Q) → W l+2m(Q).

(c) Для всех u ∈ W l+2m(Q) и λ ∈ ωε,q справедлива априорная оцен-

ка (C.21).

221



Теорема C.8 и следствие C.1 вытекают из теорем 4.1, 5.1 и 5.2 в [1,

гл. 1].

Введем неограниченный оператор A : D(A) ⊂ W l(Q) → W l(Q) по

формуле

Au =
∑

|α|62m

aα(x)Dαu(x) (u ∈ D(A)),

D(A) = {u ∈ W l+2m(Q) : B0
µu|∂Q = 0, µ = 1, . . . , m}, где aα ∈ C∞(Rn) —

вещественнозначные функции, а операторы A0 и B0
µ удовлетворяют усло-

виям C.5 и C.6.

Из следствия C.1 и теорем A.12 и A.1 мы получаем следствие.

Следствие C.2. Пусть выполняются условия C.5 и C.6. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения.

(a) Оператор

A : D(A) ⊂ W l(Q) → W l(Q)

фредгольмов, и indA = 0.

(b) Спектр σ(A) дискретный, и для η 6∈ σ(A) резольвента R(η,A) :

W l(Q) → W l(Q) — компактный оператор.

(c) Для любого 0 < δ < π все точки спектра σ(A), за исклю-

чением, быть может, конечного их числа, принадлежат углу

комплексной плоскости | arg η| < δ.

Следствие C.2 вытекает из теоремы 23 и следствия 27 в [10, гл. 14,

§ 6].

Одномерный случай. Изучим систему обыкновенных дифференци-

альных уравнений с параметром

A(t,Dt, λ)u(t) = f0(t) (t ∈ (d1, d2)) (C.22)
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с краевыми условиями

Bρ(t,Dt, λ)u(t)|t=dρ
= fρ (ρ = 1, 2) (C.23)

относительно вектор-функции u = (u1, . . . , uN).

Здесь A(t,Dt, λ) и Bρ(t,Dt, λ) — матрицы порядков N ×N и mN ×N

соответственно с элементами

Ajk(t,Dt, λ)uk(t) =
∑

α+β62m

ajkαβ(t)λ
βDα

t uk(t) (j, k = 1, . . . , N),

Bρµk(t,Dt, λ)uk(t) =
∑

α+β6mρµ

bρµkαβ(t)λ
βDα

t uk(t)

(ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N),

ajkαβ, bρµkαβ ∈ C∞(R) — комплекснозначные функции; Dt = −i
d

dt
;

f0 = (f01, . . . , f0N), fρ = (fρ1, . . . , fρ,mN);

m,mρµ — целые, m > 1, mµ > 0.

Пусть A0
jk(t,Dt, λ) и B0

ρµk(t,Dt, λ) — главные однородные части опе-

раторов Ajk(t,Dt, λ) и Bρµk(t,Dt, λ) соответственно. Обозначим через

A0(t, τ, λ) и B0
ρ(t, τ, λ) матрицы порядков N ×N и mN ×N с элемента-

ми

A0
jk(t, τ, λ) (j, k = 1, . . . , N),

B0
ρµk(t, τ, λ) (ρ = 1, 2, µ = 1, . . . , mN, k = 1, . . . , N).

Предположим, что операторы A(t,Dt, λ) и Bρ(t,Dt, λ) удовлетворяют

следующим условиям.

Условие C.7. Существует ε, 0 < ε < π/2, такое, что полином

detA0(t, τ, λ)
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переменной τ имеет ровно mN корней τ+
1 (t, λ), . . . , τ+

mN(t, λ) с положи-

тельными мнимыми частями и mN корней с отрицательными мнимыми

частями для всех t ∈ [d1, d2] и 0 6= λ ∈ ωε.

Условие C.8. Строки матрицы

B0
ρ(t, τ, λ)A0(t, τ, λ)−1 detA0(t, τ, λ)

линейно независимы по модулю полинома
mN∏
µ=1

(
τ − τ+

µ (dρ, λ)
)

для всех

ρ = 1, 2 и 0 6= λ ∈ ωε.

Определим пространство вектор-функций

W k,N(d1, d2) =
N∏

j=1

W k(d1, d2)

с нормой

‖u‖W k,N (d1,d2) =

(
N∑

j=1

‖uj‖2
W k(d1,d2)

)1/2

,

где k > 0 — целое. Положим

W l,N [d1, d2] = W l,N(d1, d2)× CmN × CmN ,

где l > max{0,−2m + mρµ + 1}.
Для каждого λ ∈ C определим линейный ограниченный оператор

L(λ) : W l+2m,N(d1, d2) →W l,N [d1, d2]

по формуле

L(λ)u = {A(t,Dt, λ)u,Bρ(t,Dt, λ)u|t=dρ
}.
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Мы будем использовать нормы, зависящие от параметра λ 6= 0,

|||u|||W l,N (d1,d2) =

(∑

j

|||uj|||2W l(d1,d2)

)1/2

, (C.24)

|||uj|||W l(d1,d2) =
(
‖uj‖2

W l(d1,d2) + |λ|2l‖uj‖2
L2(d1,d2)

)1/2
, (C.25)

|||f |||W l,N [d1,d2] =

(
|||f0|||2W l,N (d1,d2) +

∑
ρ,µ

|λ|2(l+2m−mρµ−1/2)|fρµ|2
)1/2

,

(C.26)

где u = (u1, . . . , uN), f = {f0j, fρµ}. Для фиксированного λ 6= 0 эти

нормы эквивалентны нормам ‖u‖W l,N (d1,d2), ‖uj‖W l(d1,d2) и ‖f‖W l,N [d1,d2] со-

ответственно.

Замечание C.5. Пусть выполняются условия C.7 и C.8. Тогда анало-

гично теореме C.8 оператор L(λ) обладает следующими свойствами.

(a) Оператор L(λ) : W l+2m,N(d1, d2) → W l,N [d1, d2] фредгольмов и

indL(λ) = 0 для всех λ ∈ C.

(b) Существует λ0 > 0 такое, что для λ ∈ ωε,λ0
оператор L(λ) имеет

ограниченный обратный L−1(λ) : W l,N [d1, d2] → W l+2m,N(d1, d2).

(c) Для любых u ∈ W l+2m,N(d1, d2) и λ ∈ ωε,λ0

c1|||L(λ)u|||W l,N [d1,d2] 6 |||u|||W l+2m,N (d1,d2) 6 c2|||L(λ)u|||W l,N [d1,d2], (C.27)

где c1, c2 > 0 не зависят от λ и u.

Сделаем некоторые замечания, касающиеся обыкновенного дифферен-

циального уравнения с граничными условиями Дирихле.

Введем линейный ограниченный оператор L(λ) : W 2(0, d) →W [0, d] =

L2(0, d)× C× C по формуле L(λ)u =
(
Au + λ2u, u(0), u(d)

)
, где

Au = −a0(t)u
′′(t) + a1(t)u

′(t) + a2(t)u(t),
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ai ∈ C[0, d] — вещественнозначные функции (i = 0, 1, 2), a0(t) > k > 0

(t ∈ [0, d]), λ ∈ C.

Мы будем использовать нормы, зависящие от параметра λ,

|||u|||W 2(0,d) =
(
‖u‖2

W 2(0,d) + |λ|4‖u‖2
L2(0,d)

)1/2
,

|||f |||W[0,d] =
(
‖f0‖2

L2(0,d) + |λ|3(|f1|2 + |f2|2
))1/2

,

где f = (f0, f1, f2), λ 6= 0.

Замечание C.6. Замечание C.5 остается в силе для оператора L(λ) :

W 2(0, d) → W [0, d] с пространствами W 2(0, d) и W [0, d] вместо про-

странств W l+2m,N(d1, d2) и W l,N [d1, d2] соответственно.

Введем теперь неограниченный линейный оператор

A : D(A) ⊂ L2(0, d) → L2(0, d)

по формуле

Au = Au (u ∈ D(A)),

D(A) = {u ∈ W 2(0, d) : u(0) = u(d) = 0}.

Замечание C.7. Следствие C.2 остается справедливым для оператора

A : D(A) ⊂ L2(0, d) → L2(0, d)

с пространством L2(0, d) вместо W l(Q).
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ального уравнения с нелокаль-

ными краевыми условиями, 29

периодическое, 151, 152

периодическое в среднем, 153

системы дифференциальных

уравнений с нелокальными

краевыми условиями, 77

эллиптической задачи, 124

Cлед функции, 203

Cобственное значение, 183

Cпектр, 183

дискретный, 184
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непрерывный, 184

остаточный, 184

точечный, 184

Теорема

вложения Соболева, 204

о продолжении функций, 200

о следах, 203

Планшереля, 198

Уравнение

дифференциально-разностное, 54

сильно эллиптическое, 208

Условие

Лопатинского, 214

правильной эллиптично-

сти, 214

Форма

секториальная, 186

симметрическая, 186

сопряженная, 186

Фридрихсово расширение, 188

Функция

присоединенная, 181

собственная, 180, 183

Эллиптическая задача с пара-

метром в смысле Аграновича и

Вишика, 218

Ядро

оператора, 181

формы, 187

235


