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Введение

Актуальность темы

Настоящая диссертация посвящена следующим взаимосвязанным вопросам:

разрешимости и гладкости решений эллиптических уравнений с нелокальны-

ми краевыми условиями и существованию полугрупп Феллера, возникающих в

теории многомерных диффузионных процессов.

Обыкновенные дифференциальные уравнения с нелокальными условиями,

возникающими в гидродинамике, рассматривал еще А. Зоммерфельд [101]. Впо-

следствии одномерные нелокальные задачи изучали В. А. Ильин [29],

В. А. Ильин и Е. М. Моисеев [30], А. Крол [90], М. Пиконе [92], А. Л. Ску-

бачевский [99], Я. Д. Тамаркин [68], А. А. Шкаликов [69] и др.

В 1932 г. Т. Карлеман [76] рассмотрел задачу о нахождении голоморфной

функции в ограниченной области G, удовлетворяющей следующему условию:

значение неизвестной функции в точке y границы ∂G связано со значением

в каждой точке Ω(y), где Ω : ∂G → ∂G — гладкое невырожденное преобра-

зование, Ω(Ω(y)) = y, y ∈ ∂G. В работе [76] эта задача сводится к сингу-

лярному интегральному уравнению со сдвигом. С такой постановкой задачи

связаны дальнейшие исследования сингулярных интегральных уравнений со

сдвигом, отображающим границу области на себя и порождающим конечную

группу (подробную библиографию можно найти, например, в книге Н. И. Му-

схелишвили [44]), а также работы, в которых изучаются эллиптические урав-

нения, содержащие сдвиг области на себя (см. монографию А. Б. Антоневича и

А. В. Лебедева [71]). Эллиптические уравнения с абстрактными нелокальными

краевыми условиями изучались в работах Р. Билза [72], Ф. Браудера [73], М.

И. Вишика [7], М. Шехтера [95]. При этом на абстрактные операторы налага-

лись условия, гарантирующие выполнение неравенства коэрцитивности. В ряде

случаев накладывались ограничения на сопряженный оператор.

В 1969 г. А. В. Бицадзе и А. А. Самарский [5] рассмотрели принципиаль-
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но иную нелокальную эллиптическую задачу, возникающую в теории плазмы:

ищется гармоническая в ограниченной области G функция, удовлетворяющая

нелокальным условиям, связывающим значения искомой функции на многооб-

разии Γ1 ⊂ ∂G со значениями на некотором многообразии, лежащем внутри

области G; на множестве ∂G \ Γ1 ставится условие Дирихле. В случае прямо-

угольной области эта задача была решена в работе [5] сведением к интегрально-

му уравнению Фредгольма второго рода и применением принципа максимума.

В случае произвольной области и общих нелокальных условий задача была

сформулирована как нерешенная [54]. (Укажем также работу А. Крола [90], в

которой отмечена важность развития теории нелокальных краевых задач.)

Различные варианты и обобщения нелокальных задач, которые содержат

преобразования переменных, отображающие границу в замыкание области, рас-

сматривали А. В. Бицадзе [3,4], А. К. Гущин [25], А. К. Гущин и В. П. Михай-

лов [26,27], Н. В. Житарашу и С. Д. Эйдельман [28], В. А. Ильин и Е. И. Мои-

сеев [31], К. Ю. Кишкис [33,34], Б. П. Панеях [48], Я. А. Ройтберг и З. Г. Шеф-

тель [52, 53], А. П. Солдатов [66] и др.; при этом особое внимание уделялось

разрешимости нелокальных задач. Спектральные свойства нелокальных задач

в многомерном случае исследовались Е. И. Моисеевым [42, 43], М. А. Муста-

финым [45]. Отметим, что в цитированных работах изучается либо двумер-

ный случай, либо уравнения второго порядка, либо накладываются достаточно

жесткие условия на геометрию носителя нелокальных членов (например, пред-

полагается, что носитель нелокальных членов лежит внутри области или имеет

пересечение только с той частью границы, где задано «локальное» условие Ди-

рихле).

Основы теории линейных эллиптических уравнений порядка 2m с нелокаль-

ными краевыми условиями общего вида были заложены в работах А. Л. Ску-

бачевского и его учеников [35,49,50,56,58,59,61–63,65,97,99,100]: приведена

классификация по типу нелокальных условий, доказаны априорные оценки и

построены правый и левый регуляризаторы в пространствах Соболева или ве-

совых пространствах (в зависимости от типа нелокальных условий), а также

получена асимптотика решений вблизи точек сингулярности. Для ряда задач

изучены спектральные свойства и свойства индекса соответствующих операто-

ров. В частности, было показано, что свойства задачи существенным образом

зависят от геометрии носителя нелокальных членов. Проиллюстрируем возмож-

ные случаи на следующем примере.
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Пусть G ⊂ Rn (n > 2) — ограниченная область с границей ∂G = Γ1 ∪Γ2 ∪K,

где Γσ — открытые связные (в топологии ∂G) (n−1)-мерные многообразия клас-

са C∞, K = Γ1 ∩ Γ2 — (n− 2)-мерное связное многообразие без края класса C∞

(если n = 2, то K = {g1, g2}, где g1, g2 — концы кривых Γ1, Γ2). Пусть в окрест-

ности каждой точки g ∈ K область G диффеоморфна n-мерному двугранному

(плоскому, если n = 2) углу. Рассмотрим в области G нелокальную задачу

∆u = f0(y) (y ∈ G), (1)

u|Γσ − bσ(y)u(Ωσ(y))|Γσ = 0 (σ = 1, 2). (2)

Здесь bσ ∈ C∞(R2); Ωσ — бесконечно дифференцируемые невырожденные пре-

образования, отображающие некоторую окрестность Oσ многообразия Γσ на

множество Ωσ(Oσ) так, что Ωσ(Γσ) ⊂ G. Точки множества K назовем точками

сопряжения нелокальных краевых условий.

В работах А. Л. Скубачевского предложена следующая классификация:

1. Γ2 = ∅ и Ω1(Γ1) = Ω1(∂G) ⊂ G (рис. 1);

2. Γ2 6= ∅ и Ωσ(Γσ) ∩ K = ∅, σ = 1, 2 (рис. 2);

3. Γ2 6= ∅ и Ωσ(Γσ) ∩ K 6= ∅, σ = 1 или 2 (рис. 3).

Рис. 1. Область G с границей ∂G = Γ1.

Рис. 2: Ωσ(Γσ) ∩ K = ∅. Рис. 3: Ωσ(Γσ) ∩ K 6= ∅.
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Первый класс задач (а также его обобщения на случай абстрактных нело-

кальных операторов в краевых условиях) является наиболее изученным: свой-

ства нелокальной задачи во многом близки к свойствам соответствующей «ло-

кальной» задачи (когда bσ(y) ≡ 0). В частности, нелокальная задача фредголь-

мова в обычных пространствах Соболева и ее индекс равен индексу «лока-

лизованной» задачи, а соответствующая задача со спектральным параметром

однозначно разрешима при достаточно больших значениях параметра (см. [56,

58,99]). В случае когда спектр локальной задачи дискретный, нелокальная за-

дача также имеет дискретный спектр, а система ее корневых функций образует

базис Абеля в соответствующем пространстве Соболева (см. [49,50]).

Существенно более сложная ситуация имеет место для второго и третьего

классов. Для второго класса нелокальных задач кривая Ωσ(Γσ) может пере-

секаться (в том числе касаться) границы области, а в более общем случае

даже частично совпадать с границей. Для третьего класса задач считаем, что

подход носителя нелокальных членов в точках сопряжения к границе обла-

сти некасательный, что существенно для используемого в диссертации метода.

В работах [59, 100] показано, что в случае пересечения носителя нелокаль-

ных членов с границей области решения могут иметь степенные особенности

вблизи точек сопряжения краевых условий даже в случае бесконечно глад-

кой границы и бесконечно дифференцируемой правой части. Поэтому такие

задачи рассматривались ранее в специальных весовых пространствах, учиты-

вающих возможные особенности решений. Наиболее удобными при этом ока-

зались пространства В. А. Кондратьева, введенные им при исследовании «ло-

кальных» краевых задач в областях с угловыми или коническими точками.

В работах [35, 59, 62, 63] доказана фредгольмова разрешимость нелокальных

задач в пространствах В. А. Кондратьева, а в работе [97] показано, что если

носитель нелокальных членов не пересекается с точками сопряжения краевых

условий (рис. 2), то индекс нелокальной задачи равен индексу соответствующей

локальной; в противном случае (рис. 3) это, вообще говоря, уже неверно.

Отметим, что нелокальные эллиптические задачи с касательным подходом

кривой Ωσ(Γσ) к границе области в точках сопряжения краевых условий в от-

дельных случаях изучались в работах [4, 34] методами теории функций ком-

плексного переменного, однако общая теория нелокальных краевых задач в

этом случае не развита.

Независимо от упомянутых работ, нелокальные эллиптические задачи воз-
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никли в теории многомерных диффузионных процессов, описывающих с веро-

ятностной точки зрения поведение частицы в области G. В работах [78, 79]

В. Феллер показал, что всякому одномерному (n = 1) диффузионному процес-

су соответствует некоторая сильно непрерывная неотрицательная сжимающая

полугруппа в пространстве C(G) или некотором его подпространстве. Впослед-

ствии такие полугруппы получили название полугрупп Феллера. Кроме того,

В. Феллер получил необходимые и достаточные условия того, что обыкновен-

ный дифференциальный оператор второго порядка является генератором (инфи-

нитезимальным производящим оператором) указанной полугруппы. Получен-

ные им краевые условия, задающие область определения оператора, являются

нелокальными.

В многомерном случае (n > 2) общий вид генератора полугруппы Феллера

был получен А. Д. Вентцелем [6]. Им было доказано, что генератор полугруп-

пы Феллера есть эллиптический дифференциальный оператор второго порядка

(возможно, с вырождением), область определения которого состоит из непре-

рывных (один или два раза непрерывно дифференцируемых, в зависимости от

процесса) функций, удовлетворяющих нелокальным краевым условиям. Нело-

кальное слагаемое представляет собой интеграл от функции по замыканию

области относительно неотрицательной борелевской меры µ(y, dη), y ∈ ∂G.

В наиболее сложном случае, когда мера атомарна, нелокальные условия

могут принимать вид (2). Их вероятностный смысл таков: частица, попадая

в точку y ∈ Γσ, может через некоторое случайное время с вероятностью bσ

(0 6 bσ 6 1) оказаться в точке Ωσ(y) (такое поведение частицы называют

“скачком”), либо с вероятностью 1 − bσ поглотиться границей — в этом случае

процесс завершается.

В общем случае краевые условия содержат производные от неизвестной

функции до второго порядка включительно, что соответствует, помимо погло-

щения, отражению частицы от границы области, диффузии вдоль границы и

явлению вязкости.

Следующая задача остается при n > 2 нерешенной. Пусть задан эллип-

тический интегро-дифференциальный оператор, область определения которого

описывается нелокальными краевыми условиями общего вида [6]. Будет ли

такой оператор (или его замыкание) генератором полугруппы Феллера?

Различают два класса нелокальных краевых условий: трансверсальные и

нетрансверсальные. В трансверсальном случае порядок нелокальных членов
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меньше порядка локальных, тогда как в нетрансверсальном порядки совпадают.

Трансверсальный случай изучали K. Сато и Т. Уено [94], Дж. М. Бони, П. Ко-

редж и П. Приоре [75], С. Ватанабе [105], К. Таира [102–104], Й. Ишикава [89]

и многие другие. В работах А. Л. Скубачевского [60,64,98] был предложен ме-

тод изучения более сложного нетрансверсального случая. Этот метод основан

на использовавшейся ранее (см. [56, 59]) в теории нелокальных задач идее от-

деления нелокальных членов от локальных граничных операторов и теореме

Хилле—Иосиды. Впоследствии метод был развит в работах [9, 10,80,81].

Помимо приложений нелокальных эллиптических задач к теории плазмы

и теории диффузионных процессов, укажем на важные приложения, возни-

кающие в теории функционально-дифференциальных уравнений (см. моногра-

фию [99] и приведенную там библиографию), теории параболических задач с

нелокальными краевыми условиями (см. [96]), в авиационно-космической тех-

нике при моделировании многослойных пластин и оболочек [47,91,99], в зада-

чах терморегуляции при описании процессов в химических реакторах и систе-

мах климат-контроля (см. [24, 77]), а также в теории управления (см., напри-

мер, [70]). Кроме того, отметим монографию А. Бенсусана и Ж.-Л. Лионса [74],

где, в частности, рассматриваются эллиптические интегро-дифференциальные

операторы в связи с вопросами стохастической теории управления.

В последнее время развивается также теория нелокальных нелинейных урав-

нений и неравенств и ее приложения. В этой связи упомянем статью [41], в ко-

торой изучаются дифференциальные неравенства с нелокальными слагаемыми

(там же можно найти ссылки на работы других авторов).

Новизна результатов

До сих пор [59,62,63, 83] в общей теории эллиптических задач с нелокальны-

ми краевыми условиями предполагалось, что преобразования Ωσ вблизи точек

сопряжения краевых условий линейны, а именно представляют из себя компози-

цию операторов сдвига, поворота и гомотетии. В гл. I рассматривается задача с

нелинейными преобразованиями. Оказывается [14], такая задача не есть малое

или компактное возмущение соответствующей задачи с линейными преобразо-

ваниями. Однако в работе показано, что при переходе от линейных преобра-

зований переменных к нелинейным оператор задачи в весовых пространствах

В. А. Кондратьева остается фредгольмовым и его индекс не меняется. Для про-

стоты изложения мы считаем, что n = 2, однако соответствующие результаты
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переносятся и на случай n > 3 (см. [14]).

Ранее вопрос о фредгольмовости неограниченного нелокального оператора

в L2(G) в случае подхода носителя нелокальных членов к границе области

изучался лишь тогда, когда нелокальные условия заданы на сдвигах грани-

цы [57, 61], или же в случае нелокального возмущения задачи Дирихле для

уравнения второго порядка [25–27]. Разрешимость нелокальных эллиптиче-

ских задач в пространствах Соболева W l+2m(G) = W l+2m
2 (G) (где 2m — по-

рядок эллиптического уравнения, l > 0) прежде не исследовалась. Основная

трудность заключается в том, что решения нелокальной задачи могут иметь

степенные особенности вблизи некоторых точек и, вообще говоря, не принад-

лежат «нужному» пространству Соболева. Соответствующие вопросы изучены

в гл. II–IV. Показано, что фредгольмова разрешимость ограниченного операто-

ра в пространствах Соболева W l+2m(G) определяется расположением собствен-

ных значений некоторой вспомогательной оператор-функции L̃(λ) (зависящих

от комплексного параметра λ), структурой жордановых цепочек, отвечающих

этим собственным значениям, а также выполнением определенных алгебраи-

ческих соотношений между эллиптическим оператором и операторами в нело-

кальных краевых условиях. Изучены нелокальные краевые условия как с нуле-

вой правой частью, так и с произвольной. Неограниченный оператор в L2(G),

заданный на обобщенных решениях нелокальной задачи (функциях из W `(G),

0 6 ` 6 2m−1), оказывается фредгольмовым вне зависимости от расположения

собственных значений оператор-функции L̃(λ). При помощи понятия раствора

между неограниченными операторами (см. [32]) исследована устойчивость ин-

декса нелокальных операторов в L2(G) при возмущении эллиптического урав-

нения младшими членами и краевых условий нелокальными операторами.

В работе [36] рассматривался вопрос о гладкости вблизи угловой или ко-

нической точки обобщенных решений из пространства Соболева Wm(G) эл-

липтического уравнения порядка 2m c условием Дирихле на границе. В част-

ности, было доказано, что решения можно сделать сколь угодно гладкими за

счет уменьшения раствора угла. Принципиально иная ситуация имеет место

в случае нелокальных краевых условий. В [59, 100] показано, что гладкость

обобщенных решений может нарушаться вблизи гладкой границы или верши-

ны малого угла. С другой стороны, наличие нелокальных членов с достаточно

большими по модулю коэффициентами может обеспечить гладкость обобщен-

ных решений вблизи вершины угла, большего π. В гл. V изучена гладкость
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обобщенных решений из W `(G), 0 6 ` 6 2m − 1, эллиптических уравнений

порядка 2m; рассматриваются нелокальные краевые условия как с нулевой, так

и с произвольной правой частью.

Вопрос о существовании полугрупп Феллера в нетрансверсальном случае

рассматривался в работах [60,98] при условии, что коэффициенты нелокальных

операторов убывают при стремлении аргумента к границе области. В [10, 81]

изучены краевые условия в случае, когда коэффициенты при нелокальных чле-

нах вблизи точек сопряжения краевых условий меньше единицы. Показано, что

нелокальную задачу (после сведения на границу) можно рассматривать в опре-

деленном смысле как возмущение «локальной» задачи Дирихле. Предельный

случай, когда коэффициенты при нелокальных членах равны единице, до сих

пор оставался неизученным (больше единицы коэффициенты быть не могут [6]).

В гл. VI исследованы нетрансверсальные нелокальные условия, допускающие

этот предельный случай. Получены достаточные условия на борелевскую ме-

ру µ(y, dη) (носитель которой содержится в замыкании области), гарантиру-

ющие, что соответствующий нелокальный оператор будет генератором полу-

группы Феллера. При этом изучены как ограниченные, так и неограниченные

возмущения эллиптического оператора.

Структура диссертации

Диссертация состоит из введения, шести глав и списка литературы. Главы со-

держат параграфы, которые имеют сплошную нумерацию (всего — 26 парагра-

фов). Параграфы, в свою очередь, разделены на пункты. Нумерация пунктов

двойная: первое число означает номера параграфа, второе — номер пункта внут-

ри параграфа. Во введении нумерация формул одинарная. В гл. I–VI нумерация

формул, теорем, лемм и т. д. двойная; например, первое число номера формулы

означает номер параграфа, второе — номер формулы внутри параграфа.

Обозначим

K = {y ∈ R2 : r > 0, ω1 < ω < ω2}, γσ = {y ∈ R2 : r > 0, ω = ωσ}, σ = 1, 2,

где ω, r — полярные координаты точки y, ω1 < 0 < ω2 и ω2 − ω1 < 2π.

Через Oε(0) обозначим ε-окрестность начала координат. Введем множества

Kε = K ∩ Oε(0), γε
σ = γσ ∩ Oε(0), σ = 1, 2.

Пусть G ⊂ R2 ограниченная область с границей ∂G, содержащей начало
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координат. Считаем, что G ∩ Oε(0) = Kε для некоторого ε > 0, а в окрестности

каждой точки y ∈ ∂G \ {0} граница области G бесконечно гладкая.

В гл. I–V рассматривается нелокальная краевая задача

P(y,D)u = f0(y) (y ∈ G), (3)

Bµu ≡ B0
µu + B1

µu + B2
µu = fµ(y) (y ∈ ∂G \ {0}; µ = 1, . . . , m), (4)

где P(y, D) — собственно эллиптический в G оператор порядка 2m с гладкими

комплекснозначными коэффициентами;

B0
µu = Bµ0(y, D)u(y)|∂G\{0}, B1

µu =

{
(Bµ1(y, D)u)(Ωσ(y))|γε

σ
, y ∈ γε

σ, σ = 1, 2,

0, y ∈ ∂G \ Oε(0);

Bµ0(y, D), Bµ1(y, D) — дифференциальные операторы порядка mµ с гладкими на

∂G \ {0} комплекснозначными коэффициентами (при стремлении y ∈ ∂G к

началу координат коэффициенты и все их производные имеют, вообще гово-

ря, лишь односторонние пределы); коэффициенты операторов Bµ1(y,D) имеют

носитель, сосредоточенный в некоторой достаточно малой окрестности нача-

ла координат; Ωσ — заданные в некоторой окрестности γε
σ диффеоморфизмы

такие, что Ωσ(γε
σ) ⊂ G, Ωσ(0) = 0 и кривые Ωσ(γε

σ) имеют некасательный

подход к границе ∂G в начале координат; B2
µu = B̃2

µ

(
u|G\Oκ1 (0)

)
(κ1 > 0) —

абстрактные нелокальные операторы, отвечающие нелокальным членам с носи-

телем вне κ1-окрестности начала координат; при y ∈ ∂G система операторов

{Bµ0(y, D)}m
µ=1 удовлетворяет условию накрытия (условию Лопатинского) по

отношению к оператору P(y,D) (в начале координат значения коэффициентов

операторов Bµ0(y, D) понимаются в смысле односторонних пределов).

Примером оператора B2
µ может служить оператор

B2
1u(y) = b(y)u(Ω(y))|∂G\{0}, (5)

где b ∈ C∞(R2) и сужения преобразования Ω на ∂G \ {0} и γε
σ (σ = 1, 2)

являются гладкими невырожденными преобразованиями, причем Ω(∂G\{0}) ⊂
G и Ω(∂G \ {0}) ⊂ G \ Oκ1(0).

Для любого l > 0 и любого a ∈ R обозначим через H l
a(G) пополнение

множества бесконечно дифференцируемых в G функций с носителем в G \ {0}
по норме

‖u‖Hl
a(G) =


∑

|α|6l

∫

G

ρ2(a−l+|α|)|Dαu|2dy




1/2

,
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где ρ = ρ(y) = dist(y, {0}). Для l > 1 обозначим через H
l−1/2
a (∂G \ {0}) про-

странство следов на ∂G \ {0} с нормой

‖ψ‖
H

l−1/2
a (∂G\{0}) = inf ‖u‖Hl

a(G) (u ∈ H l
a(G) : u|∂G\{0} = ψ).

Положим

Hl
a(G, ∂G) = H l

a(G)×
m∏

µ=1

H l+2m−mµ−1/2
a (∂G \ {0}),

где a ∈ R и l > 0 — целое число такое, что l + 2m−mµ > 1.

В гл. I исследуется фредгольмовость оператора

L = {P(y, D), Bµ} : H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G),

а также устойчивость его индекса при замене преобразований Ωσ на Ω̂σ, имею-

щих ту же линейную часть вблизи начала координат, что и Ωσ.

В § 1 доказаны вспомогательные результаты из теории линейных операторов,

а также даны определения функциональных пространств.

В § 2 рассматривается постановка нелокальной задачи (3), (4) в весовых про-

странствах в ограниченной области, а также модельной задачи в плоском угле.

Там же вводится модельный оператор L̃(λ) : W l+2m(ω1, ω2) → W l(ω1, ω2) × C2m

(λ ∈ C), который соответствует нелокальной задаче вблизи начала коорди-

нат, записанной в полярных координатах ω, r (с последующим преобразованием

Меллина r 7→ λ). Спектральные свойства оператора L̃(λ) играют принципиаль-

ную роль при изучении разрешимости и гладкости решений задачи (3), (4).

В § 3 изучаются свойства нелокальных операторов с нелинейными преобра-

зованиями вблизи начала координат.

В § 4 доказана априорная оценка решений задачи (3), (4) и построен правый

регуляризатор в весовых пространствах при условии, что прямая Im λ = a+1−
l − 2m не содержит собственных значений оператора L̃(λ). Отсюда следует

фредгольмовость оператора

L = {P(y, D), Bµ} : H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G).

В этом же параграфе доказано, что индекс оператора L определяется линейной

частью преобразований Ωσ.

Главы II–VI посвящены свойствам решений задачи (3), (4): в гл. II и III

изучаются сильные решения из пространств Соболева, в гл. IV и V — обобщен-

ные решения из пространств Соболева, а в гл. VI — решения в пространствах
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непрерывных функций. Соответствующие результаты базируются на разреши-

мости этой же задачи в весовых пространствах. Учитывая результаты гл. I,

мы ограничимся далее рассмотрением преобразований Ωσ, линейных вблизи

начала координат. Теоремы гл. II–VI доказаны для общего случая, когда на

границе ∂G имеется конечное число угловых точек, которые делят ∂G на ко-

нечное число частей, причем на каждой из частей задано свое краевое условие,

содержащее, вообще говоря, несколько нелокальных слагаемых. Однако для на-

глядности ограничимся во введении рассмотрением задачи (3), (4) в описанной

выше области G.

В гл. II изучаются модельные нелокальные задачи в плоских углах.

В § 5 вводятся функциональные пространства.

В § 6 рассматривается постановка нелокальной задачи (3), (4) в ограни-

ченной области, а также модельных задач в плоских углах в пространствах

Соболева. Операторы модельных задач в плоских углах заданы формулами

Lu = {P(y,D)u, Bσµ(y, D)u}, Lv = {P(D)v, Bσµ(D)v},

где
Bσµ(y, D)u = Bµ0(y, D)u|γε

σ
+ (Bµ1(y, D)u)(Ωσ(y))|γε

σ
,

Bσµ(D)v = Bµ0(D)v|γε
σ

+ (Bµ1(D)v)(Ωσ(y))|γε
σ
,

Bµ0(D) и Bµ1(D) — главные однородные части операторов Bµ0(0, D) и Bµ1(0, D).

Изучаемые в этой главе свойства операторов L и L в пространствах Собо-

лева играют существенную роль при исследовании разрешимости и гладкости

обобщенных решений нелокальных задач в ограниченной области.

В § 7 строятся «решения» модельных задач в пространствах Соболева с

точностью до функций, имеющих ноль определенного порядка в начале коор-

динат. Рассматриваются две ситуации: когда прямая Im λ = a + 1 − l − 2m

не содержит собственных значений оператора L̃(λ) и когда содержит только

правильное собственное значение (т. е. такое собственное значение λ0, для ко-

торого не существует присоединенных векторов, а для любого собственного

вектора ϕ(ω) функция riλ0ϕ(ω), будучи записанной в декартовых координатах

y, есть полином). Во втором случае на правые части уравнения и нелокальных

краевых условий накладываются (интегральные) условия согласования в начале

координат. Условия согласования возникают за счет того, что операторами зада-

чи оказываются связанными определенными алгебраическими соотношениями.

(Точнее, алгебраические соотношения возникают между операторами D
|α|
y P(D),

|α| = l− 1, и D
l+2m−mµ−1
τσ Bσµ(D), где τσ — единичный вектор, параллельный γε

σ.)
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Глава III посвящена разрешимости задачи (3), (4) в плоской ограниченной

области в пространствах Соболева.

Будем говорить, что функция ψ принадлежит W l−1/2(∂G \ {0}), l > 1, ес-

ли ψ ∈ W l−1/2(∂G \ Oδ(0)) при всех δ > 0 и ее сужение на γε
σ принадлежит

W l−1/2(γε
σ). Предполагается, что операторы B2

µ действуют ограниченным обра-

зом из пространства W l+2m(G \ Oκ1(0)) в пространство W l+2m−mµ−1/2(∂G \ {0})
(ср. (5)). Напомним, что при стремлении y ∈ ∂G к началу координат коэффи-

циенты операторов Bµ0(y,D) и Bµ1(y, D) и все их производные имеют, вообще

говоря, лишь односторонние пределы; поэтому рассматриваются следовые про-

странства, заданные на множестве ∂G \ {0}.
Обозначим

W l(G, ∂G) = W l(G)×
m∏

µ=1

W l+2m−mµ−1/2(∂G \ {0}),

где l > 0 — целое число такое, что l + 2m−mµ > 1.

В § 8 доказывается, что ограниченный оператор

L = {P(y, D), Bµ} : W l+2m(G) →W l(G, ∂G)

фредгольмов тогда и только тогда, когда на прямой Im λ = 1 − l − 2m нет

собственных значений оператора L̃(λ).

В § 9 рассматривается оператор

La = {P(y,D), Bµ} : H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G) uRl
a(G, ∂G),

действующий в весовых пространствах с малым показателем веса a > 0. Здесь

Rl
a(G, ∂G) — некоторое конечномерное пространство функций, имеющих осо-

бенность в начале координат. Оно возникает за счет того, что при a 6 l +

2m − 1 включение u ∈ H l+2m
a (G), вообще говоря, не влечет включение Lau ∈

Hl
a(G, ∂G). Действительно, можно подобрать такую функцию u ∈ H l+2m

a (G), для

которой будут нарушены условия согласования, т. е. B2
µu будет принадлежать

W l+2m−mµ−1/2(∂G \ {0}), но не будет принадлежать H
l+2m−mµ−1/2
a (∂G).

Доказывается, что если на прямой Im λ = a + 1 − l − 2m нет собственных

значений оператора L̃(λ), то оператор La фредгольмов. Отсюда, в частности,

следует, что если правая часть задачи (3), (4) принадлежит Hl
a(G, ∂G) и удо-

влетворяет конечному числу условий ортогональности, то существует решение

u ∈ H l+2m
a (G).
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В § 10 рассматривается случай, когда на прямой Im λ = 1− l − 2m имеется

только правильное собственное значение оператора L̃(λ). В этом случае в силу

результатов § 8 оператор L : W l+2m(G) →W l(G, ∂G) не фредгольмов (его образ

незамкнут). Поэтому задаче (3), (4) ставится в соответствие другой оператор

L̂ = {P(y,D), Bµ} : W l+2m(G) → Ŝ l(G, ∂G) uRl(G, ∂G).

Здесь Ŝ l(G, ∂G) — множество правых частей задачи (3), (4) из пространства

Соболева W l(G, ∂G), удовлетворяющих интегральным условиям согласования

вблизи начала координат (ср. § 7), а Rl(G, ∂G) — некоторое конечномерное под-

пространство в W l(G, ∂G). Доказывается, что оператор L̂ фредгольмов.

Фредгольмовость нелокальных операторов в §§ 8–10 доказывается по еди-

ной схеме. Конечномерность ядра вытекает из конечномерности ядра задачи (3),

(4) в «подходящих» весовых пространствах. Для того чтобы показать конечно-

мерность образа, при помощи результатов гл. II строится правый регуляризатор.

При помощи результатов § 10, в § 11 показано, что если прямая Im λ =

1− l− 2m содержит только правильное собственное значение, то задача с одно-

родными краевыми условиями (в отличие от задачи с неоднородными краевыми

условиями) может оказаться фредгольмовой. Улучшение свойств задачи проис-

ходит за счет того, что условия согласования могут оказаться выполненными

для любого вектора правых частей задачи, который имеет нулевую компоненту,

отвечающую правой части краевых условий.

В § 12 приведены примеры, иллюстрирующие общие теоремы гл. III. На

примерах, в частности, можно наблюдать следующие эффекты.

1. Даже в случае бесконечно гладкой границы нелокальная задача может не

быть фредгольмовой в пространствах Соболева при сколь угодно малых

коэффициентах в нелокальных членах. С другой стороны, при достаточно

больших коэффициентах задача становится фредгольмовой.

2. Фредгольмова разрешимость нелокальной задачи в пространствах Собо-

лева W l+2m(G) зависит от показателя l. Например, задача может быть

фредгольмовой при четных l и иметь незамкнутый образ при нечетных l.

По сути, эти эффекты обусловлены тем, что при изменении коэффициентов

в нелокальных членах и показателя l в пространстве Соболева W l+2m(G) ме-

няется взаимное расположение собственных значений оператора L̃(λ) и прямой

Im λ = 1 − l − 2m, структура жордановых цепочек, отвечающих собственным
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значениям, а также структура алгебраических соотношений между операторами

D
|α|
y P(D) (|α| = l − 1) и D

l+2m−mµ−1
τσ Bσµ(D).

В гл. IV изучаются обобщенные решения задачи (3), (4).

Зафиксируем целое ` такое, что 0 6 ` 6 2m − 1. В § 13 определяется обоб-
щенное решение задачи (3), (4) как функция, принадлежащая W `(G)∩W 2m(G\
Oδ(0)) при всех δ > 0 и удовлетворяющая уравнению (3) почти всюду и крае-

вым условиям (4) в смысле следов. Таким образом, обобщенное решение может

иметь особенность вблизи начала координат — точки сопряжения нелокальных

условий.

В § 14 доказывается фредгольмова разрешимость неограниченного оператора

P : D(P) ⊂ L2(G) → L2(G), действующего по формуле

Pu = P(y,D)u,

u ∈ D(P) = {u ∈ W `(G)∩W 2m(G \ Oδ(0)) ∀δ > 0 :

Bµu = 0, P(y, D)u ∈ L2(G)}.
В § 15 установлено, что индекс оператора P : D(P) ⊂ L2(G) → L2(G) не ме-

няется при добавлении младших членов в эллиптическом уравнении, а в § 16

доказана устойчивость индекса при добавлении в краевые условия нелокальных

членов с коэффициентами, имеющими ноль определенного порядка в начале ко-

ординат. В обоих случаях основная трудность заключается в том, что при воз-

мущении оператора P меняется его область определения. Для доказательства

устойчивости индекса используется понятие раствора между неограниченны-

ми операторами (см. [32]) и сведение к операторам, действующим в весовых

пространствах.

В § 17 показано, что при добавлении в краевые условия нелокальных членов

со сколь угодно малыми коэффициентами, не равными нулю в начале коорди-

нат, индекс оператора P может меняться. Там же приведены примеры операто-

ра P, спектр которого занимает всю комплексную плоскость.

Глава V посвящена гладкости обобщенных решений u ∈ W `(G) задачи (3),

(4) при условии, что f0 ∈ L2(G), fµ ∈ W 2m−mµ−1/2(∂G \ {0}).
Обозначим через Λ множество всех собственных значений оператора L̃(λ),

лежащих в полосе 1−2m < Im λ < 1− ` (в частности, множество Λ может быть

пусто).

В § 18 предполагается, что выполнено следующее условие.

Условие 1. На прямой Im λ = 1 − 2m нет собственных значений оператора
L̃(λ), а все собственные значения из множества Λ правильные.
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Получены достаточные условия того, что любое обобщенное решение зада-

чи (3), (4) принадлежит W 2m(G). Эти условия сформулированы в терминах соб-

ственных векторов, соответствующих собственным значениям из множества Λ.

Назовем эти условия «условиями на структуру собственных векторов».

В § 19 исследуется так называемый пограничный случай, а именно предпо-

лагается, что выполнено следующее условие.

Условие 2. На прямой Im λ = 1 − 2m имеется единственное собственное
значение оператора L̃(λ), и оно правильное; все собственные значения из
множества Λ также правильные.

Наряду с «условиями на структуру собственных векторов» получены (ин-

тегральные) условия согласования, которым должны удовлетворять правые ча-

сти fµ и операторы B0
µ, B1

µ и B2
µ для того, чтобы любое обобщенное решение

задачи (3), (4) принадлежало W 2m(G). В §§ 18 и 19 рассматриваются краевые

условия как с нулевой правой частью, так и с произвольной.

В § 20 изучаются нелокальные краевые условия специального вида, для

которых «условия на структуру собственных векторов» не влияют на гладкость

обобщенных решений задачи (3), (4).

В § 21 рассмотрены случаи, когда гладкость обобщенных решений может

нарушаться. Показано, что как условия 1 и 2, так и «условия на структуру

собственных векторов» являются в общем случае существенными.

В § 22 приведен пример, иллюстрирующий результаты §§ 18–21.

В гл. VI изучается вопрос о существовании полугрупп Феллера, возникаю-

щих в теории многомерных диффузионных процессов при описании движения

частицы в области с вероятностной точки зрения. Рассмотрим эллиптический

дифференциальный оператор P(y,D) второго порядка с гладкими веществен-

нозначными коэффициентами, такой, что P(y, D)1 6 0, y ∈ G. Область опреде-

ления оператора P(y, D) задается нелокальными краевыми условиями нетранс-
версального типа (ср. (4))

u(y)− bσ(y)u(Ωσ(y))−
∫

G

u(η)β(y, dη) = 0, y ∈ γε
σ, σ = 1, 2,

u(y)−
∫

G

u(η)β(y, dη) = 0, y ∈ ∂G \ Oε(0),

u(0) = 0.

(6)
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Здесь bσ ∈ C∞(R2) — вещественнозначные функции такие, что supp bσ ⊂ Oε(0)

и 0 6 bσ(y) 6 1, а β(y, ·) — неотрицательная борелевская мера.

Нелокальные условия (6) можно также записать в виде

u(y)−
∫

G

u(η)µ(y, dη) = 0, y ∈ ∂G. (7)

Здесь µ(0, ·) = 0 и µ(y, ·) = δ(y, ·) + β(y, ·) при y ∈ ∂G \ {0}, причем δ(y, ·) —

неотрицательная атомарная мера, заданная следующим образом:

δ(y, Q) =

{
bσ(y)χQ(Ωσ(y)), y ∈ γε

σ, σ = 1, 2,

0, y ∈ ∂G \ Oε(0),

где Q — произвольное борелевское множество, χQ — характеристическая функ-

ция множества Q. Нелокальное условия (7) есть частный случай краевого усло-

вия, полученного в работе [6].

В § 23 доказаны теоремы об однозначной разрешимости в пространстве

непрерывных функций эллиптического уравнения

P(y,D)u− qu = f0(y) (y ∈ G, q > 0)

с нелокальными краевыми условиями (6) в случае, когда β(y, ·) ≡ 0. Исследова-

ние разрешимости нелокальных задач в пространствах непрерывных функций

основано на теоремах об однозначной разрешимости в весовых пространствах

(см. [23]) и результатах об асимптотике решений нелокальных задач (см. [13]).

При помощи результатов § 23 и теоремы Хилле—Иосиды в §§ 24 и 25 полу-

чены достаточные условия на меру µ(y, ·) в терминах геометрической структуры

носителя меры, гарантирующие существование полугруппы Феллера, соответ-

ствующей нелокальным краевым условиям (6). Предполагается, что µ(y, ·) =

δ(y, ·) + β(y, ·) (см. выше), причем мера β(y, ·) представима в виде суммы трех

неотрицательных борелевских мер: первая имеет носитель, отделенный от на-

чала координат, вторая обладает некоторым свойством малости, а третья по-

рождает в соответствующих пространствах компактный оператор.

Отметим, что в работах [10,81] предполагались выполненными условия 0 6
bσ(0) < 1 или 0 6 bσ(0) < 1/2, σ = 1, 2 (в зависимости от структуры меры

β(y, ·)). В настоящей работе предполагается, что 0 6 bσ(0) 6 1, σ = 1, 2, и

b1(0) + b2(0) < 2. (8)
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В § 24 получены условия на меру β(y, ·), при которых неограниченный опе-

ратор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G), заданный формулой

PBu = P(y,D)u + P1u,

u ∈ D(PB) = {u ∈ CB(G) : P(y,D)u + P1u ∈ CB(G)},
(9)

является генератором полугруппы Феллера. Здесь CB(G) — множество непре-

рывных в G функций, удовлетворяющих нелокальным условиям (6); P1 — огра-
ниченный в C(G) оператор такой, что если функция u ∈ C(G) достигает в точке

y0 ∈ G положительного максимума, то P1u(y0) 6 0. Оператор P1 представляет

собой обобщение ограниченного интегрального оператора вида

P1u(y) =

∫

G

[u(η)− u(y)]m(y, dη), y ∈ G,

где m(y, ·) — неотрицательная борелевская мера на G.

В § 25 исследован случай неограниченного в C(G) оператора P1, обобща-

ющего интегральный оператор вида (ср. [74,81,82, 103])

P1u(y) =

∫

F

[u(y + z(y, η))− u(y)− (∇u(y), z(y, η))]m(y, η)π(dη), y ∈ G,

где F — пространство с σ-алгеброй F и борелевской мерой π, вектор-функция

z(y, η) и скалярная функция m(y, η) ограничены и π-измеримы по η, m(y, η) > 0,

y + z(y, η) ∈ G для всех y ∈ G, η ∈ F . При этом оператор PB : D(PB) ⊂
CB(G) → CB(G) вида (9), вообще говоря, уже незамкнут. Получены условия на

меру β(y, ·), при которых замыкание оператора PB есть генератор полугруппы

Феллера.

В § 26 построены примеры, в которых нарушаются некоторые из указанных

выше условий на коэффициенты в нелокальных условиях, структуру преобра-

зований переменных или на борелевскую меру β(y, ·). Показано, что замыкание

соответствующего оператора PB не является генератором полугруппы Феллера.

Для этого доказывается, что образ оператора PB−qI не совпадает с CB(G) при

некотором q > 0, и применяется теорема Хилле—Иосиды.

В частности, построен пример, когда в начале координат задано условие

Дирихле, а в некоторой его проколотой окрестности b1(y) = b2(y) = 1, т. е.

нарушено условие (8). C вероятностной точки зрения это означает следующее:

начало координат есть точка завершения процесса, однако из сколь угодно

малой его окрестности происходят скачки с вероятностью 1.
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В работе рассматривается двумерный случай, однако отметим, что резуль-

таты гл. I о разрешимости нелокальных задач в весовых пространствах В. А.

Кондратьева справедливы и в Rn при n > 3, когда граница области содержит

особенности типа ребер. Также на n-мерный случай могут быть перенесены

некоторые результаты, касающиеся гладкости обобщенных решений, подобно

тому, как это сделано в работах В. А. Кондратьева (см., например, [37]). Для

обобщения на n-мерный случай результатов о существовании полугрупп Фел-

лера необходимо дальнейшее развитие теории нелокальных эллиптических за-

дач: изучение асимптотики решений вблизи особенностей границы типа ребер,

а также разрешимости в весовых пространствах и пространствах Соболева на

основе Lp(G), p > 2, и в пространствах Гельдера.
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Глава I

Нелокальные эллиптические
задачи с нелинейными

преобразованиями переменных

1. Некоторые определения и результаты
из теории линейных операторов.
Функциональные пространства

1.1. Некоторые определения и результаты
из теории линейных операторов

В этом параграфе мы дадим некоторые определения из теории линейных опера-

торов, а также докажем две леммы, которые будут использованы в настоящей

работе.

Пусть H1 и H2 — гильбертовы пространства, и пусть P : D(P) ⊂ H1 → H2 —

линейный (вообще говоря, неограниченный) оператор, где D(P) обозначает об-

ласть определения оператора P.

Определение 1.1. Оператор P называется фредгольмовым, если он замкнут,

имеет замкнутый образ и размерность его ядра kerP и коразмерность обра-

за R(P) конечны. Число indP = dim kerP− codimR(P) называется индексом
фредгольмова оператора P.

Пусть A : D(A) ⊂ H1 → H2 — линейный оператор.

Определение 1.2 (см. [32, 38]). Оператор A называется компактным отно-
сительно P или просто P-компактным, если D(P) ⊂ D(A) и для любой
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последовательности un ∈ D(P) такой, что {un} и {Pun} ограничены, после-

довательность {Aun} содержит сходящуюся подпоследовательность.

Введем понятие раствора между линейными операторами. Пусть S : D(S) ⊂
H1 → H2 — линейный оператор. В пространстве H1 ×H2 зададим норму

‖(u, f)‖ =
(‖u‖2

H1
+ ‖f‖2

H2

)1/2 ∀(u, f) ∈ H1 ×H2.

Обозначим δ(P,S) = sup
u∈D(P):‖(u,Pu)‖=1

dist
(
(u,Pu), GrS

)
, где GrS — график

оператора S.

Определение 1.3 (см. [32]). Число δ̂(P,S) = max{δ(P,S), δ(S,P)} называется

раствором между операторами P и S.

Раствор между операторами позволяет оценивать «близость» двух неограни-

ченных операторов, имеющих, вообще говоря, различные области определения

(см. [32]).

Докажем следующие два вспомогательных результата.

Лемма 1.1. Пусть H, H1, и H2 — гильбертовы пространства, A : H → H1 —
линейный ограниченный оператор, T : H → H2 — компактный оператор.
Предположим, что для некоторых δ, c > 0 и f ∈ H выполнено неравенство

‖Af‖H1 6 δ‖f‖H + c‖Tf‖H2 . (1.1)

Тогда существуют такие операторы M,F : H → H1, что

A = M + F,

‖M‖ 6 2δ и оператор F конечномерный.

Доказательство. Как известно (см., например, [51, гл. 5, § 85]), всякий ком-

пактный оператор есть предел в операторной норме последовательности конеч-

номерных операторов. Следовательно, существуют такие операторы M0,F0 :

H → H2, что T = M0 +F0, ‖M0‖ 6 c−1δ и оператор F0 конечномерный. Отсюда

и из (1.1) вытекает

‖Af‖H1 6 2δ‖f‖H + c‖F0f‖H2 ∀f ∈ H. (1.2)

Обозначим через ker (F0)
⊥ ортогональное дополнение в H к ядру оператора F0.

Так как конечномерный оператор F0 отображает ker (F0)
⊥ на свой образ взаим-

но однозначно, то подпространство ker (F0)
⊥ конечномерно. Обозначим через I
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единичный оператор в H, а через P0 оператор ортогонального проектирования

на ker (F0)
⊥. Очевидно, AP0 : H → H1 — конечномерный оператор. Кроме того,

поскольку I−P0 — оператор ортогонального проектирования на ker (F0), имеем

F0(I−P0) = 0. Следовательно, подставляя в (1.2) функцию (I−P0)f вместо f ,

получим

‖A(I−P0)f‖H1 6 2δ‖(I−P0)f‖H 6 2δ‖f‖H ∀f ∈ H.

Обозначая M = A(I−P0) и F = AP0, завершаем доказательство.

Лемма 1.2. Пусть H — гильбертово пространство и I — единичный оператор
в пространстве H. Пусть Mδ и Sδ = Uδ + Fδ, δ > 0, — такие семейства
ограниченных в пространстве H операторов, что

‖Mδ‖ 6 c1δ, ‖Uδ‖ 6 c2, (1.3)

где c1, c2 > 0 не зависят от δ, и операторы Fδ и S2
δ компактны. Тогда

операторы
Lδ = I + Mδ + Sδ

фредгольмовы при любых достаточно малых δ > 0.

Доказательство. Для доказательства леммы построим правый и левый регу-

ляризаторы для оператора Lδ. Имеем

Lδ(I− (Mδ + Sδ)) = I−M2
δ −MδSδ − SδMδ − S2

δ =

= (I−M2
δ −MδUδ −UδMδ)− (MδFδ + FδMδ + S2

δ).

Из (1.3) следует, что

‖M2
δ + MδUδ + UδMδ‖ 6 c3δ,

где c3 > 0 не зависит от δ. Отсюда и из теоремы 16.2 в [38] вытекает, что при

всех достаточно малых δ > 0 операторы I−M2
δ −MδUδ−UδMδ фредгольмовы.

Далее, используя компактность операторов Fδ и S2
δ и применяя теорему 16.4

в [38], видим, что операторы Lδ(I− (Mδ + Sδ)) также фредгольмовы. Теперь из

теоремы 15.2 в [38] следует существование таких ограниченных операторов R1δ

и компактных операторов T1δ, что

Lδ(I− (Mδ + Sδ))R1δ = I + T1δ. (1.4)
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Аналогично доказывается существование ограниченных операторов R2δ и

компактных операторов T2δ таких, что

R2δ(I− (Mδ + Sδ))Lδ = I + T2δ. (1.5)

Утверждение леммы вытекает из соотношений (1.4) и (1.5) и из теорем 15.2

и 14.3 в [38].

1.2. Функциональные пространства

Пространства непрерывных
и непрерывно дифференцируемых функций

Пусть X — непустое множество в Rn, n > 1. Обозначим через C(X) множество

непрерывных в X функций. Если X — компакт, то C(X) — банахово простран-

ство с нормой

‖u‖C(X) = max
y∈X

|u(y)|, u ∈ C(X).

Пусть X и M — замкнутые множества, причем множество X непусто. Через

C∞(X) обозначим множество сужений на X бесконечно дифференцируемых

в Rn функций. Через C∞
0 (X \M) обозначим множество бесконечно дифферен-

цируемых в Rn функций с компактным носителем в X \M .

Для любой области Q ⊂ Rn и любого l > 0 (здесь и далее, если не огово-

рено противное, число l целое) обозначим через C l(Q) (C l(Q)) множество l раз

непрерывно дифференцируемых в Q (в Q) функций. В частности, C0(Q) = C(Q)

и C0(Q) = C(Q).

Область G и угол K

Обозначим

K = {y ∈ R2 : r > 0, ω1 < ω < ω2}, γσ = {y ∈ R2 : r > 0, ω = ωσ}, σ = 1, 2,

где ω, r — полярные координаты точки y, ω1 < 0 < ω2 и ω2 − ω1 < 2π.

Через Oε(0) обозначим ε-окрестность начала координат. Введем множества

Kε = K ∩ Oε(0), γε
σ = γσ ∩ Oε(0), σ = 1, 2.

Всюду в этой главе будем обозначать через G ⊂ R2 ограниченную область с

границей ∂G, содержащей начало координат. Считаем, что G ∩ Oε(0) = Kε для

некоторого ε > 0. Предположим, что в окрестности каждой точки y ∈ ∂G \ {0}
граница области G бесконечно гладкая.
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Пространства Соболева

Для любой области Q ⊂ Rn и любого l > 0 обозначим через W l(Q) = W l
2(Q)

пространство Соболева с нормой

‖u‖W l(Q) =


∑

|α|6l

∫

G

|Dαu|2 dy




1/2

(при l = 0 полагаем W 0(Q) = L2(Q)). Здесь и далее α = (α1, . . . , αn), |α| =

α1 + · · ·+ αn, Dα = Dα1
y1

. . . Dαn
yn

, Dyj
= −i∂/∂yj. Если необходимо явно указать,

по каким переменным мы дифференцируем функцию u, то будем писать Dα
y u,

Dα
y′u и т. д. Для l > 1 введем пространство W l−1/2(Γ1) следов на гладкой кривой

Γ1 ⊂ Q с нормой

‖ψ‖W l−1/2(Γ1) = inf ‖u‖W l(Q) (u ∈ W l(Q) : u|Γ1 = ψ).

Через W l
loc(Q) обозначим множество, состоящее из всех распределений u

на Q таких, что ϕu ∈ W l(Q) для любых ϕ ∈ C∞
0 (Q).

Весовые пространства Кондратьева

Рассмотрим следующие случаи: Q = K, Q = Kd (d > 0) и Q = G. Для лю-

бого l > 0 и любого a ∈ R обозначим через H l
a(Q) = H l

a(Q, {0}) пополнение

множества C∞
0 (Q \ {0}) по норме

‖u‖Hl
a(Q) =


∑

|α|6l

∫

Q

ρ2(a−l+|α|)|Dαu|2dy




1/2

,

где ρ = ρ(y) = dist(y, {0}). Для l > 1 обозначим через H
l−1/2
a (Γ1) пространство

следов на гладкой кривой Γ1 ⊂ Q с нормой

‖ψ‖
H

l−1/2
a (Γ1)

= inf ‖u‖Hl
a(Q) (u ∈ H l

a(Q) : u|Γ1 = ψ).

2. Постановка задачи в ограниченной области

2.1. Постановка задачи

Рассмотрим линейные дифференциальные операторы P(y,D) и Bµs(y,D), по-

рядка 2m и mµ соответственно с комплекснозначными коэффициентами (µ =
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1, . . . , m; s = 0, 1). Предположим что коэффициенты оператора P(y, D) беско-

нечно гладкие в G, а коэффициенты операторов Bµs(y,D) бесконечно гладкие

в (∂G \ {0}) ∪ γε
σ, σ = 1, 2.

Сформулируем условия на операторы P(y, D) и Bµ0(y,D), которые будут со-

ответствовать «локальной» эллиптической задаче (см., например, [39, гл. 2, § 1].

Условие 2.1. Оператор P(y, D) собственно эллиптичен на G.

Условие 2.2. Для любого y ∈ γε
σ и любого y ∈ ∂G\Oε(0) система операторов

{Bµ0(y, D)}m
µ=1 удовлетворяет условию накрытия (условию Лопатинского)

по отношению к оператору P(y,D).

Подчеркнем, что нормальность операторов Bµ0(y, D) не предполагается.

Введем операторы B0
µ : H l+2m

a (G) → H
l+2m−mµ−1/2
a (∂G) по формуле B0

µu =

Bµ0(y, D)u(y)|∂G; здесь и далее в этой главе a ∈ R, l > 0 — такое целое число,

что l + 2m−mµ > 1.

Определим операторы, соответствующие нелокальным условиям вблизи на-

чала координат. Пусть Ωσ (σ = 1, 2) — бесконечно дифференцируемые невырож-

денные преобразования, отображающие некоторую окрестность Oσ кривой γε
σ

на множество Ωσ(Oσ) так, что Ωσ(γε
σ) ⊂ G и

Ωσ(0) = 0. (2.1)

Выберем ε настолько малым (см. ниже замечание 2.2), чтобы существовала

окрестность Oε1(0) такая, что Oε1(0) ⊃ Oε(0) и

1. G ∩ Oε1(0) = Kε1;

2. Ωσ

(Oε(0)
) ⊂ Oε1(0).

Условие 2.3. При y ∈ Oε(0) преобразование Ωσ имеет вид

Ωσ : y 7→ Gσy + o(|y|),

где Gσ композиция поворота на угол −ωσ вокруг начала координат и гомо-
тетии с центром в начале координат и коэффициентом χσ > 0, σ = 1, 2.

Таким образом, оператор Gσ переводит сторону γσ угла K в полупрямую

{y ∈ R2 : r > 0, ω = 0}, лежащую внутри угла K.

Замечание 2.1. Условие 2.3 означает, в частности, что кривая Ωσ(γε
σ) подходит

к границе ∂G в точке 0 некасательным образом.
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В этой главе будем использовать обозначения

d1 = min
σ=1,2

{1, χσ}/2, d2 = 2 max
σ=1,2

{1, χσ}. (2.2)

Выберем число ε0, 0 < ε0 6 ε, удовлетворяющее следующему условию:

Oε0(0) ⊂ Ωσ

(Oε(0)
) ⊂ Oε1(0). Рассмотрим функцию ζ ∈ C∞(R2) такую, что

ζ(y) = 1 (y ∈ Oε0/2(0)), ζ(y) = 0 (y /∈ Oε0(0)). (2.3)

Введем ограниченные операторы B1
µ : H l+2m

a (G) → H
l+2m−mµ−1/2
a (∂G) по

формуле

B1
µu =

{
(Bµ1(y,D)(ζu))(Ωσ(y))|γε

σ
, y ∈ γε

σ, σ = 1, 2,

0, y ∈ ∂G \ Oε(0),

где (Bµ1(y, D)v)(Ωis(y)) = Bµ1(y
′, Dy′)v(y′)|y′=Ωσ(y).

Так как B1
µu = 0, если supp u ⊂ G \ Oε0(0), то будем говорить, что опера-

торы B1
µ соответствуют нелокальным членам с носителем вблизи начала

координат.

Обозначим

Gρ = {y ∈ G : dist(y, ∂G) > ρ}.
Рассмотрим ограниченный оператор

B2
µ : H l+2m

a (G) → H l+2m−mµ−1/2
a (∂G),

удовлетворяющий следующему условию.

Условие 2.4. Существуют такие числа κ1 > κ2 > 0 и ρ > 0, что выполнены
неравенства

‖B2
µu‖H

l+2m−mµ−1/2
a (∂G)

6 c1‖u‖W l+2m(G\Oκ1 (0)) ∀u ∈ W l+2m(G \ Oκ1(0)), (2.4)

‖B2
µu‖W l+2m−mµ−1/2(∂G\Oκ2 (0)) 6 c2‖u‖W l+2m(Gρ) ∀u ∈ W l+2m(Gρ), (2.5)

где µ = 1, . . . , m, c1, c2 > 0 не зависят от u.

Из (2.4) следует, что B2
µu = 0, если supp u ⊂ Oκ1(0). Поэтому будем гово-

рить, что операторы B2
µ соответствуют нелокальным членам с носителем

вне начала координат.

Отметим, что априори мы не предполагаем наличия какой-либо связи между

числами κ1,κ2, ρ в условии 2.4 и числом ε0 в условии 2.3.
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Будем изучать нелокальную эллиптическую задачу

P(y, D)u = f0(y) (y ∈ G), (2.6)

Bµu ≡ B0
µu + B1

µu + B2
µu = fµ(y) (y ∈ ∂G; µ = 1, . . . , m). (2.7)

Примером задачи (2.6), (2.7) может служить задача (6.9), (6.10) из п. 6.2

(глава II) при N = 1 (более подробно см. [14]).

Введем следующий оператор, отвечающий задаче (2.6), (2.7) в весовых про-

странствах:

L = {P(y, D), Bµ} : H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G), (2.8)

где Hl
a(G, ∂G) = H l

a(G)×
m∏

µ=1

H
l+2m−mµ−1/2
a (∂G).

Замечание 2.2. Покажем, что число ε0 в определении нелокальных операто-

ров B1
µ может быть выбрано сколь угодно малым.

Пусть число ε̂0 таково, что 0 < ε̂0 < ε0. Рассмотрим такую функцию ζ̂ ∈
C∞(R2), что

ζ̂(y) = 1 (y ∈ Oε̂0/2(K)), ζ̂(y) = 0 (y /∈ Oε̂0(K)),

и введем оператор B̂1
µ : H l+2m

a (G) → H
l+2m−mµ−1/2
a (∂G) по формуле

B̂1
µu =

(
Bµ1(y,D)(ζ̂u)

)(
Ωσ(y)

)∣∣
γε

σ
, y ∈ γε

σ, σ = 1, 2

B̂1
µu = 0, y ∈ ∂G \ Oε(0);

Очевидно,

B0
µ + B1

µ + B2
µ = B0

µ + B̂1
µ + B̂2

µ,

где B̂2
µ = B1

µ−B̂1
µ+B2

µ. Легко видеть, что оператор B1
µ−B̂1

µ удовлетворяет усло-

вию 2.4 при некоторых κ1,κ2, ρ. Таким образом, мы всегда можем выбрать ε0

сколь угодно малым (быть может, за счет модификации оператора B2
µ и значе-

ний κ1, κ2 и ρ).

2.2. Сведение к модельным задачам в плоских углах

При изучении задачи (2.6), (2.7) особое внимание следует уделять поведению

решений в окрестности начала координат. Рассмотрим соответствующую мо-

дельную задачу в плоском угле. Для этого формально положим

B2
µ = 0, µ = 1, . . . , m. (2.9)
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Тогда в силу условия 2.3 задача (2.6), (2.7) примет в ε-окрестности начала

координат следующий вид:

P(y, D)U = f0(y) (y ∈ Kε), (2.10)

Bσµ0(y, D)U |γσ + (Bσµ1(y,D)U)(Ωσ(y))|γσ = fσµ(y) (y ∈ γε
σ). (2.11)

Здесь σ = 1, 2; µ = 1, . . . , m; Bσµs(y, D), s = 0, 1, — линейные дифференциальные

операторы порядка mµ с переменными коэффициентами класса C∞.

Обозначим через P(D) и Bσµs(D) главные однородные части операторов

P(0, D) и Bσµs(0, D) соответственно. Положим

BΩ
σµ(D)U = Bσµ0(D)U |γσ + (Bσµ1(D)U)(Ωσ(y))|γσ ,

Bσµ(D)U = Bσµ0(D)U |γσ + (Bσµ1(D)U)(Gσy)|γσ .

Введем ограниченные операторы

LΩ = {P(D), BΩ
σµ(D)} : H l+2m

a (K) → Hl
a(K, γ),

L = {P(D), Bσµ(D)} : H l+2m
a (K) → Hl

a(K, γ),

где
Hl

a(K, γ) = H l
a(K)×Hl+2m−m−1/2

a (γ),

Hl+2m−m−1/2
a (γ) =

∏
σ=1,2

m∏
µ=1

H l+2m−mµ−1/2
a (γσ).

При этом считаем, что оператор LΩ определен на функциях с носителем, сосре-

доточенным в окрестности начала координат (в частности, с таким носителем,

что Ωσ(y) ∈ K при y ∈ supp U).

Очевидно, операторы LΩ и L соответствуют модельным задачам с нелиней-

ными и линеаризованными преобразованиями соответственно.

Запишем операторы P(D) и Bσµs(D) в полярных координатах следующим

образом: P(D) = r−2mP̃(ω, Dω, rDr), Bσµ(D) = r−mµB̃σµ(ω, Dω, rDr), где Dω =

−i∂/∂ω, Dr = −i∂/∂r. Рассмотрим оператор (аналитическую оператор-функ-

цию, зависящую от параметра λ ∈ C) L̃(λ) : W l+2m(ω1, ω2) → W l(ω1, ω2)× C2m,

заданную формулой

L̃(λ)ϕ = {P̃(ω,Dω, λ)ϕ, B̃σµ(ω,Dω, λ)ϕ}, (2.12)

где

B̃σµ(ω,Dω, λ)ϕ = B̃σµ0(ω,Dω, λ)ϕ|ω=ωσ + (χσ)iλ−mµB̃σµ1(ω, Dω, λ)ϕ(ω − ωσ)|ω=ωσ .

Отметим, что множество собственных значений оператора L̃(λ) образует дис-

кретное множество [62].
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3. Нелинейные преобразования
вблизи начала координат

3.1. Нелинейные преобразования в полярных координатах

В работе [14] показано, что оператор, соответствующий задаче с нелинейными

преобразованиями переменных, не является малым или компактным возмуще-

нием оператора, соответствующего задаче с линеаризованными преобразовани-

ями. Поэтому для доказательства фредгольмовой разрешимости задачи с нели-

нейными преобразованиями мы заново получим априорные оценки решений и

построим правый регуляризатор. Для этого предварительно изучим некоторые

свойства преобразований Ωσ вблизи начала координат.

Используя формулу Тейлора, нетрудно получить следующее утверждение,

которое будет использовано при доказательстве леммы о представлении преоб-

разований Ω в полярных координатах (см. лемму 3.2).

Лемма 3.1. Пусть h = h(r) — такая функция, что |Dk
rh| 6 ck при 0 6 r 6 %,

k = 0, . . . , k0, где ck > 0 не зависит от r. Пусть f(r) = r−lh(r) при некотором
l ∈ N. Тогда если |f | 6 c, то |Dk

rf | 6 Ck при 0 6 r 6 %, k = 1, . . . , k0, где
Ck > 0 не зависит от r.

Следующая лемма описывает структуру нелинейных преобразований Ωσ в

полярных координатах — такое представление оказывается более удобным в

случае, когда мы имеем дело с весовыми пространствами.

Лемма 3.2. При достаточно малом % преобразование Ωσ(y)|γ%
σ

представимо
в полярных координатах в виде

(ωσ, r) 7→
(
Φσ(r), χσr + Rσ(r)

)
при r 6 %, (3.1)

где Φσ(r), Rσ(r) — бесконечно гладкие функции, такие, что

|Φσ| 6 c%, |Rσ| 6 c%r, (3.2)

|Dk
rΦσ| 6 ck, |Dk

r (Rσ/r)| 6 ck. (3.3)

Здесь k > 1; c, ck > 0 не зависят от %.

Доказательство. Пусть Ωσ(y) = (Ω1
σ(y), Ω2

σ(y)). Используя (2.1) и формулу

Тейлора в окрестности r = 0, получаем

Ωi
σ(r cos ωσ, r sin ωσ) =

(
∂Ωi

σ

∂y1

(0) cos ωσ +
∂Ωi

σ

∂y2

(0) sin ωσ

)
r + O(r2). (3.4)
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Заметим, что
∂Ω1

σ

∂y1

(0) cos ωσ +
∂Ω1

σ

∂y2

(0) sin ωσ и
∂Ω2

σ

∂y1

(0) cos ωσ +
∂Ω2

σ

∂y2

(0) sin ωσ не

обращаются в нуль одновременно; это вытекает из невырожденности матрицы

Якоби преобразования y 7→ Ωσ(y) в начале координат. Пусть, например,

∂Ω1
σ

∂y1

(0) cos ωσ +
∂Ω1

σ

∂y2

(0) sin ωσ 6= 0. (3.5)

Тогда в силу (3.4) при достаточно малом %

Ω1
σ 6= 0 при r 6 %, (3.6)

и преобразование Ωσ|γ%
σ

в полярных координатах имеет вид

(ωσ, r) 7→

arctg

Ω2
σ

Ω1
σ

+ πl,

√∑
i=1,2

(Ωi
σ)2


 , (3.7)

где l = 0, если Ω1
σ > 0, Ω2

σ > 0; l = 1, если Ω1
σ < 0; l = 2, если Ω1

σ > 0, Ω2
σ < 0.

Из (3.4) и формулы Тейлора имеем

arctg
Ω2

σ

Ω1
σ

= arctg

∂Ω2
σ

∂y1

(0) cos ωσ +
∂Ω2

σ

∂y2

(0) sin ωσ

∂Ω1
σ

∂y1

(0) cos ωσ +
∂Ω1

σ

∂y2

(0) sin ωσ

+ O(r),

√ ∑
i=1,2

(Ωi
σ)2 = r

√
∑

i=1,2

(
∂Ωi

σ

∂y1

(0) cos ωσ +
∂Ωi

σ

∂y2

(0) sin ωσ

)2

+ O(r2).

Полагая

ωkq = arctg

∂Ω2
σ

∂y1

(0) cos ωσ +
∂Ω2

σ

∂y2

(0) sin ωσ

∂Ω1
σ

∂y1

(0) cos ωσ +
∂Ω1

σ

∂y2

(0) sin ωσ

+ πl,

χσ =

√√√√∑
i=1,2

(
∂Ωi

σ

∂y1

(0) cos ωσ +
∂Ωi

σ

∂y2

(0) sin ωσ

)2

,

получим формулу (3.1) и неравенства (3.2).

Докажем первое неравенство в (3.3). Согласно (3.6)

∣∣∣∣
Ω2

σ

Ω1
σ

∣∣∣∣ 6 c при r 6 %.

Поэтому в силу (3.1) и (3.7) достаточно доказать ограниченность частных про-

изводных Dk
r

Ω2
σ

Ω1
σ

. Запишем

Ω2
σ

Ω1
σ

=
r−1Ω2

σ

r−1Ω1
σ

.
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Из (3.4) и (3.5) вытекает, что r−1Ω1
σ 6= 0 при r 6 %; поэтому достаточно доказать,

что

|Dk
r (r

−1Ωσ)| 6 ck.

Но Ωσ — бесконечно гладкое при r 6 % преобразование, и так как Ωσ(0) = 0, то

Ωσ = O(r). Следовательно, |r−1Ωσ| 6 c. Теперь требуемое утверждение следует

из леммы 3.1.

Похожим образом доказывается и второе неравенство в (3.3). Из (3.1) и (3.7)

следует соотношение

Rσ(r)

r
=

√√√√∑
i=1,2

(Ωi
σ)2

r2
− χσ.

В силу (3.4) и (3.5) имеем
∑

i=1,2

(Ωi
σ)2/r2 6= 0 при r 6 %; следовательно, достаточно

показать, что ∣∣∣∣∣D
k
r

∑
i=1,2

(Ωi
σ)2/r2

∣∣∣∣∣ 6 ck.

Но
∑

i=1,2

(Ωi
σ)2 бесконечно гладкая при r 6 % функция, и так как Ωσ(0) = 0,

то
∑

i=1,2

(Ωi
σ)2 = O(r2). Следовательно,

∣∣∣∣∣
∑

i=1,2

(Ωi
σ)2/r2

∣∣∣∣∣ 6 c, и вновь необходимое

утверждение следует из леммы 3.1.

Обозначим δ = min(−ω1, ω2)/2. Пусть % настолько мало, что

|Φσ| 6 δ/2, |Rσ| 6 χσr/2 при r 6 %/d1. (3.8)

Существование такого % вытекает из леммы 3.2.

Введем бесконечно дифференцируемые функции ζi(ω) и ζσi(ω), i = 0, . . . , 4,

такие, что

ζi(ω) = 1 для |ω| 6 δ/2i+1, ζi(ω) = 0 для |ω| > δ/2i

ζσi(ω) = ζi(ω − ωσ).
(3.9)

Очевидно ζσi(ω) = 1 для |ω − ωσ| 6 δ/2i+1 и ζσi(ω) = 0 для |ω − ωσ| > δ/2i.

Рассмотрим преобразование Ω̃σ(y), действующее в полярных координатах по

формуле

(ω, r) 7→ (ω − ωσ + Φσ(r), χσr + Rσ(r)). (3.10)

В силу леммы 3.2 имеем Ω̃σ(y)|γ%
σ

= Ωσ(y)|γ%
σ
; поэтому в дальнейшем будем

считать, что преобразование Ωσ(y) задается формулой (3.10). Теперь Ωσ(y),
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вообще говоря, может иметь особенность в начале координат, так как новое

преобразование Ωσ(y) совпадает со старым Ωσ(y) только на γ%
σ.

Определение 3.1. Для любой функции W (y) обозначим Ŵ (y) = W (Ωσ(G−1
σ y)).

В силу леммы 3.2 преобразование Ωσ(G−1
σ y) в полярных координатах имеет

вид

(ω, r) 7→ (ω + Φ′
σ(r), r + R′

σ(r)), (3.11)

где Φ′
σ(r) = Φσ(χ−1

σ r), R′
σ(r) = Rσ(χ−1

σ r). Легко видеть, что Φ′
σ и R′

σ также

удовлетворяют неравенствам (3.2), (3.3).

3.2. Свойства операторов, содержащих нелинейные
преобразования, в весовых пространствах

Лемма 3.3. При достаточно малом % > 0 для любой функции W ∈ H l
a(K)

такой, что supp W ⊂ K%, имеем ζ1Ŵ ∈ H l
a(K) и

‖ζ1Ŵ‖Hl
a(K) 6 c‖W‖Hl

a(K),

где c > 0 не зависит от W и %.

Доказательство. При доказательстве леммы будем пользоваться следующим

очевидным утверждением:

W ∈ H l
a(K) ⇐⇒ DαW ∈ H0

a+|α|−l(K), |α| 6 l. (3.12)

Из формулы (3.11) и неравенств (3.8) следует, что преобразование (3.11) отоб-

ражает K% ∩ {y : |ω| < δ} в K. Кроме того, из неравенств (3.2), (3.3) следует,

что модуль якобиана преобразования (3.11) при малых % ограничен и отличен

от нуля в K% ∩ {y : |ω| < δ}. Отсюда вытекает справедливость леммы при l = 0

с функцией ζ0 вместо ζ1.

Рассмотрим функции ζp
0 ∈ C∞

0 (R) (p = 0, . . . , l), такие, что ζ0
0 = ζ0, ζ l

0 = ζ1,

ζp−1
0 (ω) = 1 при ω ∈ supp ζp

0 (p = 1, . . . , l). Пусть лемма верна при l = p − 1

с функцией ζp−1
0 вместо ζ1; докажем, что она верна при l = p с функцией ζp

0

вместо ζ1 (p > 1). Итак, пусть W ∈ Hp
a(K); тогда 1

r
∂W
∂ω

, ∂W
∂r

∈ Hp−1
a (K). Сле-

довательно, по индуктивному предположению ζp−1
0

1̂
r

∂W
∂ω

, ζp−1
0

∂̂W
∂r

∈ Hp−1
a (K).

Отсюда, из соотношений

1
r

∂Ŵk
∂ω

= 1̂
r

∂W
∂ω

(
1 +

R′
σ

r

)
,

∂Ŵk
∂r

= 1̂
r

∂W
∂ω

(
1 +

R′
σ

r

)
r
∂Φ′

σ
∂r

+ ∂̂W
∂r

(
1 +

∂R′
σ

∂r

)
,

(3.13)
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неравенств (3.2), (3.3) и леммы 2.1 [36] получим

ζp−1
0

1

r

∂Ŵ

∂ω
, ζp−1

0

∂Ŵ

∂r
∈ Hp−1

a (K). (3.14)

Кроме того, из соотношения W ∈ Hp
a(K), вложения Hp

a(K) ⊂ H0
a−p(K) и утвер-

ждения леммы при l = 0 получим ζp
0Ŵ ∈ H0

a−p(K). Отсюда, из (3.12) и (3.14)

следует, что Dα(ζp
0Ŵ ) ∈ H0

a+|α|−p(K), |α| 6 p. Снова используя (3.12), получаем

требуемое утверждение.

Таким образом, оператор W 7→ ζ1Ŵ является ограниченным в H l
a(K).

Лемма 3.4. Для любой функции W ∈ H l
a(K) такой, что supp W ⊂ K%, и

любого мультииндекса γ, 1 6 |γ| 6 l, выполняется неравенство

‖ζ2D
γŴ − ζ2D̂γW‖

H
l−|γ|
a (K)

6 c%‖W‖Hl
a(K), (3.15)

где c > 0 не зависит от W и %.

Доказательство. Рассмотрим функции ζp
1 ∈ C∞

0 (R) (p = 1, . . . , l), такие, что

ζ1
1 = ζ1, ζ l

1 = ζ2, ζp−1
1 (ω) = 1 при ω ∈ supp ζp

1 (p = 2, . . . , l).

Пусть |γ| = 1; тогда неравенство (3.15) достаточно доказать для случая,

когда вместо оператора Dγ стоят операторы 1
r

∂
∂ω

, ∂
∂r

. Рассмотрим, например,

оператор 1
r

∂
∂ω

(остальные операторы рассматриваются аналогично). Первое из

соотношений (3.13) совместно с формулой Лейбница дает

∥∥∥∥∥ζ1
1

1

r

∂Ŵ

∂ω
− ζ1

1

1̂

r

∂W

∂ω

∥∥∥∥∥

2

Hl−1
a (K)

=

∥∥∥∥∥ζ1
1

1̂

r

∂W

∂ω

R′
σ

r

∥∥∥∥∥

2

Hl−1
a (K)

6

6 k1

∑

|α|6l−1

∑

|β|6|α|

∫

K

r2(a+|α|−(l−1))

∣∣∣∣Dα−β R′
σ

r

∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣D

β

(
ζ1
1

1̂

r

∂W

∂ω

)∣∣∣∣∣

2

dy.

Отсюда, из последнего неравенства в (3.2) и последнего неравенства в (3.3)

получим ∥∥∥∥∥ζ1
1

1

r

∂Ŵ

∂ω
− ζ1

1

1̂

r

∂W

∂ω

∥∥∥∥∥

2

Hl−1
a (K)

6 k2%
2

∥∥∥∥∥ζ1
1

1̂

r

∂W

∂ω

∥∥∥∥∥

2

Hl−1
a (K)

. (3.16)

Оценка (3.16) и лемма 3.3 доказывают лемму при |γ| = 1 с функцией ζ1
1 вме-

сто ζ2.
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Предположим, что лемма верна для 1 6 |γ| 6 p−1 с функцией ζp−1
1 вместо ζ2.

Докажем, что она верна для |γ| = p с функцией ζp
1 вместо ζ2 (p > 2). Имеем

‖ζp
1D

γŴ − ζp
1D̂

γW‖
H

l−|γ|
a (K)

6 ‖ζp
1D

|γ|−1(D1Ŵ )− ζp
1D

|γ|−1D̂1W‖
H

l−|γ|
a (K)

+

+ ‖ζp
1D

|γ|−1D̂1W − ζp
1

̂D|γ|−1(D1W )‖
H

l−|γ|
a (K)

6

6 k3

(
‖ζp−1

1 D1Ŵ − ζp−1
1 D̂1W‖Hl−1

a (K)+

+ ‖ζp
1D

|γ|−1D̂1W − ζp
1

̂D|γ|−1(D1W )‖
H

l−|γ|
a (K)

)
,

(3.17)

где D|γ|−1 и D1 — некоторые обобщенные производные порядков |γ| − 1 и 1

соответственно. В силу индуктивного предположения для каждой из двух норм

в правой части (3.17) справедливы оценки

‖ζp−1
1 D1Ŵ − ζp−1

1 D̂1W‖Hl−1
a (K) 6 k4%‖W‖Hl

a(K),

‖ζp
1D

|γ|−1D̂1W − ζp
1

̂D|γ|−1(D1W )‖
H

l−|γ|
a (K)

6 k5%‖D1W‖Hl−1
a (K) 6 k6%‖W‖Hl

a(K).

Отсюда и из (3.17) вытекает требуемое утверждение.

По сути, множитель % возникает в оценке (3.15) за счет того, что как умень-

шаемое, так и вычитаемое в левой части неравенства содержат одно и то же

преобразование переменных Ωσ(G−1
σ y), но уменьшаемое есть производная от

преобразованной функции, а вычитаемое — преобразование от производной.

Лемма 3.5. Для любой функции U ∈ H l+2m
a (K) такой, что supp U ⊂ K%,

выполняется неравенство

‖(Bσµ1U)(Gσy)|γσ − (Bσµ1U)(Ωσ(y))|γσ‖H
l+2m−mµ−1/2
a (γσ)

6

6 c
(
%‖U‖Hl+2m

a (K) + ‖ζ3U − ζ3Û‖Hl+2m
a (K)

)
, (3.18)

где c > 0 не зависит от U и %.

Доказательство. Используя непрерывность оператора взятия следа в весовых

пространствах, получим

‖(Bσµ1U)(Gσy)|γσ − (Bσµ1U)(Ωσ(y))|γσ‖H
l+2m−mµ−1/2
a (γσ)

6

6 k1‖ζ4Bσµ1U − ζ4B̂σµ1U‖H
l+2m−mµ
a (K)

6

6 k1

(
‖ζ4Bσµ1U − ζ4Bσµ1Û‖H

l+2m−mµ
a (K)

+

+ ‖ζ4Bσµ1Û − ζ4B̂σµ1U‖H
l+2m−mµ
a (K)

)
. (3.19)
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Оценим первую норму в правой части неравенства (3.19):

‖ζ4Bσµ1U − ζ4Bσµ1Û‖H
l+2m−mµ
a (K)

6 k2‖ζ3U − ζ3Û‖Hl+2m
a (K). (3.20)

Вторая норма в правой части неравенства (3.19) оценивается при помощи лем-

мы 3.4:

‖ζ4Bσµ1Û − ζ4B̂σµ1U‖H
l+2m−mµ
a (K)

6 k3%‖U‖Hl+2m
a (K). (3.21)

Из (3.19)–(3.21) следует утверждение леммы.

Отметим, что правая часть неравенства (3.18) содержит норму разности

непреобразованной и преобразованной функций. Для оценки таких разностей

нам понадобится следующая

Лемма 3.6. Для любой функции W ∈ H1
a+1(K) такой, что supp W ⊂ K%,

выполняется неравенство

‖ζ1W − ζ1Ŵ‖H0
a(K) 6 c%‖W‖H1

a+1(K). (3.22)

где c > 0 не зависит от W и %.

Доказательство. Записывая аргументы функций W и Ŵ в полярных коорди-

натах, получим

‖ζ1W − ζ1Ŵ‖H0
a(K) 6 ‖ζ1W (ω, r)− ζ1W (ω + Φ′

σ(r), r)‖H0
a(K)+

+ ‖ζ1W (ω + Φ′
σ(r), r)− ζ1W (ω + Φ′

σ(r), r + R′
σ(r))‖H0

a(K). (3.23)

Оценим квадрат первой нормы в правой части (3.23), используя неравенство

Шварца:

‖ζ1W (ω, r)− ζ1W (ω + Φ′
σ(r), r)‖2

H0
a(K) =

∞∫

0

r2ar dr

ω2∫

ω1

∣∣∣∣∣∣∣
ζ1

ω+Φ′σ(r)∫

ω

∂W

∂ω′
dω′

∣∣∣∣∣∣∣

2

dω 6

6
∞∫

0

r2ar dr

ω2∫

ω1

|ζ1|2|Φ′
σ(r)| ·

∣∣∣∣∣∣∣

ω+Φ′σ(r)∫

ω

∣∣∣∣
∂W

∂ω′

∣∣∣∣
2

dω′

∣∣∣∣∣∣∣
dω.

39



Учитывая ограничения на носители функций W , ζ1 и неравенства (3.8), поме-

няем порядок интегрирования по ω и ω′; в результате, используя (3.2), получим

‖ζ1W (ω, r)− ζ1W (ω + Φ′
σ(r), r)‖2

H0
a(K) 6

6 k1

∞∫

0

r2ar|Φ′
σ(r)|2 dr

ω2∫

ω1

∣∣∣∣
∂W

∂ω

∣∣∣∣
2

dω 6

6 k2%
2

∞∫

0

r2(a+1)r dr

ω2∫

ω1

∣∣∣∣
1

r

∂W

∂ω

∣∣∣∣
2

dω 6 k3%
2‖W‖2

H1
a+1(K).

Аналогичным образом оценивается квадрат второй нормы в правой части (3.23).

Таким образом, множитель % в неравенстве (3.22) возникает, если увели-

чить показатель дифференцируемости на 1 (левая часть (3.22) содержит норму

в H0
a(K), а правая — в H1

a+1(K)). Это объясняется тем, что, в отличие от нера-

венства (3.15), в данном случае оценивается разность двух функций, одна из

которых не содержит преобразование переменных, а другая содержит.

4. Фредгольмова разрешимость нелокальных задач
и устойчивость индекса

4.1. Априорные оценки решений

В данном пунтке докажем априорную оценку для оператора L, гарантирующую

конечномерность его ядра и замкнутость образа.

Условие 4.1. Прямая Im λ = a+1−l−2m не содержит собственных значений
оператора L̃(λ).

Лемма 4.1. Пусть выполнены условия 2.1–2.4 и 4.1. Тогда

‖u‖Hl+2m
a (G) 6 c

(
‖Lu‖Hl

a(G,∂G) + ‖u‖H0
a+1−l−2m(G)

)
∀u ∈ H l+2m

a (G),

где c > 0 не зависит от u.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 4.1 в [23], используя

принцип разбиения единицы и формулу Лейбница, сведем доказательство лем-

мы 4.1 к доказательству при достаточно малом % > 0 априорной оценки

‖U‖Hl+2m
a (K) 6 c‖LΩU‖Hl

a(K,γ) ∀U ∈ H l+2m
a (K), supp U ⊂ K%, (4.1)
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где c > 0 не зависит от U .

Итак, докажем (4.1). В силу условия 4.1 и теоремы 2.1 в [62] оператор L :

H l+2m
a (K) → Hl

a(K, γ) имеет ограниченный обратный. Следовательно, применяя

лемму 3.5, для U ∈ H l+2m
a (K), supp U ⊂ K%, получим

‖U‖Hl+2m
a (K) 6 k1‖LU‖Hl

a(K,γ) 6

6 k2

(
‖LΩU‖Hl

a(K,γ) + %‖U‖Hl+2m
a (K) + ‖ζ3U − ζ3Û‖Hl+2m

a (K)

)
,

(4.2)

где k1, k2, . . . > 0 не зависят от U и %.

Оценим последнюю норму в (4.2). По теореме 4.1 в [40]

‖ζ3U − ζ3Û‖Hl+2m
a (K) 6

6 k3

(
‖P(D)(ζ3U − ζ3Û)‖Hl

a(K) + +‖ζ3U − ζ3Û‖H0
a−l−2m(K)

)
, (4.3)

В силу леммы 3.6 и непрерывности вложения H l+2m
a (K) ⊂ H1

a−l−2m+1(K) имеем

‖ζ3U − ζ3Û‖H0
a−l−2m(K) 6 k4%‖U‖Hl+2m

a (K). (4.4)

Для оценки первой нормы в правой части (4.3) воспользуемся формулой Лейб-

ница и леммами 3.3 и 3.4:

‖P(D)(ζ3U − ζ3Û)‖Hl
a(K) 6 k5

(
‖ζ3P(D)U‖Hl

a(K) + ‖ζ3P(D)Û‖Hl
a(K)+

+
∑

|β|62m−1

∑

|γ|=2m−|β|
‖Dγζ3D

βU −Dγζ3D
βÛ‖Hl

a(K)

)
6 k6

(
‖P(D)U‖Hl

a(K)+

+ %‖U‖Hl+2m
a (K) +

∑

|β|62m−1

∑

|γ|=2m−|β|
‖Dγζ3D

βU −Dγζ3D
βÛ‖Hl

a(K)

)
. (4.5)

Так как |Dγζ3| 6 k7r
−|γ||ζ2|, имеем

∑

|β|62m−1

∑

|γ|=2m−|β|
‖Dγζ3D

βU −Dγζ3D
βÛ‖Hl

a(K) 6

6 k8

∑

|α|6l+2m−1

‖ζ2D
αU − ζ2D

αÛ‖H0
a+|α|−l−2m

(K) 6

6 k9

∑

|α|6l+2m−1

(
‖ζ2D

αU − ζ2D̂αU‖H0
a+|α|−l−2m

(K) +

+ ‖ζ2D̂αU − ζ2D
αÛ‖H0

a+|α|−l−2m
(K)

)
. (4.6)

Используя лемму 3.6 и непрерывность вложения H l+2m
a (K) ⊂ H

1+|α|
a+1+|α|−l−2m(K)

при |α| 6 l + 2m− 1, получим

‖ζ2D
αU − ζ2D̂αU‖H0

a+|α|−l−2m
(K) 6

6 k10%‖DαU‖H1
a+1+|α|−l−2m

(K) 6 k11%‖U‖Hl+2m
a (K). (4.7)
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Аналогично, из леммы 3.4 следует, что

‖ζ2D̂αU − ζ2D
αÛ‖H0

a+|α|−l−2m
(K) 6 k12%‖U‖Hl+2m

a (K). (4.8)

Теперь оценка (4.1) вытекает из (4.2)–(4.8) при достаточно малом %.

В силу компактности вложения H l+2m
a (G) ⊂ H0

a+1−l−2m(G) (см. лемму 3.5

в [36]), из леммы 4.1 следует, что оператор L имеет конечномерное ядро и

замкнутый образ.

4.2. Построение правого регуляризатора.
Фредгольмова разрешимость нелокальных задач

В этом пункте будет построен правый регуляризатор для оператора L, что сов-

местно с леммой 4.1 позволит доказать фредгольмовость нелокальной краевой

задачи (2.6), (2.7).

Лемма 4.2. Пусть выполнены условия 2.1–2.4 и 4.1. Тогда существует такой
ограниченный оператор R : Hl

a(G, ∂G) → H l+2m
a (G) и компактный оператор

T : Hl
a(G, ∂G) → Hl

a(G, ∂G), что

LR = I + T,

где I — единичный оператор в Hl
a(G, ∂G).

Доказательство. 1. Аналогично доказательству теоремы 5.2 в [23], исполь-

зуя принцип разбиения единицы и формулу Лейбница, сведем доказательство

леммы 4.2 к доказательству следующего утверждения: для всех достаточно
малых % > 0 существуют ограниченные операторы R, M и компактный
оператор T , действующие из {f ∈ Hl

a(K, γ) : supp f ⊂ Od1%/4(0)} в H l+2m
a (K),

Hl
a(K, γ) и Hl

a(K, γ) соответственно и удовлетворяющие условиям

LΩRf = f +Mf + T f, (4.9)

‖Mf‖Hl
a(K,γ) 6 c%‖f‖Hl

a(K,γ). Здесь d1 — число, определенное в (2.2), а c > 0 не
зависит от % и f .

Итак, построим операторы R, M и T , удовлетворяющие соотношению (4.9).

Введем функцию ψ%(y) = ψ(y/%), где ψ ∈ C∞(Rn), ψ(y) = 1 при |y| 6 1,

ψ(y) = 0 при |y| > 2. Очевидно, ψ% ∈ C∞(Rn), ψ%(y) = 1 при |y| 6 %, ψ%(y) = 0
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при |y| > 2%. Поскольку при этом |Dαψ%| 6 cαr−|α|, из леммы 2.1 в [36] следует

оценка

‖ψ%v‖Hl+2m
a (K) 6 c‖v‖Hl+2m

a (K) для всех v ∈ H l+2m
a (K), (4.10)

где c > 0 не зависит от %. Пусть, кроме того, ψ%, будучи записанной в полярных

координатах, не зависит от ω.

Положим f ′ = {fσµ}. В силу условия 4.1 и теоремы 2.1 в [62] оператор

L : H l+2m
a (K) → Hl

a(K, γ) имеет ограниченный обратный. Следовательно, мы

можем определить операторы

R0 : H l
a(K) → H l+2m

a (K), R′ : Hl+2m−m−1/2
a (γ) → H l+2m

a (K)

по формулам

R0f0 = ψ%L−1(f0, 0), R′f ′ = ψ%L−1(0, f ′).

Таким образом, носители функций R0f0 и R′f ′ лежат в шаре радиуса 2% с

центром в начале координат.

Введем операторы

P : H l+2m
a (K) → H l

a(K), B,BΩ : H l+2m
a (K) → Hl+2m−m−1/2

a (γ),

действующие по формулам

PU = P(D)U, BU = {Bσµ(D)U}, BΩU = {BΩ
σµ(D)U}.

Установим связь между операторами P, B, BΩ и R0, R′. При этом мы будем

использовать следующее свойство весовых пространств (см. лемму 3.5 в [36]):

оператор вложения

{v ∈ H l+1
a (K) : supp v ⊂ Od(0), d > 0} ⊂ H l

a(K) (4.11)

при любом d > 0 компактен.

Из формулы Лейбница, ограниченности носителя supp ψ% и компактности

вложения (4.11) следует, что

PR0f0 = ψ%f0 + T0f0, PR′f ′ = T ′f ′. (4.12)

Здесь T0 : H l
a(K) → H l

a(K), T ′ : Hl+2m−m−1/2
a (γ) → H l

a(K) — компактные

операторы. Аналогично,

BR′f ′ = ψ%f
′ +

{
(ψ%(χσy)− ψ%(y))(Bσµ1L−1(0, f ′))(Gσy)|γσ

}
+ T1f

′, (4.13)
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где T1 — компактный оператор в Hl+2m−m−1/2
a (γ); фигурные скобки указывают

на то, что выражение {. . .} есть вектор, компоненты которого определяются

индексами σ, µ.

Покажем, что каждое слагаемое, стоящее под знаком суммы в (4.13), есть

компактный оператор. Пусть ζi есть функции, введенные по формулам (3.9).

Введем также функции ψ̂0, ψ̂1 ∈ C∞
0 (Rn),

ψ̂1(y) = 1 при 2d1% 6 |y| 6 d2%, ψ̂1(y) = 0 вне d1% 6 |y| 6 2d2%,

ψ̂0(y) = 1 при d1% 6 |y| 6 2d2%, ψ̂0(y) = 0 вне d1%/2 6 |y| 6 4d2%,

где d1 и d2 — числа, определенные в (2.2). Тогда в силу непрерывности оператора

взятия следа в весовых пространствах

‖(ψ%(χσy)− ψ%(y))(Bσµ1L−1(0, f ′))(Gσy)|γσ‖H
l+2m−mµ−1/2
a (γσ)

6
6 k2‖ζ2(ψ%(y)− ψ%(χ

−1
σ y))Bσµ1L−1(0, f ′)‖

H
l+2m−mµ
a (K)

6

6 k3‖ζ1ψ̂1L−1(0, f ′)‖Hl+2m
a (K). (4.14)

Так как носитель функции ψ̂1 ограничен и отделен от нуля, а функция ζ1

равна нулю вблизи сторон угла K, то мы можем воспользоваться теоремой 5.1

в [39, гл. 2]: используя соотношение PL−1(0, f ′) = 0, из (4.14) получим

‖(ψ%(χσy)− ψ%(y))(Bσµ1L−1(0, f ′))(Gσy)|γσ‖H
l+2m−mµ−1/2
a (γσ)

6

6 k4‖ψ̂0L−1(0, f ′)‖Hl+2m−1
a (K).

Так как носитель функции ψ̂0 ограничен, то из последнего неравенства и ком-

пактности вложения (4.11) следует, что

{
(ψ%(χσy)− ψ%(y))(Bσµ1L−1(0, f ′))(Gσy)|γσ

}

есть компактный оператор в Hl+2m−m−1/2
a (γ). Совместно с (4.13) это дает

BR′f ′ = ψ%f
′ + T2f

′, (4.15)

где T2 компактный оператор в Hl+2m−m−1/2
a (γ).

Наконец, из (4.15) получим формулу для композиции BΩR′:

BΩR′f ′ = ψ%f
′ + T2f

′ + {(Bσµ1R′f ′)(Ωσ(y))|γσ − (Bσµ1R′f ′)(Gσy)|γσ} . (4.16)

2. Введем оператор R : Hl
a(K, γ) → H l+2m

a (K), действующий по формуле

R(f0, f
′) = R0f0 − R̃′BΩR0f0 +R′f ′.
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Здесь R̃′ : Hl+2m−m−1/2
a (γ) → H l+2m

a (K) — ограниченный оператор, действую-

щий по формуле

R̃′f ′ = ψ%(d1y/2)L−1(0, f ′).

Аналогично (4.12) и (4.16) доказывается, что

PR̃′f ′ = T̃ ′f ′, (4.17)

BΩR̃′f ′ = ψ%(d1y/2)f ′ + T ′
2f ′ +

{
(Bσµ1R̃′f ′)(Ωσ(y))|γσ − (Bσµ1R̃′f ′)(Gσy)|γσ

}
,

(4.18)

где T̃ ′, T ′
2 — компактные операторы, действующие в тех же пространствах, что

и операторы T ′, T2.

Покажем, что R удовлетворяет соотношению (4.9). Из формул (4.12) и (4.17)

следует, что

PR(f0, f
′) = ψ%f0 + T3(f0, f

′), (4.19)

где T3 : Hl
a(K, γ) → H l

a(K) — компактный оператор.

Далее, учитывая, что ψ%(d1y/2)BΩR0f0 ≡ BΩR0f0, при помощи (4.18) полу-

чим

BΩR(f0, f
′) = BΩR0f0 − BΩR̃′BΩR0f0 + BΩR′f ′ =

= −T ′
2BΩR0f0 −

{ ∑

k, q, s

(
(Bσµ1[R̃′BΩR0f0]k)Ωσ(y)|γσ−

− (Bσµ1[R̃′BΩR0f0]k)(Gσy)|γσ

)}
+ BΩR′f ′.

Отсюда, используя (4.16), получаем

BΩRg = ψ%f
′ + T6(f0, f

′) + {(Bσµ1R′f ′)(Ωσ(y))|γσ − (Bσµ1R′f ′)(Gσy)|γσ}−
−

{
(Bσµ1R̃′BΩR0f0)Ωσ(y)|γσ − (Bσµ1R̃′BΩR0f0)(Gσy)|γσ

}
, (4.20)

где T6 : Hl
a(K, γ) → Hl+2m−m−1/2

a (γ) — компактный оператор.

Рассмотрим выражение, стоящее под знаком первой суммы в правой ча-

сти (4.20). По лемме 3.5

‖(Bσµ1R′f ′)(Ωσ(y))|γσ − (Bσµ1R′f ′)(Gσy)|γσ‖H
l+2m−mµ−1/2
a (γσ)

6

6 k5

(
%‖R′f ′‖Hl+2m

a (K) + ‖ζ3R′f ′ − ζ3R̂′f ′‖Hl+2m
a (K)

)
. (4.21)
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Повторяя выкладки (4.3)–(4.8) применительно к U = R′f ′, из (4.21) и (4.12)

получим

‖(Bσµ1R′f ′)(Ωσ(y))|γσ − (Bσµ1R′f ′)(Gσy)|γσ‖H
l+2m−mµ−1/2
a (γσ)

6

6 k6

(
%‖R′f ′‖Hl+2m

a (K) + ‖PR′f ′‖Hl
a(K)

)
=

= k6

(
%‖ψ%L−1(0, f ′)‖Hl+2m

a (K) + ‖T ′f ′‖Hl
a(K)

)
.

Отсюда, из неравенства (4.10) и ограниченности оператора L−1 : Hl
a(K, γ) →

H l+2m
a (K) окончательно выводим

‖(Bσµ1R′f ′)(Ωσ(y))|γσ − (Bσµ1R′f ′)(Gσy)|γσ‖H
l+2m−mµ−1/2
a (γσ)

6
6 k7(%‖f ′‖Hl+2m−m−1/2

a (γ)
+ ‖T ′f ′‖Hl

a(K)). (4.22)

Следовательно, по лемме 1.1

(Bσµ1R′f ′)(Ωσ(y))|γσ − (Bσµ1R′f ′)(Gσy)|γσ = Mσµf
′ + Fσµf

′,

где Mσµ,Fσµ : Hl+2m−m−1/2
a (γ) → H

l+2m−mµ−1/2
a (γσ) — ограниченные операторы,

причем ‖Mσµ‖ 6 2k7%, а оператор Fσµ конечномерный.

Аналогично доказывается, что слагаемые, стоящие во второй сумме в правой

части (4.20), представимы в виде «оператор с малой нормой + конечномерный».

Отсюда, из (4.20) и (4.19), полагая supp (f0, f
′) ⊂ O%(0), получаем соотноше-

ние (4.9).

Теперь мы можем доказать фредгольмовость оператора L : H l+2m
a (G) →

Hl
a(G, ∂G).

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия 2.1–2.4 и 4.1. Тогда оператор L :

H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G) фредгольмов.

Доказательство. Фредгольмовость оператора L : H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G) сле-

дует из лемм 4.1 и 4.2 настоящей работы и теорем 7.1 и 15.2 в [38].

4.3. Устойчивость индекса
по отношению к нелинейным возмущениям преобразований

Покажем, что индекс задачи определяется только линейной частью преобразо-

ваний Ωσ в окрестности начала координат.
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Обозначим через Ω̂σ, σ = 1, 2, преобразования, обладающие теми же свой-

ствами, что и Ωσ (см. § 2). Рассмотрим операторы

B̂1
µu =

{
(Bµ1(y,D)(ζu))(Ω̂σ(y))|γε

σ
, y ∈ γε

σ, σ = 1, 2,

0, y ∈ ∂G \ Oε(0).

Введем операторы B̂µ = B0
µ + B̂1

µ + B2
µ и

L̂ = {P(y,D), B̂µ} : H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G)

(ср. (2.8)).

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия 2.1–2.4 и 4.1, причем условие 2.3

выполнено для преобразований Ωσ и Ω̂σ с одним и тем же линейным опе-
ратором Gσ. Тогда операторы L, L̂ : H l+2m

a (G) → Hl
a(G, ∂G) фредгольмовы и

indL = ind L̂.

Доказательство. Введем оператор Lt : H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G) по формуле

Ltu = {P(y,D)u, Bµ + t(B̂µ −Bµ}.

Очевидно, L0 = L, L1 = L̂.

Преобразования Ωσ и Ω̂σ совпадают с точностью до бесконечно малых в

окрестности начала координат; поэтому в силу теоремы 4.1 операторы Lt фред-

гольмовы при всех t. Далее, для любых t0, t

‖Ltu− Lt0u‖Hl
a(G,∂G) 6 kt0|t− t0| · ‖u‖Hl+2m

a (G),

где kt0 > 0 не зависит от t ∈ [0, 1]. Следовательно, по теореме 16.2 в [38]

имеем indLt = indLt0 для всех t из некоторой достаточно малой окрестности

точки t0. Указанные окрестности покрывают отрезок [0, 1]. Выделяя конечное

подпокрытие, получаем indL = indL0 = indL1 = ind L̂.

Замечание 4.1. Результаты этой главы обобщаются на случай, когда область G

содержится в Rn (n > 2), граница области состоит из N открытых связных

(в топологии ∂G) (n− 1)-мерных многообразий Γi класса C∞, причем в окрест-

ности каждой точки g ∈ ∂G \
N⋃

i=1

Γi область G диффеоморфна n-мерному дву-

гранному (плоскому, если n = 2) углу. Точка g ∈ ∂G \
N⋃

i=1

Γi не обязательно

является неподвижной точкой преобразований, входящих в нелокальные усло-

вия, но имеет конечную орбиту (более подробно см. [14]).
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Глава II

Сильные решения
нелокальных эллиптических задач

в плоских углах
в пространствах Соболева

5. Функциональные пространства

В этом параграфе мы введем обозначения и определим функциональные про-

странства, которые используются в главах II–VI.

5.1. Пространства непрерывных функций

Область G и углы Kj

Обозначим через G ⊂ R2 ограниченную область с границей ∂G. Введем мно-

жество K ⊂ ∂G, состоящее из N точек, и предположим, что ∂G \ K =
N⋃

i=1

Γi,

где Γi — открытые (в топологии ∂G) кривые класса C∞. Для простоты обозна-

чений будем считать, что число точек множества K равно числу кривых Γi (все

результаты без труда обобщаются на более общий случай). Предположим, что

в окрестности каждой точки gj ∈ K область G совпадает с плоским углом

Kj = {y ∈ R2 : r > 0, |ω| < ωj}, j = 1, . . . , N,

стороны которого обозначим через

γjσ = {y ∈ R2 : r > 0, ω = (−1)σωj}, j = 1, . . . , N, σ = 1, 2;

здесь ω, r — полярные координаты с полюсом в точке gj, 0 < ωj < π.
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Пространства непрерывных функций

Пусть X и M — замкнутые множества, причем множество X непусто. Наряду

с пространствами, введенными в п. 1.2, рассмотрим пространства

CM(X) = {u ∈ C(X) : u(y) = 0, y ∈ X ∩M} (5.1)

(если X ∩M = ∅, то считаем, что CM(X) = C(X)).

Введем также пространство вектор-функций

CM(∂G) =
N∏

i=1

CM(Γi)

с нормой

‖ψ‖CM (∂G) = max
i=1,...,N

max
y∈Γi

‖ψi‖C(Γi)
, ψ = {ψi}, ψi ∈ CM(Γi).

5.2. Пространства Соболева

Пространства W скалярных функций

Для функций из введенного в п. 1.2 пространства Соболева докажем следую-

щий результат.

Лемма 5.1. Пусть f ∈ W l(R2) и Dαf(0) = 0, |α| 6 l − 2, если l > 2. Тогда
существует такая последовательность {f s} ⊂ C∞

0 (R2), s = 1, 2, . . . , что
f s(y) = 0 в некоторой окрестности начала координат (для каждого s своя
окрестность) и f s → f в W l(R2).

Доказательство. Как известно, множество C∞
0 (R2) плотно в W l(R2). С дру-

гой стороны, по теореме вложения Соболева и теореме Рисса об общем виде

линейного непрерывного функционала в гильбертовом пространстве множество

{u ∈ W l(R2) : Dαu(0) = 0, |α| 6 l − 2} есть замкнутое подпространство ко-

нечной коразмерности в W l(R2). Следовательно, по лемме 8.1 в [38] множество

C∞
0 (R2) ∩ {u ∈ W l(R2) : Dαu(0) = 0, |α| 6 l − 2} плотно в {u ∈ W l(R2) :

Dαu(0) = 0, |α| 6 l− 2}. Таким образом, достаточно доказать лемму для функ-

ции f ∈ C∞
0 (R2) такой, что Dαf(0) = 0, |α| 6 l − 2.

Рассмотрим такую функцию ξ ∈ C∞
0 [0,∞), что 0 6 ξ(t) 6 1, ξ(t) = 1 при

t < 1 и ξ(t) = 0 при t > 2. Положим

ξs(y) = ξ
(
− ln r

s

)
,
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где r = |y| и s = 1, 2, . . . . Очевидно, 0 6 ξs(y) 6 1, ξs(y) = 0 при |y| < e−2s,

ξs(y) = 1 при |y| > e−s и |Dαξs(y)| 6 cα/(r|α|s) для любого |α| > 1, где cα > 0

не зависит от не зависит от s и y. Непосредственной проверкой убеждаемся в

том, что последовательность ξsf сходится к f в W l(R2) при s →∞.

Для описанных в п. 5.1 области G и части границы Γi введем простран-

ства Соболева отрицательного порядка. Для l > 0 обозначим через W−l(G)
def
=

(W l(G))∗ пространство, сопряженное1 с W l(G) относительно расширения ска-

лярного произведения в L2(G). Норма в W−l(G) определяется следующим об-

разом:

‖u‖W−l(G) = sup
06=v∈W l(G)

|〈v, u〉|
‖v‖W l(G)

.

Для l > 1 обозначим через W−(l−1/2)(Γi)
def
= (W l−1/2(Γi))

∗ пространство, со-

пряженное с W l−1/2(Γi) относительно расширения скалярного произведения в

L2(Γi). Норма в W−(l−1/2)(Γi) определяется следующим образом:

‖g‖W−(l−1/2)(Γi) = sup
06=ψ∈W l−1/2(Γi)

|〈ψ, g〉|
‖ψ‖W l−1/2(Γi)

.

Пространства W вектор-функций

Для любых l > 0 и целых miµ (0 6 miµ 6 l + 2m − 1) введем пространства

вектор-функций

W l+2m−m−1/2(∂G) =
N∏

i=1

m∏
µ=1

W l+2m−miµ−1/2(Γi),

W l(G, ∂G) = W l(G)×W l+2m−m−1/2(∂G)

(5.2)

(здесь и далее число m > 1 целое).

В § 22 (глава V) рассматриваются нелокальные возмущения задачи Дирихле

для оператора Лапласа. В этом случае m = 1, mi1 = 0, и пространства (5.2)

будем обозначать следующим образом:

W l+3/2(∂G) =
N∏

i=1

W l+3/2(Γi), W l(G, ∂G) = W l(G)×W l+3/2(∂G). (5.3)

1Не путать с пространством, сопряженным с W̊ l(G), где W̊ l(G) — замыкание множества
C∞0 (G) по норме пространства W l(G).
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Для любых l > 0 и целых mjσµ (0 6 mjσµ 6 l +2m− 1) введем пространства

вектор-функций в плоских углах

W l(K) =
N∏

j=1

W l(Kj), W l+2m−m−1/2(γ) =
N∏

j=1

∏
σ=1,2

m∏
µ=1

W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ),

W l(K, γ) = W l(K)×W l+2m−m−1/2(γ)

и пространства вектор-функций на дугах

W l(−ω, ω) =
N∏

j=1

W l(−ωj, ωj), W l[−ω, ω] =
N∏

j=1

(
W l(−ωj, ωj)× C2m

)
,

где числа ωj определяют растворы углов Kj.

Для любого множества M и любого d > 0 обозначим через Od(M) d-

окрестность множества M :

Od(M) = {y ∈ R2 : dist(y,M) < d},

где dist(y, M) = inf
η∈M

|y − η|.
Для любого d > 0 обозначим

Kd
j = Kj ∩ Od(K), γd

jσ = γjσ ∩ Od(K).

Для любого d > 0, l > 0 и целых mjσµ (0 6 mjσµ 6 l + 2m − 1) введем

пространства вектор-функций

W l(Kd) =
N∏

j=1

W l(Kd
j ), W l+2m−m−1/2(γd) =

N∏
j=1

∏
σ=1,2

m∏
µ=1

W l+2m−mjσµ−1/2(γd
jσ),

W l(Kd, γd) = W l(Kd)×W l+2m−m−1/2(γd).

Пространства S скалярных функций

Для любого l > 2 обозначим через Sl(G) подпространство пространства W l(G),

состоящее из функций f0, удовлетворяющих соотношениям

Dαf0(y) = 0, y ∈ K, |α| 6 l − 2. (5.4)

При l = 0, 1 полагаем Sl(G) = W l(G).

Для каждой кривой Γi (i = 1, . . . , N) обозначим через gi1 и gi2 ее концевые

точки. Напомним, что в некоторой окрестности точки gi1 (gi2) область G совпа-

дает с плоским углом, а кривая Γi совпадает с отрезком Ii1 (Ii2). Пусть τi1 (τi2) —

51



единичный вектор, параллельный отрезку Ii1 (Ii2). Обозначим Dτi1
= −i

∂

∂τi1

,

Dτi2
= −i

∂

∂τi2

.

Для любого l > 0 обозначим через S l+2m−m−1/2(∂G) подпространство про-

странства W l+2m−m−1/2(∂G), состоящее из таких функций {fiµ}, что

Dβ
τi1

fiµ|y=gi1
= 0, Dβ

τi2
fiµ|y=gi2

= 0, β 6 l + 2m−miµ − 2. (5.5)

Положим S l(G, ∂G) = Sl(G)× S l+2m−m−1/2(∂G).

Пространства S вектор-функций

Для любого l > 2 обозначим через S l(K) подпространство пространства W l(K),

состоящее из таких функций {fj}, что

Dαfj|y=0 = 0, |α| 6 l − 2. (5.6)

При l = 0, 1 полагаем S l(K) = W l(K).

Для любого l > 0 обозначим через S l+2m−m−1/2(γ) подпространство про-

странства W l+2m−m−1/2(γ), состоящее из таких функций {fjσµ}, что

Dβ
τjσ

fjσµ|y=0 = 0, β 6 l + 2m−mjσµ − 2, (5.7)

где τjσ — единичный вектор, сонаправленный с лучом γjσ, Dβ
τjσ

=
∂β

∂τβ
jσ

. Если

l + 2m−mjσµ − 2 < 0, то соответствующие условия отсутствуют.

Положим S l(K, γ) = S l(K)× S l+2m−m−1/2(γ).

Аналогично вводятся пространства

S l+2m−m−1/2(γd), S l(Kd), S l(Kd, γd), d > 0.

5.3. Весовые пространства Кондратьева

Пространства скалярных функций

Рассмотрим следующие случаи:

1. Q = Kj, Q = Kd
j (d > 0) или Q = R2; обозначим M = {0};

2. Q = G; обозначим M = K.
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Для любого l > 0 и любого a ∈ R обозначим через H l
a(Q) = H l

a(Q,M) попол-

нение множества C∞
0 (Q \M) по норме

‖u‖Hl
a(Q) =


∑

|α|6l

∫

Q

ρ2(a−l+|α|)|Dαu|2dy




1/2

,

где ρ = ρ(y) = dist(y,M). Для l > 1 обозначим через H
l−1/2
a (Γ) пространство

следов на гладкой кривой Γ ⊂ Q с нормой

‖ψ‖
H

l−1/2
a (Γ)

= inf ‖u‖Hl
a(Q) (u ∈ H l

a(Q) : u|Γ = ψ).

В главе VI, наряду со стандартными нормами, нам потребуются нормы в

весовых пространствах, зависящие от параметра q > 0. Положим

|||u|||Hl
a(G) =

(
‖u‖2

Hl
a(G) + ql‖u‖2

H0
a(G)

)1/2

, l > 0,

|||v|||
H

l−1/2
a (Γi)

=
(
‖v‖2

H
l−1/2
a (Γi)

+ ql−1/2‖v‖2
H0

a(Γi)

)1/2

, l > 1,

(5.8)

где ‖v‖H0
a(Γi) =

( ∫
Γi

ρ2a|v(y)|1/2dΓ
)1/2

.

Из лемм 7.1 и 7.2 в [23] следует, что

|||u|Γi
|||

H
l−1/2
a (Γi)

6 c|||u|||Hl
a(G) ∀u ∈ H l

a(G), (5.9)

где c > 0 не зависит от u и q > 0.

Докажем ряд вспомогательных результатов о связи между пространствами

Соболева и весовыми пространствами Кондратьева. Зафиксируем произволь-

ный индекс i и положим Γ = Γi. Пусть g ∈ Γ \ Γ. Без ограничения общности

будем считать, что g = 0 и Γ совпадает с осью Oy1 в достаточно малой окрестно-

сти Oε(0) начала координат. Введем обозначения Gε = G∩Oε(0), Γε = Γ∩Oε(0)

и положим H l
a(G

ε) = H l
a(G

ε, {0}).

Лемма 5.2. Если u ∈ W l(Gε), l > 1, то справедливы следующие утверждения:

1. u(y) = P (y)+ v(y) для y ∈ Gε, где P (y) =
∑

|α|6l−2

pαyα, v ∈ W l(Gε)∩H l
δ(G

ε)

∀δ > 0 (если l = 1, полагаем P (y) ≡ 0); в частности, u ∈ H l
l−1+δ(G

ε);

2. Dαu|y=0 = DαP |y=0 для |α| 6 l − 2 (если l > 2);

3.
∑

|α|6l−2

|pα|+ ‖v‖Hl
δ(Gε) 6 cδ‖u‖W l(Gε), где cδ > 0 не зависит от u.
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Доказательство вытекает из леммы 4.9 в [36] при l = 1 и из леммы 4.11

в [36] при l > 2.

Лемма 5.3. Если ψ ∈ W l−1/2(Γε), l > 1, то справедливы следующие утвер-
ждения:

1. ψ(r) = P1(r) + ϕ(r) для 0 < r < ε, где P1(r) =
l−2∑
β=0

pβrβ, ϕ ∈ W l−1/2(Γε) ∩

H
l−1/2
δ (Γε) ∀δ > 0 (если l = 1, полагаем P1(r) ≡ 0); в частности, ψ ∈

H
l−1/2
l−1+δ(Γ

ε);

2. (dβψ/drβ)|r=0 = (dβP1/drβ)|r=0 для β = 0, . . . , l − 2;

3.
l−2∑
β=0

|pβ|+ ‖ϕ‖
H

l−1/2
δ (Γε)

6 cδ‖ψ‖W l−1/2(Γε), где cδ > 0 не зависит от ψ.

Доказательство. Рассмотрим функцию u ∈ W l(Gε) такую, что u|Γε = ψ и

‖u‖W l(Gε) 6 2‖ψ‖W l−1/2(Γε) и применим лемму 5.2.

Лемма 5.4. Пусть ψ ∈ W l−1/2(Γε), l > 2, и пусть

dsψ

drs

∣∣∣∣
y=0

= 0, s = 0, . . . , k, (5.10)

для фиксированного k 6 l − 2. Тогда ψ ∈ H
l−1/2
l−2−k+δ(Γ

ε) ∀δ > 0 и

‖ψ‖
H

l−1/2
l−2−k+δ(Γε)

6 cδ‖ψ‖W l−1/2(Γε), (5.11)

где cδ > 0 не зависит от ψ.

Доказательство. Из соотношений (5.10) и леммы 5.3 (части 1 и 2) следует,

что

ψ(r) =
l−2∑

β=k+1

pβrβ + ϕ(r), 0 < r < ε, (5.12)

где

ϕ ∈ H
l−1/2
δ (Γε) ⊂ H

l−1/2
l−2−k+δ(Γ

ε), δ > 0. (5.13)

Если k = l−2, то сумма в (5.12) отсутствует и утверждение леммы вытекает

из (5.13) и части 3 леммы 5.3.

Если k 6 l − 3, то сумма состоит из слагаемых вида rβ, где β > k + 1.

Непосредственно проверяется, что rβ ∈ H
l−1/2
l−2−k+δ(Γ

ε) для указанных β и любого

δ > 0. Следовательно, утверждение леммы вытекает из (5.12), (5.13) и части 3

леммы 5.3.
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Лемма 5.5. Пусть u ∈ H
l−1/2
a+k (Γ), k, l ∈ N, a ∈ R, и пусть B ∈ C∞(Gε),

DαB|y=0 = 0, |α| 6 k − 1. Тогда

‖Bu‖Hl
a(Gε) 6 c‖u‖

H
l−1/2
a+k (Gε)

.

Доказательство. Из формулы Тейлора вытекает, что |DσB| = O
(
rk−|σ|) для

любого σ; следовательно,

‖Bu‖2
Hl

a(Gε) =
∑

|α|6l

∫

Gε

r2(a+|α|−l)|Dα(Bu)|2dy 6

6 c2

∑

|σ|+|ζ|6l

∫

Gε

r2(a+|σ|+|ζ|−l)|DσB|2|Dζu|2dy 6

6 c3

∑

|ζ|6l

∫

Gε

r2(a+k+|ζ|−l)|Dζu|2dy = c3‖u‖2
Hl

a+k(K).

Лемма 5.6. Пусть ψ ∈ H
l−1/2
a+k (Γε), k, l ∈ N, a ∈ R, и пусть b ∈ C∞(Γε),

∂sb

∂rs

∣∣∣∣
r=0

= 0, s = 0, . . . k − 1. Тогда

‖bψ‖
H

l−1/2
a (Γ)

6 c‖ψ‖
H

l−1/2
a+k (Γ)

. (5.14)

Доказательство. Обозначим через b̂ ∈ C∞(R) продолжение функции b(y1)

на R и введем функцию B(y1, y2) = b̂(y1), (y1, y2) ∈ R2. Очевидно,

B ∈ C∞(K), DσB|y=0 = 0, |σ| 6 k − 1. (5.15)

Пусть u ∈ H l
a+k(G

ε) — такое продолжение функции ψ, что

‖u‖Hl
a+k(K) 6 c1‖ψ‖H

l−1/2
a+k (γ)

, (5.16)

где c1 > 0 не зависит от ψ. Теперь утверждение леммы вытекает из (5.15), (5.16)

и леммы 5.5.

Лемма 5.7. Пусть u ∈ W 1(R2) и u(y) = 0 при |y| > 1. Тогда

‖u(y)− u(G0y)‖H1
0 (R2) 6 c‖u‖W 1(R2),

где G0 — композиция операторов поворота на угол ω0 (−π < ω0 6 π) и гомо-
тетии с центром в начале координат и коэффициентом χ0 > 0.
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Доказательство. Записывая функцию u в полярных координатах (ω, r), имеем

u(y)− u(G0y) = u(ω, r)− u(ω + ω0, χ0r) = v1 + v2,

где v1(ω, r) = u(ω, r)− u(ω + ω0, r), v2(ω, r) = u(ω + ω0, r)− u(ω + ω0, χ0r).

Рассмотрим функцию v1. По лемме 4.15 в [36]

∞∫

0

r−1|v1(0, r)|2dr 6 k1‖u‖W 1(R2).

Отсюда и из леммы 4.8 в [36] следует, что v1 ∈ H1
0 (R2) и

‖v1‖H1
0 (R2) 6 k2‖u‖W 1(R2). (5.17)

Осталось показать, что
∫

R2

r−2|v2|2dy 6 k3‖u‖W 1(R2). (5.18)

Для χ0 > 1 (случай 0 < χ0 < 1 рассматривается аналогично) имеем

∫

R2

r−2|v2|2dy =

π∫

−π

dω

∞∫

0

r−1|v2(ω, r)|2dr =

π+ω0∫

−π+ω0

dω

∞∫

0

r−1dr

∣∣∣∣∣∣

χ0r∫

r

∂u(ω, t)

∂t
dt

∣∣∣∣∣∣

2

.

Используя неравенство Шварца и меняя пределы интегрирования, получаем

оценку (5.18):

∫

R2

r−2|v2|2dy 6 (χ0 − 1)

π+ω0∫

−π+ω0

dω

∞∫

0

dr

χ0r∫

r

∣∣∣∣
∂u(ω, t)

∂t

∣∣∣∣
2

dt =

=
(χ0 − 1)2

χ0

π+ω0∫

−π+ω0

dω

∞∫

0

∣∣∣∣
∂u(ω, t)

∂t

∣∣∣∣
2

t dt 6 (χ0 − 1)2

χ0

‖u‖2
W 1(R2).

Нам также понадобятся весовые пространства отрицательного (дробного)

порядка. Для l > 1 обозначим через H
−(l−1/2)
a (Γi)

def
= (H

l−1/2
−a (Γi))

∗ пространство,

сопряженное с H
l−1/2
−a (Γi) относительно расширения скалярного произведения

в L2(Γi). Норма в H
−(l−1/2)
a (Γi) задается следующим образом:

‖g‖
H
−(l−1/2)
a (Γi)

= sup
0 6=ψ∈H

l−1/2
−a (Γi)

|〈ψ, g〉|
‖ψ‖

H
l−1/2
−a (Γi)

.
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Лемма 5.8. Для любых l ∈ Z и a ∈ R пространство H
l+1/2
a+1 (Γi) есть плотное

подмножество в H
l−1/2
a (Γi) и

‖g‖
H

l−1/2
a (Γi)

6 c‖g‖
H

l+1/2
a+1 (Γi)

∀g ∈ H
l+1/2
a+1 (Γi),

где c > 0 не зависит от g.

Доказательство. Если l = 1, 2, . . . , то заключение леммы вытекает из опре-

деления весовых пространств. Случай l = −1,−2, . . . следует из соображений

двойственности.

Рассмотрим случай l = 0. Пусть g ∈ H
1/2
a+1(Γi). Используя эквивалентные

нормы в весовых пространствах (см. лемму 1.3 в [40]), нетрудно проверить, что
∣∣∣∣∣∣

∫

Γi

ψg dΓ

∣∣∣∣∣∣
6 c‖ψ‖

H
1/2
−a (Γi)

‖g‖
H

1/2
a+1(Γi)

∀ψ ∈ H
1/2
−a (Γi), g ∈ H

1/2
a+1(Γi). (5.19)

В силу (5.19) и принадлежности g ∈ H
1/2
a+1(Γi) получаем

‖g‖
H
−1/2
a (Γi)

= sup
06=ψ∈H

1/2
−a (Γi)

|〈ψ, g〉|
‖ψ‖

H
1/2
−a (Γi)

6 c‖g‖
H

1/2
a+1(Γi)

.

Теперь докажем, что H
1/2
a+1(Γi) является плотным подмножеством в H

−1/2
a (Γi).

Предположим противное. Тогда найдется такой ненулевой элемент

g ∈ (H−1/2
a (Γi))

∗ = H
1/2
−a (Γi)

(пространство H
1/2
−a (Γi) гильбертово и, значит, рефлексивно), что 〈ψ, g〉 = 0 для

всех ψ ∈ H
1/2
a+1(Γi). Следовательно,

∫

Γi

ψg dΓ = 〈ψ, g〉 = 0 ∀ψ ∈ C∞
0 (Γi).

Учитывая, что C∞
0 (Γi) плотно в H

1/2
−a (Γi), заключаем, что g = 0.

Пространства вектор-функций

Для любых l > 0, a ∈ R и целых miµ > 0 (l+2m−miµ > 1) введем пространства

вектор-функций

Hl+2m−m−1/2
a (∂G) =

N∏
i=1

m∏
µ=1

H l+2m−miµ−1/2
a (Γi),

Hl
a(G, ∂G) = H l

a(G)×Hl+2m−m−1/2
a (∂G).

(5.20)
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В § 22 (глава V), а также в главе VI рассматриваются нелокальные возму-

щения задачи Дирихле для дифференциального оператора второго порядка. В

этом случае m = 1, mi1 = 0, и пространства (5.20) будем обозначать следующим

образом:

Hl+3/2
a (∂G) =

N∏
i=1

H l+3/2
a (Γi), Hl

a(G, ∂G) = H l
a(G)×Hl+3/2

a (∂G). (5.21)

Помимо стандартных норм в этих пространствах, в главе VI мы будем поль-

зоваться следующими нормами, зависящими от параметра q > 0:

|||ψ|||Hl+3/2
a (∂G)

=

(
N∑

i=1

|||ψi|||2Hl+3/2
a (Γi)

)1/2

, ψ = {ψi},

|||(f, ψ)|||Hl
a(G,∂G) =

(
|||f |||2Hl

a(G) + |||ψ|||2Hl+3/2
a (∂G)

)1/2

,

(5.22)

где ||| · |||
H

l+3/2
a (Γi)

и ||| · |||2Hl
a(G) — нормы, определенные в (5.8), l > 0.

В § 25 (глава VI) будем использовать следующие банаховы пространства с

нормами, зависящими от параметра q > 0:

• H l+2
N ,a(G) = CN (G) ∩H l+2

a (G) с нормой

|||u|||Hl+2
N ,a(G) = ‖u‖CN (G) + |||u|||Hl+2

a (G),

• H
l+3/2
N ,a (Γi) = CN (Γi) ∩H

l+3/2
a (Γi) с нормой

|||v|||
H

l+3/2
N ,a (Γi)

= ‖v‖CN (Γi)
+ |||v|||

H
l+3/2
a (Γi)

,

• Hl+3/2
N ,a (∂G) =

N∏
i=1

H
l+3/2
N ,a (Γi) = CN (∂G) ∩Hl+3/2

a (∂G) с нормой

|||ψ|||Hl+3/2
N ,a (∂G)

=
N∑

i=1

|||ψi|||Hl+3/2
N ,a (Γi)

, ψ = {ψi},

где N — замкнутое подмножество ∂G, l > 0.

Для любых l > 0, a ∈ R и целых mjσµ (0 6 mjσµ 6 l + 2m − 1) введем

пространства вектор-функций

Hl
a(K) =

N∏
j=1

H l
a(Kj), Hl+2m−m−1/2

a (γ) =
N∏

j=1

∏
σ=1,2

m∏
µ=1

H l+2m−mjσµ−1/2
a (γjσ),

Hl
a(K, γ) = Hl

a(K)×Hl+2m−m−1/2
a (γ).

Аналогично вводятся пространства

Hl
a(K

d), Hl+2m−m−1/2
a (γd), Hl

a(K
d, γd), d > 0.
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6. Постановка нелокальной задачи
в ограниченной области

6.1. Постановка задачи

Обозначим через P(y,D) и Biµs(y,D) линейные дифференциальные операто-

ры порядка 2m и miµ соответственно с комплекснозначными коэффициентами

класса C∞-coefficients, а через P0(y, D) и B0
iµs(y, D) — главные однородные ча-

сти операторов P(y,D) и Biµs(y, D) (i = 1, . . . , N, µ = 1, . . . ,m, s = 0, . . . , Si).

Сформулируем условия на операторы P(y, D) и Biµ0(y,D), которые будут со-

ответствовать «локальной» эллиптической задаче (см., например, [39, гл. 2, § 1].

Условие 6.1. Оператор P(y,D) собственно эллиптичен на G.

В частности, условие 6.1 означает, что для всех θ ∈ R2 и y ∈ G выполнена

оценка

A−1|θ|2m 6 |P0(y, θ)| 6 A|θ|2m, A > 0. (6.1)

Условие 6.2. Для любого y ∈ Γi, i = 1, . . . , N , система {Biµ0(y, D)}m
µ=1 удо-

влетворяет условию накрытия (условию Лопатинского) по отношению к
оператору P(y, D).

Условие 6.2 означает следующее. Пусть y ∈ Γi. Без ограничения общности

предположим, что вблизи заданной точки y кривая Γi определена уравнением

y2 = 0. Пусть многочлен

B′
iµ0(y, τ) ≡

m∑
ν=1

biµν(y)τ ν−1 ≡ B0
iµ0(y, 1, τ)

(
modM+(y, τ)

)

есть остаток от деления B0
iµ0(y, 1, τ) на M+(y, τ), где

M+(y, τ) =
m∏

ν=1

(τ − τ+
ν (y)),

τ+
1 (y), . . . , τ+

m(y) — корни многочлена P0(y, 1, τ) с положительной мнимой ча-

стью, причем P0(y, 1, τ), B0
iµ0(y, 1, τ) и M+(y, τ) рассматриваются как много-

члены от τ . Тогда условие 6.2 означает, что

di(y) = det ‖biµν(y)‖m
µ,ν=1 6= 0.

Так как каждая из дуг Γi, i = 1, . . . , N , — компакт, то

D = min
i=1,...,N

inf
y∈Γi

|di(y)| > 0. (6.2)
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Подчеркнем, что нормальность операторов Biµ0(y, D) на дугах Γi в общем слу-

чае не предполагается.

Рассмотрим операторы

P : W l+2m(G) → W l(G), B0
iµ : W l+2m(G) → W l+2m−miµ−1/2(Γi),

заданные формулами

Pu = P(y,D)u, B0
iµu = Biµ0(y,D)u(y)|Γi

.

В этой и следующей главах считаем, что l + 2m−miµ > 1.

Определим операторы, соответствующие нелокальным условиям вблизи мно-

жества K. Пусть Ωis (i = 1, . . . , N, s = 1, . . . , Si) — бесконечно дифференцируе-

мые невырожденные преобразования, отображающие некоторую окрестность Oi

кривой Γi ∩ Oε(K) на множество Ωis(Oi) так, что Ωis(Γi ∩ Oε(K)) ⊂ G и

Ωis(g) ∈ K для g ∈ Γi ∩ K. (6.3)

Таким образом, преобразования Ωis отображают дуги Γi ∩ Oε(K) внутрь обла-

сти G, а их концевые точки Γi ∩ K— в концевые точки.

Уточним структуру преобразований Ωis вблизи множества K. Обозначим

преобразование Ωis : Oi → Ωis(Oi) через Ω+1
is , а через Ω−1

is : Ωis(Oi) → Oi —

преобразование, обратное к Ωis. Назовем орбитой точки g ∈ K, и обозначим

Orb(g), множество всех точек вида Ω±1
iqsq

(. . . Ω±1
i1s1

(g)) ∈ K (1 6 sj 6 Sij , j =

1, . . . , q), т. е. всех тех, которые можно получить, применяя к g последовательно

преобразования Ω+1
ijsj

или Ω−1
ijsj

, отображающие точки множества K в K.

Очевидно, для любых g, g′ ∈ K либо Orb(g) = Orb(g′), либо Orb(g) ∩
Orb(g′) = ∅. Далее будем считать, что множество K состоит из одной орбиты

(все результаты без труда переносятся на общий случай, когда K состоит из

конечного числа непересекающихся орбит). Для простоты обозначений предпо-

ложим также, что множество (орбита) K состоит из N точек: g1, . . . , gN .

Выберем ε настолько малым (ср. замечание замечание 2.2), чтобы существо-

вали окрестности Oε1(gj) точек gj ∈ K, такие, что Oε1(gj) ⊃ Oε(gj) и

1. G ∩ Oε1(gj) = Kε1
j ;

2. Oε1(gj) ∩ Oε1(gk) = ∅ для любых gj, gk ∈ K, k 6= j;

3. если gj ∈ Γi и Ωis(gj) = gk, то Oε(gj) ⊂ Oi и Ωis

(Oε(gj)
) ⊂ Oε1(gk).
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Для каждой точки gj ∈ Γi ∩ K зафиксируем преобразование Yj : y 7→ y′(gj),

представляющее из себя композицию сдвига на вектор −−−→Ogj и поворота на

некоторый угол так, что

Yj(Oε1(gj)) = Oε1(0), Yj(G ∩ Oε1(gj)) = Kj ∩ Oε1(0),

Yj(Γi ∩ Oε1(gj)) = γjσ ∩ Oε1(0) (σ = 1 или 2),

где углы Kj = {y ∈ R2 : r > 0, |ω| < ωj} и их стороны γjσ = {y ∈ R2 : r >

0, ω = (−1)σωj} (ω, r — полярные координаты с полюсом в начале координат,

0 < ωj < π) те же2, что в п. 5.1.

Рассмотрим следующее условие (см. рис. 6.1).

Условие 6.3. Пусть gj ∈ Γi ∩ K и Ωis(gj) = gk ∈ K; тогда преобразование

Yk ◦ Ωis ◦ Y −1
j : Oε(0) → Oε1(0)

есть композиция операторов поворота и гомотетии с центром в начале
координат.

Замечание 6.1. Из условия 6.3 и предположения Ωis(Γi) ⊂ G, в частности, сле-

дует, что если g ∈ Ωis(Γi\Γi)∩Γj∩K 6= ∅, то кривые Ωis(Γi) и Γj пересекаются
в точке g под ненулевым углом.

Выберем число ε0, 0 < ε0 6 ε, удовлетворяющее следующему условию: если

gj ∈ Γi и Ωis(gj) = gk, то Oε0(gk) ⊂ Ωis

(Oε(gj)
) ⊂ Oε1(gk). Рассмотрим функцию

ζ ∈ C∞(R2) такую, что

ζ(y) = 1 (y ∈ Oε0/2(K)), ζ(y) = 0 (y /∈ Oε0(K)). (6.4)

Введем ограниченные операторы B1
iµ : W l+2m(G) → W l+2m−miµ−1/2(Γi) по

формуле

B1
iµu =

Si∑
s=1

(
Biµs(y,D)(ζu)

)(
Ωis(y)

)∣∣
Γi

, y ∈ Γi ∩ Oε(K),

B1
iµu = 0, y ∈ Γi \ Oε(K);

здесь
(
Biµs(y,D)v

)(
Ωis(y)

)
= Biµs(y

′, Dy′)v(y′)|y′=Ωis(y).

2Строго говоря, введенные здесь углы Kj получаются из углов Kj , описанных в п. 5.1,

посредством сдвига на вектор −−−→Ogj и поворота, однако в дальнейшем мы будем их отождеств-
лять.
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Рис. 6.1. Преобразование Y2 ◦Ω11 ◦ Y −1
1 : Oε(0) → Oε1(0) — композиция операто-

ров поворота и гомотетии

Так как B1
iµu = 0, если supp u ⊂ G \ Oε0(K), то будем говорить, что опера-

торы B1
iµ соответствуют нелокальным членам с носителем вблизи множе-

ства K.

Как и ранее, обозначим

Gρ = {y ∈ G : dist(y, ∂G) > ρ}.

Введем ограниченные операторы

B2
iµ : W l+2m(G) → W l+2m−miµ−1/2(Γi),

удовлетворяющие следующему условию.

Условие 6.4. Существуют такие числа κ1 > κ2 > 0 и ρ > 0, что выполнены
неравенства

‖B2
iµu‖W l+2m−miµ−1/2(Γi)

6 c1‖u‖W l+2m(G\Oκ1 (K)) ∀u ∈ W l+2m(G \ Oκ1(K)), (6.5)

‖B2
iµu‖W l+2m−miµ−1/2(Γi\Oκ2 (K))

6 c2‖u‖W l+2m(Gρ) ∀u ∈ W l+2m(Gρ), (6.6)

где i = 1, . . . , N , µ = 1, . . . , m, c1, c2 > 0 не зависят от u.
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Из неравенства (6.5) следует, что B2
iµu = 0, если supp u ⊂ Oκ1(K). Поэтому

будем говорить, что операторы B2
iµ соответствуют нелокальным членам с

носителем вне множества K.

Условия 6.1–6.4 считаем выполненными в главах II–V; в главах IV и V усло-

вие 6.4 рассматривается при l = 0. В главе VI условия 6.1–6.4 будут заменены

их аналогами.

Отметим, что априори мы не предполагаем связи между числом ε0 в опре-

делении операторов B1
iµ и числами κ1,κ2, ρ в условии 6.4.

Будем изучать нелокальную эллиптическую задачу

Pu ≡ P(y, D)u = f0(y) (y ∈ G), (6.7)

Biµu ≡ B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu = fiµ(y) (y ∈ Γi, i = 1, . . . , N, µ = 1, . . . , m).

(6.8)

Введем следующий ограниченный оператор, соответствующий задаче (6.7),

(6.8) в пространствах Соболева:

L = {P, Biµ} : W l+2m(G) →W l(G, ∂G),

где W l(G, ∂G) — пространство, определенное в п. 5.2.

Определение 6.1. Функция u ∈ W l+2m(G) называется сильным решением зада-

чи (6.7), (6.8) с правой частью {f0, fiµ} ∈ W l(G, ∂G), если выполнено равенство

Lu = {f0, fiµ}.

В дальнейшем сильные решения задачи (6.7), (6.8) будем называть просто

решениями.

6.2. Пример нелокальной задачи

Приведем пример задачи с нелокальными условиями, удовлетворяющими усло-

виям этого параграфа.

Пусть операторы P(y, D) и Biµs(y, D) — те же, что и выше. Обозначим через

Ωis (i = 1, . . . , N, s = 1, . . . , Si) невырожденные преобразования класса

C∞, отображающие некоторую окрестность Oi кривой Γi на Ωis(Oi) так, что

Ωis(Γi) ⊂ G. Отметим, что в этом примере мы изначально не предполагаем
выполненными соотношения (6.3).

Рассмотрим нелокальную задачу

P(y, D)u = f0(y) (y ∈ G), (6.9)
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Biµ0(y, D)u(y)|Γi
+

Si∑
s=1

(
Biµs(y, D)u

)(
Ωis(y)

)∣∣
Γi

= fiµ(y)

(y ∈ Γi, i = 1, . . . , N, µ = 1, . . . , m).

(6.10)

Выберем ε > 0 настолько малым, чтобы для любой точки g ∈ K множество

Oε(g) пересекалось с кривой Ωis(Γi) только тогда, когда g ∈ K ∩ Ωis(Γi).

Предположим, что выполнено условие 6.3. В силу замечания 6.1 условие 6.3

представляет собой ограничение на геометрическую структуру носителя нело-

кальных членов вблизи множества K. Однако если Ωis(Γi \ Γi) ⊂ ∂G \ K, то на

геометрическую структуру кривых Ωis(Γi) вблизи ∂G никаких ограничений не

налагается (ср. [59,63]).

Обозначим

Pu = P(y, D)u, B0
iµu = Biµ0(y, D)u(y)|Γi

,

B1
iµu =

Si∑
s=1

(
Biµs(y, D)(ζu)

)(
Ωis(y)

)∣∣
Γi

,

B2
iµu =

Si∑
s=1

(
Biµs(y, D)((1− ζ)u)

)(
Ωis(y)

)∣∣
Γi

,

где функция ζ определена в (6.4). Тогда задача (6.9), (6.10) принимает вид (6.7),

(6.8).

Аналогично доказательству леммы 2.5 в [63] (где следует заменить весовые

пространства на соответствующие пространства Соболева) можно показать, что

операторы B2
iµ удовлетворяют условию 6.4.

6.3. Сведение к модельным задачам в бесконечных углах

Как и в главе I, особое внимание следует уделять поведению решений вблизи

множества K, состоящего из точек сопряжения краевых условий. Рассмотрим

соответствующую модельную задачу в плоских углах. Для этого мы формально

положим

B2
iµ = 0, i = 1, . . . , N, µ = 1, . . . , m. (6.11)

Обозначим u(y) при y ∈ Oε1(gj) через uj(y). Если gj ∈ Γi, y ∈ Oε(gj),

Ωis(y) ∈ Oε1(gk), то обозначим u(Ωis(y)) через uk(Ωis(y)). Тогда в силу пред-

положения (6.11) нелокальная задача (6.7), (6.8) в ε-окрестности множества K
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примет вид

P(y,D)uj = f0(y) (y ∈ Oε(gj) ∩G),

Biµ0(y, D)uj(y)|Oε(gj)∩Γi
+

Si∑
s=1

(
Biµs(y, D)(ζuk)

)(
Ωis(y)

)∣∣
Oε(gj)∩Γi

= fiµ(y)

(
y ∈ Oε(gj) ∩ Γi, i ∈ {1 6 i 6 N : gj ∈ Γi}, j = 1, . . . , N, µ = 1, . . . ,m

)
.

Пусть y 7→ y′(gj) — описанные выше преобразования координат. Введем

функции

Uj(y
′) = uj(y(y′)), fj(y

′) = f0(y(y′)), y′ ∈ Kε
j ; fjσµ(y′) = fiµ(y(y′)), y′ ∈ γε

jσ,

где σ = 1 (σ = 2), если преобразование y 7→ y′(gj) переводит Γi в сторону γj1

(γj2) угла Kj, и переобозначим y′ через y. Тогда в силу условия 6.3 задача (6.7),

(6.8) примет вид

Pj(y,D)Uj = fj(y) (y ∈ Kε
j ), (6.12)

Bjσµ(y, D)U ≡
∑

k,s

(Bjσµks(y, D)Uk)(Gjσksy)|γjσ
= fjσµ(y) (y ∈ γε

jσ). (6.13)

Здесь j, k = 1, . . . , N, σ = 1, 2, µ = 1, . . . ,m, s = 0, . . . , Sjσk;

Pj(y, D), Bjσµks(y, D)

суть линейные дифференциальные операторы порядков 2m и mjσµ (l + 2m −
mjσµ > 1) соответственно с переменными коэффициентами класса C∞:

Pj(y, D) =
∑

|α|62m

pjα(y)Dα
y , Bjσµks(y,D) =

∑

|α|6mjσµ

bjσµksα(y)Dα
y ;

Gjσks — оператор поворота на угол ωjσks и гомотетии с коэффициентом χjσks > 0,

причем |(−1)σbj +ωjσks| < bk, если (k, s) 6= (j, 0) (см. замечание 6.1), и ωjσj0 = 0,

χjσj0 = 1 (т. е. Gjσj0y ≡ y).

Очевидно также, что

bjσµksα(y) = 0 при |y| > ε0, (k, s) 6= (j, 0). (6.14)

В главах II–VI будем использовать обозначения

d1 = min{χjσks}/2, d2 = 2 max{χjσks}. (6.15)
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Продолжим коэффициенты операторов Pj(y, D) и Bjσµ(y, D) в R2 так, чтобы

получились гладкие функции с компактным носителем. Рассмотрим оператор

L : W l+2m(K) →W l(K, γ), заданный формулой

LU = {Pj(y, D)Uj, Bjσµ(y,D)U |γjσ
},

где W l+2m(K) и W l(K, γ) — пространства, определенные в п. 5.2. Оператор L

соответствует задаче (6.12), (6.13).

Обозначим через Pj(D) и Bjσµks(D) главные однородные части операторов

Pj(0, D) и Bjσµks(0, D) соответственно. Наряду с задачей (6.12), (6.13) будем

изучать модельную нелокальную задачу

Pj(D)Uj = fj(y) (y ∈ Kj), (6.16)

Bjσµ(D)U ≡
∑

k,s

(Bjσµks(D)Uk)(Gjσksy)|γjσ
= fjσµ(y) (y ∈ γjσ). (6.17)

Рассмотрим оператор L : W l+2m(K) →W l(K, γ), заданный формулой

LU = {Pj(D)Uj, Bjσµ(D)U |γjσ
}

и соответствующий задаче (6.16), (6.17) в пространствах Соболева.

Запишем операторы Pj(D) и Bjσµks(D) в полярных координатах следующим

образом: Pj(D) = r−2mP̃j(ω, Dω, rDr), Bjσµks(D) = r−mjσµB̃jσµks(ω,Dω, rDr), где

Dω = −i∂/∂ω, Dr = −i∂/∂r. Рассмотрим оператор (аналитическую оператор-

функцию, зависящую от параметра λ ∈ C) L̃(λ) : W l+2m(−ω, ω) → W l[−ω, ω],

заданный формулой

L̃(λ)ϕ = {P̃j(ω, Dω, λ)ϕj, B̃jσµ(ω,Dω, λ)ϕ}, (6.18)

где B̃jσµ(ω,Dω, λ)ϕ =
∑
k,s

(χjσks)
iλ−mjσµB̃jσµks(ω,Dω, λ)ϕk(ω + ωjσks)|ω=(−1)σωj

, а

пространства W l+2m(−ω, ω) и W l[−ω, ω] введены в п. 5.2.

Основные определения и факты касательно собственных значений и соб-

ственных и присоединенных векторов аналитических оператор-функций можно

найти в [12]. В дальнейшем для нас будет принципиально, что спектр операто-

ра L̃(λ) дискретный, а именно справедлива следующая лемма.

Лемма 6.1 (см. лемму 2.1 в [62]). Для любого λ ∈ C оператор L̃(λ) фредголь-
мов и ind L̃(λ) = 0.

Спектр оператора L̃(λ) дискретный. Для любых чисел c1 < c2 полоса
c1 < Im λ < c2 содержит не более конечного числа собственных значений
оператора L̃(λ).
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7. Нелокальные задачи в плоских углах
в пространствах Соболева

7.1. Построение «решения» в случае отсутствия собственных
значений оператора L̃(λ) на прямой Im λ = 1− l − 2m

В этом пункте считаем выполненным следующее условие.

Условие 7.1. Прямая Im λ = 1 − l − 2m не содержит собственных значений
оператора L̃(λ).

Рассмотрим операторы

Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

Bjσµ(D)U ≡ Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

(∑

k,s

(Bjσµks(D)Uk)(Gjσksy)

)
,

где τjσ — единичный вектор, сонаправленный с лучом γjσ. Используя правило

дифференцирования сложной функции, запишем

Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

Bjσµ(D)U ≡
∑

k,s

(B̂jσµks(D)Uk)(Gjσksy), (7.1)

где B̂jσµks(D) — однородные дифференциальные операторы порядка l + 2m− 1 с

постоянными коэффициентами. В частности,

B̂jσµj0(D) = Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

Bjσµj0(D),

так как Gjσj0y ≡ y. Формально заменяя нелокальные операторы в (7.1) на соот-

ветствующие локальные операторы, введем операторы

B̂jσµ(D)U ≡
∑

k,s

B̂jσµks(D)Uk(y). (7.2)

Если l > 1, то наряду с системой (7.2) рассмотрим операторы

DξPj(D)Uj(y), |ξ| = l − 1. (7.3)

Система операторов (7.2) и (7.3) играет существенную роль в доказательстве

следующей леммы, позволяющей сводить задачи в пространствах Соболева к

задачам в весовых пространствах.
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Лемма 7.1. Пусть выполнено условие 7.1. Тогда существует такой линейный
ограниченный оператор

A : {f ∈ S l(K, γ) : supp f ⊂ O1(0)} → S l+2m(K),

что для любой функции f = {fj, fjσµ} ∈ D(A) функция V = Af удовлетворя-
ет следующим условиям: V = 0 при |y| > 1,

‖LV − f‖Hl
0(K) 6 c‖f‖Wl(K,γ), (7.4)

‖V ‖Hl+2m
a (K) 6 ca‖f‖Wl(K,γ) ∀a > 0. (7.5)

Доказательство. 1. Введем оператор

fjσµ 7→ Φjσµ, (7.6)

ставящий в соответствие функции fjσµ ∈ W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ) ее продолжение

Φjσµ ∈ W l+2m−mjσµ(R2) на R2, такое, что Φjσµ = 0 при |y| > 2. Рассмотрим

также такое продолжение функции fj из Kj на R2, что продолженная функция

(которую также обозначим fj) равна нулю при |y| > 2. Соответствующие опера-

торы продолжения можно выбрать линейными и ограниченными (см. [67, гл. 6,

§ 3]).

Рассмотрим следующую линейную алгебраическую систему относительно

всех частных производных DαWj, |α| = l + 2m− 1, j = 1, . . . , N :

B̂jσµ(D)W = Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

Φjσµ, (7.7)

DξPj(D)Wj = Dξfj (7.8)

(j = 1, . . . , N , σ = 1, 2, µ = 1, . . . , m, |ξ| = l−1). Каждый из операторов B̂jσµ(D),

заданных формулой (7.2), есть сумма «локальных» операторов, поэтому систе-

му (7.7), (7.8) можно рассматривать как алгебраическую. Предположим, что

система (7.7), (7.8) имеет единственное решение для любой правой части. Обо-

значим через Wjα решение системы (7.7), (7.8). Очевидно, что Wjα ∈ W 1(R2) и

Wjα = 0 при |y| > 2. В силу леммы 4.17 в [36] существует линейный ограни-

ченный оператор

{Wjα}|α|=l+2m−1 7→ Vj, (7.9)

ставящий в соответствие системе {Wjα}|α|=l+2m−1 ∈ ∏
|α|=l+2m−1

W 1(R2) такую

функцию Vj ∈ W l+2m(R2), что Vj(y) = 0 при |y| > 1 и

DαVj|y=0 = 0, |α| 6 l + 2m− 2, (7.10)
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DαVj −Wjα ∈ H1
0 (R2), |α| = l + 2m− 1. (7.11)

2. Покажем, что функция V = (V1, . . . , VN) искомая. Неравенство (7.5) сле-

дует из соотношений (7.10), леммы 5.2 и ограниченности оператора (7.9).

Докажем (7.4). Так как функции Wjα представляют из себя решение алгеб-

раической системы (7.7), (7.8), а функции Vj удовлетворяют (7.11), то

B̂jσµ(D)V −Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

Φjσµ ∈ H1
0 (R2), (7.12)

Dl−1(Pj(D)Vj − fj) ∈ H1
0 (R2). (7.13)

Далее, из (7.10) и (5.6) получаем

Dα(Pj(D)Vj − fj)|y=0 = 0, |α| 6 l − 2.

Комбинируя эти равенства с соотношениями (7.13) и леммой 5.2, видим, что

{Pj(D)Vj − fj} ∈ Hl
0(K).

Теперь покажем, что

{Bjσµ(D)V − fjσµ} ∈ Hl+2m−m−1/2
0 (γ). (7.14)

Для этого перейдем в (7.12) от «локальных» операторов B̂jσµ(D) обратно к

нелокальным D
l+2m−mjσµ−1
τjσ Bjσµ(D). Используя лемму 5.7, из (7.12) получим

Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

(Bjσµ(D)V − Φjσµ) ∈ H1
0 (R2). (7.15)

Из (7.15) и леммы 4.18 в [36] получаем

∞∫

0

r−1
∣∣∣Dl+2m−mjσµ−1

τjσ
(Bjσµ(D)V − fjσµ)

∣∣∣
2

dr 6

6 k1

∥∥∥Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

(Bjσµ(D)V − Φjσµ)
∥∥∥

2

H1
0 (Kj)

. (7.16)

Из неравенств (7.16), соотношений (5.6) и (7.10) и леммы 4.7 в [36] следует,

что

∞∫

0

r1−2(l+2m−mjσµ)|Bjσµ(D)V − fjσµ|2dr 6

6 k2

∥∥∥Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

(Bjσµ(D)V − Φjσµ)
∥∥∥

2

H1
0 (Kj)

. (7.17)
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Комбинируя это неравенство с включением

{Bjσµ(D)V − fjσµ} ∈ W l+2m−m−1/2(γ),

из (7.17) и леммы 4.16 в [36] получаем (7.14). Используя ограниченность опе-

раторов (7.6) и (7.9), нетрудно также доказать оценку (7.4).

3. Осталось показать, что система (7.7), (7.8) имеет единственное решение

для любой правой части. Очевидно, эта система состоит из (l + 2m)N уравне-

ний относительно (l+2m)N неизвестных. Следовательно, достаточно показать,

что соответствующая система с нулевой правой частью имеет только тривиаль-

ное решение. Предположим противное: существует такой нетривиальный набор

чисел {qjα} (j = 1, . . . , N , |α| = l + 2m − 1), что после подстановки в левую

часть системы (7.7), (7.8) чисел qjα вместо DαWj, ее правые части обратятся

в ноль. Рассмотрим однородный полином Qj(y) степени l + 2m − 1 такой, что

DαQj(y) ≡ qjα. Тогда Pj(D)Qj(y) ≡ 0 (так как DξPj(D)Qj(y) ≡ 0 для всех

|ξ| = l − 1) и

B̂jσµ(D)Q(y) ≡
∑

k,s

B̂jσµks(D)Qk(y) ≡ 0
(
Q = (Q1, . . . , QN)

)
. (7.18)

Заметим, что B̂jσµks(D)Qk(y) ≡ const, а операторы Gjσks переводят константу

в себя. Следовательно, наряду с (7.18) имеем

Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

(Bjσµ(D)Q(y)
) ≡

∑

k,s

(B̂jσµks(D)Qk)(Gjσksy) ≡ 0. (7.19)

Так как Bjσµ(D)Q — однородный полином степени l + 2m −mjσµ − 1, то в си-

лу (7.19) Bjσµ(D)Q|γjσ
≡ 0. Таким образом, видим, что вектор-функция Q =

(Q1, . . . , QN) есть решение задачи (6.16), (6.17) с нулевой правой частью. Сле-

довательно,

P̃j(ω, Dω, rDr)
(
rl+2m−1Q̃j(ω)

) ≡ 0,∑

k,s

(χjσks)
(l+2m−1)−mjσµB̃jσµks(ω, Dω, rDr)

(
rl+2m−1Q̃k(ω + ωjσks)

)|ω=(−1)σωj
≡ 0,

(7.20)

где Qj(y) ≡ rl+2m−1Q̃j(ω). Однако тождества (7.20) означают, что

L̃(−i(l + 2m− 1))Q̃(ω) ≡ 0,

где Q̃ = (Q̃1, . . . , Q̃N). Это противоречит предположению о том, что прямая

Im λ = 1− l − 2m не содержит собственных значений оператора L̃(λ).
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Следствие 7.1. Построенная в лемме 7.1 функция V удовлетворяет неравен-
ству

‖LV − f‖Hl
0(K) 6 c‖f‖Wl(K,γ). (7.21)

Доказательство. В силу неравенства (7.4), достаточно оценить разности

(Pj(y,D)− Pj(D))Vj, (Bjσµ(y, D)− Bjσµ(D))V.

Первая из этих разностей содержит слагаемые вида

(
aα(y)− aα(0)

)
DαVj (|α| = 2m), aβ(y)DβVj (|β| 6 2m− 1),

где aα и aβ — бесконечно дифференцируемые функции. Зафиксируем число a,

0 < a < 1. Учитывая, что V = 0 при |y| > 1, и используя лемму 5.5 и неравен-

ство (7.5), получим

‖(aα(y)− aα(0)
)
DαVj‖Hl

0(Kj)
6 k1‖

(
aα(y)− aα(0)

)
DαVj‖Hl

a−1(Kj)
6

6 k2‖DαVj‖Hl
a(Kj) 6 k3‖f‖Wl(K,γ).

Аналогично, пользуясь определение весовых пространств и неравенством (7.5),

получим

‖aβ(y)DβVj‖Hl
0(Kj)

6 k4‖aβ(y)DβVj‖Hl+1
a (Kj)

6 k5‖Vj‖Hl+2m
a (Kj)

6 k6‖f‖Wl(K,γ).

Похожим образом оценивается выражение (Bjσµ(y,D)− Bjσµ(D))V .

7.2. Пространства Ŝ l(K, γ)

Рассмотрим ситуацию, когда прямая Im λ = 1 − l − 2m содержит собственные

значения оператора L̃(λ). Пусть λ0 — одно из таких собственных значений.

Определение 7.1. Будем говорить, что λ0 — правильное собственное значение
оператора L̃(λ), если

1. ни один из собственных векторов ϕ(ω) = (ϕ1(ω), . . . , ϕN(ω)), соответству-

ющих λ0, не имеет присоединенных,

2. для любого собственного вектора ϕ(ω) = (ϕ1(ω), . . . , ϕN(ω)), соответству-

ющего λ0, функции riλ0ϕj(ω), j = 1, . . . , N , являются полиномами по пе-

ременным y1, y2.

Собственное значение λ0, не являющееся правильным, будем называть непра-
вильным собственным значением.
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Замечание 7.1. Понятие правильного собственного значения впервые было вве-

дено В. А. Кондратьевым [36] для «локальных» эллиптических краевых задач

в областях с угловыми или коническими точками на границе.

Очевидно, если λ0 — правильное собственное значение, то Re λ0 = 0. Следо-

вательно, прямая Im λ = 1−l−2m может содержать не более одного правильно-

го собственного значения. При этом функции riλ0ϕj(ω) являются однородными
полиномами степени iλ0.

В пп. 7.2–7.4 будем считать выполненным следующее условие.

Условие 7.2. Прямая Im λ = 1− l− 2m содержит единственное собственное
значение λ0 = i(1− l − 2m), и это собственное значение правильное.

При выполнении этого условия заключение леммы 7.1 уже неверно, так

как алгебраическая система (7.7), (7.8) может не иметь решения для некоторой

правой части, а система операторов (7.2), (7.3) уже не является линейно незави-

симой. Действительно пусть ϕ(ω) = (ϕ1(ω), . . . , ϕN(ω)) — собственный вектор,

отвечающий правильному собственному значению λ0 = i(1 − l − 2m). Тогда по

определению правильного собственного значения функция Qj(y) = rl+2m−1ϕj(ω)

есть однородный полином степени l + 2m − 1 по переменным y = (y1, y2). По-

вторяя рассуждения части 3 в доказательстве леммы 7.1, видим, что после

подстановки в левую часть системы (7.7), (7.8) чисел qjα = DαQj вместо DαWj

ее правая часть обращается в ноль. Следовательно, система (7.2), (7.3) линейно

зависима.

В этом случае, вместо пространств S l(K, γ), мы будем использовать про-

странства Ŝ l(K, γ) (определенные ниже). Отметим, что множество Ŝ l(K, γ) не

будет замкнуто в топологии пространства W l(K, γ).

Выберем из системы (7.2), состоящей из однородных дифференциальных

операторов порядка l + 2m− 1, максимальное число линейно независимых опе-

раторов и обозначим их

B̂j′σ′µ′(D)U. (7.22)

Любой оператор B̂jσµ(D), не вошедший в систему (7.22), представим в виде

B̂jσµ(D)U =
∑

j′,σ′,µ′
βj′σ′µ′

jσµ B̂j′σ′µ′(D)U, (7.23)

где βj′σ′µ′
jσµ — некоторые константы.
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Рассмотрим функции f = {fj, fjσµ} ∈ W l(K, γ), удовлетворяющие условиям

Tjσµf ≡ Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

Φjσµ −
∑

j′,σ′,µ′
βj′σ′µ′

jσµ D
l+2m−mj′σ′µ′−1
τj′σ′ Φj′σ′µ′ ∈ H1

0 (R2). (7.24)

Здесь индексы j′, σ′, µ′ соответствуют операторам (7.22), а индексы j, σ, µ — опе-

раторам из системы (7.2), не вошедшим в систему (7.22); Φjσµ — некоторые фик-

сированные продолжения функций fjσµ to R2, определяемые оператором (7.6);

βj′σ′µ′
jσµ — константы из соотношения (7.23). Если система (7.2) линейно незави-

сима, то множество условий (7.24) пусто.

Заметим, что выполнение условий (7.24) не зависит от выбора продолже-

ния функций fjσµ в R2. Действительно, пусть Φ̂jσµ — некоторое продолжение,

отличное от Φjσµ. Тогда (Φjσµ − Φ̂jσµ)|γjσ
= 0; следовательно, по теореме 4.8

в [36]

Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

(Φjσµ − Φ̂jσµ) ∈ H1
0 (R2).

Теперь дополним систему (7.22) дифференциальными операторами порядка

l+2m−1 из системы (7.3) таким образом, чтобы получившаяся система состояла

из линейно независимых операторов

B̂j′σ′µ′(D)U, Dξ′Pj′(D)Uj′ (7.25)

и любой оператор DξPj(D)Uj, не вошедший в (7.25), был представим в виде

DξPj(D)Uj =
∑

j′,σ′,µ′
pj′σ′µ′

jξ B̂j′σ′µ′(D)U +
∑

j′,ξ′
pj′ξ′

jξ Dξ′Pj′(D)Uj′ , (7.26)

где pj′,σ′,µ′
jξ и pj′,ξ′

jξ — некоторые константы.

Продолжим компоненты fj ∈ W l(Kj) вектора f на все R2. Продолженные

функции также обозначим через fj ∈ W l(R2). Рассмотрим функции f , удовле-

творяющие условиям

Tjξf ≡ Dξfj −
∑

j′,σ′,µ′
pj′σ′µ′

jξ D
l+2m−mj′σ′µ′−1
τj′σ′ Φj′σ′µ′ −

∑

j′,ξ′
pj′ξ′

jξ Dξ′fj′ ∈ H1
0 (R2). (7.27)

Здесь индексы j′, σ′, µ′ и j′, ξ′ соответствуют операторам (7.25), а индексы

j, ξ соответствуют операторам из системы (7.3), не вошедшим в (7.25); pj′σ′µ′
jξ

и pj′ξ′
jξ — константы из соотношений (7.26). Аналогично предыдущему можно

показать, что выполнение условий (7.27) не зависит от выбора продолжения

функций fj и fjσµ в R2.
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Заметим, что множество условий (7.27) пусто, если либо l = 0, либо l > 1 и

система (7.25) содержит все операторы из (7.3).

Введем аналог множества S l(K, γ) в случае, когда выполнено условие 7.2.

Обозначим через Ŝ l(K, γ) множество функций f ∈ W l(K, γ), удовлетворяющих

условиям (5.6), (5.7), (7.24) и (7.27). Пространство Ŝ l(K, γ) с нормой

‖f‖Ŝl(K,γ) =
(
‖f‖2

Wl(K,γ) +
∑
j,σ,µ

‖Tjσµf‖2
H1

0 (R2) +
∑

j,ξ

‖Tjξf‖2
H1

0 (R2)

)1/2

(7.28)

является полным. (В определении нормы (7.28) индексы j, σ, µ и j, ξ соответ-

ствуют операторам, не вошедшим в систему (7.25).) Введем также пространство

Ŝ l+2m−m−1/2(γ) = {f ′ ∈ W l+2m−m−1/2(γ) : (0, f ′) ∈ Ŝ l(K, γ)}.

Очевидно, имеют место вложения

Ŝ l+2m−m−1/2(γ) ⊂ S l+2m−m−1/2(γ) ⊂ W l+2m−m−1/2(γ),

Ŝ l(K, γ) ⊂ S l(K, γ) ⊂ W l(K, γ).
(7.29)

Докажем некоторые важные свойства пространства Ŝ l(K, γ). Следующая

лемма показывает, что если функция U ∈ W l+2m(K) с компактным носителем

удовлетворяет конечному числу условий ортогональности вида

DαU |y=0 = 0, |α| 6 l + 2m− 2, (7.30)

то правая часть соответствующей нелокальной задачи принадлежит Ŝ l(K, γ).

Лемма 7.2. Пусть выполнено условие 7.2. Предположим, что U ∈ S l+2m(K)

и supp U ⊂ Oεd1(0) (число d1 определено в (6.15)). Тогда

‖LU‖Ŝl(K,γ) 6 c‖U‖Wl+2m(K), ‖LU‖Ŝl(K,γ) 6 c‖U‖Wl+2m(K). (7.31)

Доказательство. 1. Положим f = {fj, fjσµ} = LU . Из предположений леммы

следует, что f ∈ W l(K, γ), supp f ⊂ Oε(0) и функции fj и fjσµ удовлетворяют

соотношениям (5.6) и (5.7) соответственно.

Обозначим через Φjσµ ∈ W l+2m−mjσµ(R2) продолжение функции fjσµ, опре-

деляемое оператором (7.6). Покажем, что

B̂jσµ(D)U −Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

Φjσµ ∈ H1
0 (R2). (7.32)
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По лемме 5.7 B̂jσµ(D)U −D
l+2m−mjσµ−1
τjσ Bjσµ(D)U ∈ H1

0 (R2); таким образом, для

доказательства (7.32) достаточно показать, что

Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

(Bjσµ(D)U − Φjσµ) ∈ H1
0 (R2). (7.33)

Но

Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

(Bjσµ(D)U − Φjσµ) ∈ W 1(R2),

Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

(Bjσµ(D)U − Φjσµ)|γjσ
= 0;

поэтому соотношения (7.33) следуют из леммы 4.8 в [36]. Соотношение (7.32)

доказано.

Операторы B̂jσµ(D)U удовлетворяют соотношениям (7.23); следовательно, в

силу (7.32) функции Φjσµ удовлетворяют соотношениям (7.24).

Аналогично из (7.32), равенств Pj(D)Uj − fj = 0 и соотношений (7.26)

вытекает, что функция f удовлетворяет соотношениям (7.27). Следователь-

но, f ∈ Ŝ l(K, γ), и, как нетрудно проверить, справедливо первое неравенство

в (7.31).

2. Теперь для доказательства того, что LU ∈ Ŝ l(K, γ), достаточно показать,

что

Dl−1
(
Pj(y,D)− Pj(D)

)
Uj ∈ H1

0 (R2),

Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

(
Bjσµ(y, D)U − Bjσµ(D)U

) ∈ H1
0 (R2),

где Uj ∈ W l+2m(R2) — продолжение функции Uj ∈ W l+2m(Kj) в R2 (которое

также обозначим через Uj). Эти выражения состоят из слагаемых вида

(
aα(y)− aα(0)

)
DαUj (|α| = l + 2m− 1), aβ(y)DβUj (|β| 6 l + 2m− 2),

где aα и aβ — бесконечно дифференцируемые функции.

Так как Uj ∈ W l+2m(R2), то DαUj ∈ H1
1 (R2). Отсюда и из леммы 5.5 выте-

кает, что
(
aα(y)− aα(0)

)
DαUj ∈ H1

0 (R2).

Функция aβDβUj (|β| 6 l + 2m− 2) принадлежит W 2(R2). Отсюда, из соот-

ношений (7.30) и леммы 5.2, следует, что aβDβUj ∈ H2
a(R2) ⊂ H1

a−1(R2), a > 0.

Пусть 0 < a < 1; тогда в силу компактности носителя функций Uj получаем

aβDβUj ∈ H1
0 (R2). При этом, как нетрудно проверить, выполнено также второе

неравенство в (7.31).

Следующая лемма показывает, что множество Ŝ l(K, γ) незамкнуто в топо-

логии пространства W l(K, γ).
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Лемма 7.3. Пусть выполнено условие 7.2. Тогда существует такое семей-
ство функций f δ ∈ Ŝ l(K, γ), δ > 0, что supp f δ ⊂ Oε(0) и f δ сходится в
W l(K, γ) к функции f 0 /∈ Ŝ l(K, γ) при δ → 0.

Доказательство. 1. Как показано выше, если число λ0 = i(1 − l − 2m) — пра-

вильное собственное значение оператора L̃(λ), то система (7.2), (7.3) линейно

зависима. Возможны следующие два случая: либо (a) система (7.2) линейно

зависима, либо (b) система (7.2) линейно независима, но система (7.2), (7.3)

линейно зависима.

2. Вначале предположим, что система (7.2) линейно зависима. Тогда множе-

ство условий (7.24) непусто. В этом случае для некоторых j, σ, µ норма (7.28)

содержит соответствующее слагаемое ‖Tjσµf‖H1
0 (R2). Зафиксируем такие j, σ, µ.

Без ограничения общности предположим, что γjσ совпадает с осью Oy1. Введем

функции f δ = {0, f δ
j1σ1µ1

} (0 6 δ 6 1) такие, что f δ
j1σ1µ1

= 0 для (j1, σ1, µ1) 6=
(j, σ, µ) и f δ

jσµ(y1) = ψ(y1)y
l+2m−mjσµ−1+δ
1 , где ψ ∈ C∞

0

(
[0,∞)

)
, ψ(y1) = 1 при

0 6 y1 6 ε/2 и ψ(y1) = 0 при y1 > 2ε/3. Очевидно,

Φ̂δ
jσµ(y) = ψ(r)y

l+2m−mjσµ−1
1 rδ

есть продолжение функции f δ
jσµ в R2. Более того, оператор продолжения, за-

данный на функциях f δ
jσµ (0 6 δ 6 1), есть ограниченный оператор из про-

странства W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ) в пространство W l+2m−mjσµ(R2). Это следует из

оценок ‖f δ
jσµ‖W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ)

> c1 и ‖Φ̂δ
jσµ‖W l+2m−mjσµ (R2) 6 c2, где c1, c2 > 0 не

зависят от 0 6 δ 6 1.

Таким образом, для 0 < δ 6 1 имеем

‖f δ‖2
Wl(K,γ) = ‖f δ

jσµ‖2

W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ)
,

‖f δ‖2
Ŝl(K,γ)

≈ ‖f δ
jσµ‖2

W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ)
+

∥∥∥Dl+2m−mjσµ−1
y1

Φ̂δ
jσµ

∥∥∥
2

H1
0 (R2)

(7.34)

(непосредственные вычисления показывают, что для δ > 0 нормы (7.34) конеч-

ны). Здесь символ «≈» означает, что соответствующие нормы эквивалентны.

Далее, непосредственно проверяется, что Φ̂δ
jσµ → Φ̂0

jσµ в W l+2m−mjσµ(R2) при

δ → 0. Следовательно, f δ
jσµ → f 0

jσµ в W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ) при δ → 0. Однако со-

ответствующая функция f 0 = {0, f 0
jσµ} не принадлежит Ŝ l(K, γ). Действитель-

но, предположим противное. Тогда в силу (7.34) D
l+2m−mjσµ−1
y1 Φ̂0

jσµ ∈ H1
0 (R2),

что неверно, так как функция D
l+2m−mjσµ−1
y1 Φ̂0

jσµ равна ненулевой константе

вблизи начала координат.
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3. Теперь предположим, что система (7.2) линейна независима. Тогда си-

стема (7.2), (7.3) линейно зависима. В этом случае условия (7.24) отсутству-

ют, но множество условий (7.27) непусто. Следовательно, для некоторых j, ξ

норма (7.28) содержит соответствующее слагаемое ‖Tjξf‖H1
0 (R2). Зафиксируем

указанные j, ξ и введем функции f δ = {f δ
j1

, 0} (0 6 δ 6 1) такие, что f δ
j1

= 0 для

j1 6= j и f δ
j = ψ(r)yξrδ. Непосредственно проверяется, что f δ

j → f 0
j в W l(R2)

при δ → 0, но f 0 = {f 0
j , f 0

jσµ} /∈ Ŝ l(K, γ), так как Dξf 0
j /∈ H1

0 (R2).

7.3. Построение «решения» в случае правильного собственного
значения оператора L̃(λ) на прямой Im λ = 1− l − 2m

Докажем аналог леммы 7.1 в случае выполнения условия 7.2.

Лемма 7.4. Пусть выполнено условие 7.2. Тогда существует такой ограни-
ченный оператор

Â : {f ∈ Ŝ l(K, γ) : supp f ⊂ O1(0)} → S l+2m(K),

что для любых f = {fj, fjσµ} ∈ D(Â) функция V = Âf удовлетворяет следу-
ющим условиям: V = 0 при |y| > 1,

‖LV − f‖Hl
0(K) 6 c‖f‖Ŝl(K,γ) (7.35)

и имеет место неравенство (7.5).

Доказательство. 1. Аналогично доказательству леммы 7.1 рассмотрим следу-

ющую алгебраическую систему относительно всех частных производных DαWj,

|α| = l + 2m− 1, j = 1, . . . , N :

B̂j′σ′µ′(D)W = D
l+2m−mj′σ′µ′−1
τj′σ′ Φj′σ′µ′ ,

Dξ′Pj′(D)Wj′ = Dξ′fj′ ,
(7.36)

где Φj′σ′µ′ и fj′ — продолжения функций fj′σ′µ′ и fj′ в R2, описанные в до-

казательстве леммы 7.1. Теперь левая часть системы (7.36) содержит только

операторы, вошедшие в систему (7.25). Матрица системы (7.36) состоит из

(l+2m)N столбцов и q (q < (l+2m)N) линейно независимых строк. Выбирая q

линейно независимых столбцов и полагая неизвестные DαWj, соответствую-

щие оставшимся (l + 2m)N − q столбцам, равными нулю, получим систему q
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уравнений относительно q неизвестных, которая имеет единственное решение.

Таким образом, мы определили линейный ограниченный оператор

(W 1(R2))q 3
{

D
l+2m−mj′σ′µ′−1
τj′σ′ Φj′σ′µ′ , Dξ′fj′

}
7→

7→ {DαWj} ≡ {Wjα} ∈ (W 1(R2))(l+2m)N , (7.37)

причем Wjα(y) = 0 при |y| > 2. Используя функции DαWj и оператор (7.9), по-

лучим функции Vj, j = 1, . . . , N , удовлетворяющие соотношениям (7.10) и (7.11).

Покажем, что функция V = (V1, . . . , VN) искомая.

2. Аналогично доказательству леммы 7.1 доказывается оценка (7.5) для

всех функций V . Докажем неравенство (7.35). Так как {Wjα}— решение си-

стемы (7.36) и функции Vj удовлетворяют условиям (7.11), то

B̂j′σ′µ′(D)V −D
l+2m−mj′σ′µ′−1
τj′σ′ Φj′σ′µ′ ∈ H1

0 (R2), (7.38)

Dξ′(Pj′(D)Vj′ − fj′) ∈ H1
0 (R2). (7.39)

Рассмотрим произвольный оператор B̂jσµ(D), не вошедший в систему (7.25).

Используя (7.23), имеем

B̂jσµ(D)V −Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

Φjσµ =

=
∑

j′,σ′,µ′
βj′σ′µ′

jσµ

(
B̂j′σ′µ′(D)V −D

l+2m−mj′σ′µ′−1
τj′σ′ Φj′σ′µ′

)
+

+
∑

j′,σ′,µ′
βj′σ′µ′

jσµ D
l+2m−mj′σ′µ′−1
τj′σ′ Φj′σ′µ′ −Dl+2m−mjσµ−1

τjσ
Φjσµ. (7.40)

Но f ∈ Ŝ l(K, γ); следовательно, выполнены условия (7.24). Отсюда и из соот-

ношений (7.38) и (7.40) вытекает, что для всех j, σ, µ имеют место соотношения

B̂jσµ(D)V −Dl+2m−mjσµ−1
τjσ

Φjσµ ∈ H1
0 (R2). (7.41)

Аналогично рассматриваются операторы DξPj(D), которые не вошли в систе-

му (7.25). При помощи соотношений (7.23) и (7.24), (7.26) и (7.27), а так-

же (7.38) и (7.39) доказываются соотношения

Dξ(Pj(D)Vj − fj) ∈ H1
0 (R2) (7.42)

для всех j, ξ.

Из (7.41) и (7.42), повторяя рассуждения из доказательства леммы 7.1, по-

лучаем оценку (7.35).
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Аналогично следствию 7.1 можно доказать следующее следствие леммы 7.4.

Следствие 7.2. Построенная в лемме 7.4 функция V удовлетворяет нера-
венству

‖LV − f‖Hl
0(K) 6 c‖f‖Ŝl(K,γ). (7.43)

Рассмотрим ограниченный оператор La : Hl+2m
a (K) → Hl

a(K, γ), заданный

формулой

LaU = {Pj(D)Uj, Bjσµ(D)U}, (7.44)

где Hl+2m
a (K) и Hl

a(K, γ) — пространства, введенные в п. 5.3. Оператор La соот-

ветствует задаче (6.16), (6.17) в весовых пространствах. Из теоремы 2.1 в [62]

следует, что оператор La имеет ограниченный обратный тогда и только тогда,

когда прямая Im λ = a + 1− l− 2m не содержит собственных значений операто-

ра L̃(λ). Используя обратимость оператора La и следующую лемму, мы получим

решение задачи (6.16), (6.17) в пространствах Соболева.

Лемма 7.5. Пусть W ∈ Hl+2m
a (K) при некотором a > 0 и f = LaW ∈ Hl

0(K, γ).
Предположим, что замкнутая полоса 1− l−2m 6 Im λ 6 a+1− l−2m содер-
жит единственное собственное значение λ0 = i(1 − l − 2m) оператора L̃(λ)

и это собственное значение правильное. Тогда

‖Dl+2mW‖H0
0(K) 6 c‖f‖Hl

0(K,γ). (7.45)

Лемма 7.5 будет доказана в п. 7.4. Сейчас мы изучим разрешимость за-

дач (6.16), (6.17) и (6.12), (6.13).

Лемма 7.6. Пусть выполнено условие 7.2. Тогда для любой функции f ∈
Ŝ l(K, γ) такой, что supp f ⊂ Oε(0), существует такое решение U зада-
чи (6.16), (6.17), что U ∈ S l+2m(Kd) при любом d > 0 и выполнены неравен-
ства

‖U‖Wl+2m(Kd) 6 cd‖f‖Ŝl(K,γ), (7.46)

‖U‖Hl+2m−1
0 (Kd) 6 cd‖f‖Wl(K,γ). (7.47)

Доказательство. 1. Зафиксируем такое число a, 0 < a < 1, при котором в

полосе 1− l− 2m < Im λ 6 a + 1− l− 2m не содержится собственных значений

оператора L̃(λ). Существование такого числа a следует из дискретности спек-

тра оператора L̃(λ) (см. лемму 6.1). По определению пространства Ŝ l(K, γ) для
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функций f = {fj, fjσµ}, удовлетворяющих условию леммы, выполнены соотно-

шения (5.6) и (5.7). Поэтому, применяя лемму 5.2, имеем

‖f‖Hl
a(K,γ) 6 k1‖f‖Wl(K,γ). (7.48)

Рассмотрим функцию f −LV , где V = Âf ∈ W l+2m(K) ∩Hl+2m
a (K) — функ-

ция, определенная в лемме 7.4. В силу неравенств (7.5) и (7.48)

‖f − LV ‖Hl
a(K,γ) 6 k2‖f‖Wl(K,γ). (7.49)

Следовательно, функция f −LV ∈ Hl
a(K, γ) принадлежит области определения

оператора L−1
a . Обозначая W = L−1

a (f − LV ), видим, что U = V + W есть

решение задачи (6.16), (6.17).

2. Докажем неравенство (7.47). В силу ограниченности оператора L−1
a и

неравенства (7.49) имеем

‖W‖Hl+2m
a (K) 6 k3‖f‖Wl(K,γ). (7.50)

Теперь оценка (7.47) следует из неравенств (7.50) и (7.5) и ограниченности

вложения Hl+2m
a (K) ⊂ Hl+2m−1

0 (Kd).

3. Докажем (7.46). В силу ограниченности оператора

Â : Ŝ l(K, γ) →W l+2m(K)

и неравенства (7.50) достаточно оценить функции Dl+2mW . Из леммы 7.4 сле-

дует, что f −LV ∈ Hl
0(K, γ) и выполнена оценка (7.35). Следовательно, приме-

няя лемму 7.5 к функции W = L−1
a (f − LV ) и используя (7.35), получаем

‖Dl+2mW‖H0
0(K) 6 k4‖f − LV ‖Hl

0(K,γ) 6 k5‖f‖Ŝl(K,γ).

Так как H0
0 (Kj) = L2(Kj), то неравенство доказано (7.46).

7.4. Доказательство леммы 7.5

Вначале предположим, что W ∈
N∏

j=1

C∞
0 (Kj \ {0}). Тогда fj ∈ C∞

0 (Kj \ {0}) и

fjσµ ∈ C∞
0 (γjσ), где f = {fj, fjσµ} = LW . Обозначим через Wj(ω, r) и fj(ω, r)

функции Wj(y) и fj(y) соответственно, записанные в полярных координатах.

Через W̃j(ω, λ), f̃j(ω, λ) и f̃jσµ(λ) обозначим преобразования Фурье функций

Wj(ω, eτ ), e2mτfj(ω, eτ ) и emjσµτfjσµ(eτ ) по переменной τ . Положим f̃ = {f̃j, f̃jσµ}.
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Тогда λ 7→ f̃(λ) есть аналитическая функция во всей комплексной плоскости;

более того, в полосе |Im λ| 6 const при стремлении |Re λ| → ∞ эта функция

стремится к нулю, равномерно по ω и λ, быстрее любой степени |λ|.
Согласно лемме 2.1 в [62] существует такая конечно-мероморфная оператор-

функция R̃(λ), что R̃(λ) =
(L̃(λ)

)−1
для любого числа λ, не являющегося

собственным значением оператора L̃(λ). При этом если прямая Im λ = a + 1 −
l − 2m не содержит собственных значений оператора L̃(λ), то, как показано в

доказательстве теоремы 2.1 в [62], решение W представимо в виде

W (ω, eτ ) =

+∞+i(a+1−l−2m)∫

−∞+i(a+1−l−2m)

eiλτR̃(λ)f̃(λ) dλ. (7.51)

Рассмотрим произвольную производную Dl+2mW (y) порядка l + 2m функ-

ции W по переменным y1, y2. Запишем оператор Dl+2m в полярных коорди-

натах следующим образом: r−(l+2m)M̃(ω, Dω, rDr). После подстановки r = eτ

оператор Dl+2m примет вид e−(l+2m)τM̃(ω, Dω, Dτ ), где Dτ = −i∂/∂τ . Отсюда и

из (7.51) вытекает, что функция Dl+2mW (y) может быть получена из функции

e−(l+2m)τ

+∞+i(a+1−l−2m)∫

−∞+i(a+1−l−2m)

eiλτM̃(ω,Dω, λ)R̃(λ)f̃(λ) dλ (7.52)

при помощи подстановки τ = ln r и последующего перехода к декартовым коор-

динатам. Покажем, что оператор-функция M̃(ω, Dω, λ)R̃(λ) аналитична вблизи

точки λ0 = i(1− l − 2m). Так как λ0 — (правильное) собственное значение опе-

ратора L̃(λ), то согласно [12]

R̃(λ) =
A−1

λ− λ0

+ Γ(λ),

где Γ(λ) — аналитическая вблизи λ0 оператор-функция, а образ оператора A−1

совпадает с линейной оболочкой собственных векторов, соответствующих λ0.

Следовательно, для любой функции f̃ ∈ W l[−ω, ω] имеем

M̃(ω, Dω, λ)R̃(λ)f̃ =
M̃(ω,Dω, λ)A−1f̃

λ− λ0

+ M̃(ω, Dω, λ)Γ(λ)f̃ .

По определению правильного собственного значения функция rl+2m−1A−1f̃ пре-

дставляет из себя вектор Q(y) = (Q1(y), . . . , QN(y)), где Qj(y) — некоторые по-

линомы порядка l + 2m− 1 по переменным y1, y2. Следовательно,

M̃(ω,Dω, λ)A−1f̃ = r1−l−2mM̃(ω, Dω, rDr)(r
l+2m−1A−1f̃) = rDl+2mQ(y) = 0.
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Таким образом, оператор-функция M̃(ω, Dω, λ)R̃(λ) аналитична вблизи λ0 =

i(1− l− 2m), а значит, и в замкнутой полосе 1− l− 2m 6 Im λ 6 a + 1− l− 2m.

Далее, для |Im λ| 6 const норма ‖M̃(ω,Dω, λ)R̃(λ)‖Wl[−ω,ω]→W0(−ω,ω) при стре-

млении |Re λ| → ∞ растет не быстрее некоторой степени |λ| (см. лемму 2.1

в [62]), тогда как ‖f̃(λ)‖Wl[−ω,ω] стремится к нулю быстрее любой степени |λ|.
Следовательно, в (7.52) мы можем интегрировать по прямой Im λ = 1− l − 2m

вместо Im λ = a + 1− l − 2m. Таким образом, функция Dl+2mW (y) может быть

получена из функции

e−(l+2m)τ

+∞+i(1−l−2m)∫

−∞+i(1−l−2m)

eiλτM̃(ω,Dω, λ)R̃(λ)f̃(λ) dλ (7.53)

при помощи подстановки τ = ln r и последующего перехода к декартовым ко-

ординатам. Оценим норму функции Dl+2mW :

‖Dl+2mW‖2
H0

0(K) =
∑

j

∫

Kj

|Dl+2mWj|2dy =

=
∑

j

ωj∫

−ωj

dω

+∞∫

−∞

e−2(l+2m−1)τ

∣∣∣∣∣∣∣

+∞+i(1−l−2m)∫

−∞+i(1−l−2m)

eiλτM̃(ω,Dω, λ)R̃(λ)f̃(λ) dλ

∣∣∣∣∣∣∣

2

dτ.

Отсюда и из комплексного аналога равенства Парсеваля получаем

‖Dl+2mW‖2
H0

0(K) =

+∞+i(1−l−2m)∫

−∞+i(1−l−2m)

‖M̃(ω,Dω, λ)R̃(λ)f̃(λ)‖2
W0(−ω,ω)dλ. (7.54)

Оценим норму под знаком интеграла в правой части. Для этого введем эквива-

лентные нормы, зависящие от параметра λ 6= 0:

|||Ũj|||2W k(−ωj ,ωj)
= ‖Ũj‖2

W k(−ωj ,ωj)
+ |λ|2k‖Ũj‖2

L2(−ωj ,ωj)
,

|||f̃ |||2Wl[−ω,ω] =
∑

j

(
|||f̃j|||2W l(−ωj ,ωj)

+
∑
σ,µ

|λ|2(l+2m−mjσµ−1/2)|f̃jσµ|2
)

.

В силу интерполяционного неравенства (см. [1, гл. 1])

|λ|l+2m−k‖Ũj‖W k(−ωj ,ωj) 6 ck|||Ũj|||W l+2m(−ωj ,ωj), 0 < k < l + 2m,

и леммы 2.1 в [62] существует такая константа C > 0, что при всех λ ∈ C,

удовлетворяющих условиям Im λ = 1− l − 2m и |Re λ| > C, выполнена оценка

‖M̃(ω,Dω, λ)R̃(λ)f̃(λ)‖2
W0(−ω,ω) 6 k1|||f̃(λ)|||2Wl[−ω,ω]. (7.55)
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Так как оператор-функция M̃(ω,Dω, λ)R̃(λ) : W l[−ω, ω] → W0(−ω, ω) анали-

тична на отрезке {λ ∈ C : Im λ = 1− l− 2m, |Re λ| 6 C}, то неравенство (7.55)

имеет место на всей прямой Im λ = 1− l − 2m. Из (7.54) и (7.55) получаем

‖Dl+2mW‖2
H0

0(K) 6 k1

+∞+i(1−l−2m)∫

−∞+i(1−l−2m)

|||f̃(λ)|||2Wl[−ω,ω]dλ.

Отсюда и из неравенств (1.9) и (1.10) в [36] вытекает оценка (7.45). Так как

множество C∞
0 (Kj \ {0}) плотно в Hk

a (Kj) при любоых a и k, то оценка (7.45)

справедлива для всех W ∈ Hl+2m
a (K) и f ∈ Hl

0(K, γ).
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Глава III

Сильные решения
нелокальных эллиптических задач

в ограниченной области
в пространствах Соболева

8. Отсутствие собственных значений оператора L̃(λ)

на прямой Im λ = 1− l − 2m

В этом параграфе, используя результаты п. 7.1 (главы II), мы построим правый

регуляризатор для оператора

L = {P, B0
iµ + B1

iµ + B2
iµ} : W l+2m(G) →W l(G, ∂G),

см. п. 6.1 (главы II), соответствующего задаче (6.7), (6.8) в пространствах Собо-

лева. Из существования правого регуляризатора вытекает замкнутость образа

оператора L и конечномерность его коядра. Для доказательства конечномер-

ности ядра оператора L, мы сведем оператор L к оператору, действующему в

весовых пространствах и имеющему конечномерное ядро.

Обозначим Bk = {Bk
iµ}i,µ, k = 0, . . . , 2; B = B0 + B1 + B2, C = B0 + B1.

Наряду с оператором L = {P, B} рассмотрим ограниченные операторы

L0 = {P, B0} : W l+2m(G) →W l(G, ∂G),

L1 = {P, C} : W l+2m(G) →W l(G, ∂G).

Вначале изучим оператор L1 (т. е. предположим, что B2
iµ = 0); затем ис-

следуем оператор L в общем случае B2
iµ 6= 0. Всюду в этом параграфе считаем

выполненным условие 7.1.
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8.1. Построение правого регуляризатора в случае B2
iµ = 0

В этом пункте рассмотрим случай B2
iµ = 0, т. е. предположим, что носитель

нелокальных членов содержится вблизи множества K.

Положим δ = ε0/d1, где ε0 определяет диаметр носителя функции ζ (см.

формулы (6.4)), участвующей в определении нелокальных операторов B1
iµ, а

число d1 определено в (6.15). Рассмотрим функции ψ, ξ ∈ C∞
0 (R2) такие, что

0 6 ψ, ξ 6 1, ψ(y) = 1 при y ∈ Oδ(K), supp ψ ⊂ O2δ(K); ξ(y) = 1 при y ∈ O2δ(K),

supp ξ ⊂ O4δ(K).

Лемма 8.1. Пусть выполнено условие 7.1. Тогда для любого достаточно ма-
лого ε0 > 0 существуют такие ограниченные операторы

RK : S l(G, ∂G) → Sl+2m(G), MK,SK : S l(G, ∂G) → S l(G, ∂G),

что
L1RKf = ψf + MKf + SKf, (8.1)

‖MK‖ 6 c1ε0, ‖SK‖ 6 c2 и квадрат оператора SK компактный; более того,
оператор SK представим в виде SK = UK+FK, где ‖UK‖ 6 c3, а оператор FK
компактный; константы c1, c2, c3 > 0 не зависят от ε0.

Доказательство. Сделаем в окрестности множества K замену переменных

y → y′ из п. 6.1 и обозначим y′ снова через y. Функции ψ, ξ и f , записан-

ные в новых координатах, будем обозначать теми же символами.

В силу леммы 7.1 ψf − LA(ψf) ∈ Hl
0(K, γ). Следовательно,

L−1
0 (ψf − LA(ψf)) ∈ Hl+2m

0 (K),

где L0 : Hl+2m
0 (K) → Hl

0(K, γ) — оператор, заданный в (7.44) при a = 0. Поло-

жим

RKf = ξU, U = L−1
0 (ψf − LA(ψf)) +A(ψf).

Покажем, что оператор RK искомый. Используя ограниченность оператора

вложения Hl+2m
0 (K) ⊂ W l+2m(K), заданного на функциях с компактным носи-

телем, неравенство (7.4) и ограниченность оператора A, видим, что оператор RK
ограничен.

Докажем соотношение (8.1). Так как Pj(D)Uj = ψfj и ξψfj = ψfj, то

Pj(y,D)(ξUj)− ψfj = [Pj(y, D), ξ]Uj + ξ(y)
(
Pj(y, D)− Pj(D)

)
Uj, (8.2)
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где [·, ·] обозначает коммутатор. Отсюда, используя лемму 1.1, получаем

PRKf − ψf0 = (M0 + T0)f, (8.3)

где оператор M0 «малый» (т. е. ‖M0‖ 6 k1ε0), оператор T0 : S l(G, ∂G) → W l(G)

компактный, k1, k2, . . . > 0 не зависят от ε0.

Учитывая, что Bjσµ(D)U = ψfjσµ и ξψfjσµ = ψfjσµ, получаем

Bjσµ(y, D)(ξU)− ψfjσµ = [Bjσµ(y, D), ξ]U+

+ ξ(y)
(
Bjσµ(y,D)− Bjσµ(D)

)
U.

(8.4)

Пусть B(y) — произвольный коэффициент оператора Bjσµks(y, D), (k, s) 6=
(j, 0). В силу (6.14) и выбора функции ψ имеем

B(Gjσksy) = 0 при |y| > ε0/χjσks,

ξ(Gjσksy) = ξ(y) = 1 при |y| 6 ε0/χjσks.

Таким образом, для любой функции v

(Bvξ)(Gjσksy) ≡ ξ(y)(Bv)(Gjσksy). (8.5)

Очевидно, при (k, s) = (j, 0) равенство (8.5) также справедливо. Следовательно,

коммутатор в правой части формулы (8.4) не содержит старших производных

и, значит, является компактным оператором. Младшие производные из второго

слагаемого в правой части формулы (8.4) также образуют компактный опера-

тор. Рассмотрим произвольное слагаемое, содержащее старшую производную

порядка α, |α| = mjσµ, при (k, s) 6= (j, 0); оно имеет вид

ξ(y)
(
ζ(Gjσksy)b(Gjσksy)− b(0)

)
(DαU)(Gjσksy)|γjσ

=

= ξ(y)ζ(Gjσksy)
(
b(Gjσksy)− b(0)

)
(DαU)(Gjσksy)|γjσ

+

+ ξ(y)
(
ζ(Gjσksy)− 1

)
b(0)(DαU)(Gjσksy)|γjσ

, (8.6)

где b(y) — бесконечно гладкая функция. Используя лемму 1.1, первую разность

в правой части (8.6) можно представить в виде суммы «малого» и компакт-

ного операторов. Кроме того, если (k, s) = (j, 0), то вторая разность в правой

части (8.6) отсутствует. Таким образом,

(B0
iµ + B1

iµ)RKf − ψfiµ = (Miµ + Tiµ + Siµ)f, (8.7)
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где ‖Miµ‖ 6 k2ε0, оператор Tiµ компактный, а оператор Siµ состоит из слагае-

мых, каждое из которых в координатах y′ имеет вид

Sjσµf = ξ(y′)
(
ζ(Gjσksy

′)− 1
)
b(0)(DαU)(Gjσksy

′)|γjσ
, (k, s) 6= (j, 0).

Положим S = {0, Siµ}. Представление оператора S в виде S = UK + F, где

‖UK‖ 6 k3, а оператор F компактный, следует из леммы 1.1. Докажем, что

квадрат оператора {0, Sjσµ} : W l(K, γ) →W l(K, γ) компактный.

Обозначим Φ = {Φ0, Φjσµ} = {0, Sjσµf}, V = L−1
0 (ψΦ − LA(ψΦ)) + A(ψΦ).

Так как функция ζ имеет компактный носитель и равна единице вблизи начала

координат, то носитель функции ζ(Gjσksy
′) − 1 ограничен и отделен от начала

координат. Следовательно, используя теорему 4.3 в [39, гл. 2] (об априорной

оценке решений эллиптических уравнений) и учитывая, что Pj(D)Vj = ψΦ0 = 0,

получаем

‖SjσµΦ‖
W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ)

6 k4‖Vk‖W l+2m−1(Qk), (8.8)

где Qk — ограниченные области такие, что Qk ⊂ Kk. Из (8.8) и компакт-

ности вложения W l+2m(Qk) ⊂ W l+2m−1(Qk) вытекает компактность операто-

ра {0, Sjσµ}2, а значит, и оператора S2 = {0, Siµ}2. Отсюда и из соотноше-

ний (8.3) и (8.7) получаем утверждение леммы с операторами MK = {M0, Miµ},
SK = {T0, Tiµ}+ S и FK = {T0, Tiµ}+ F.

Лемма 8.2. Пусть выполнено условие 7.1. Тогда для достаточно малого ε0

существуют ограниченный оператор R1 : S l(G, ∂G) → Sl+2m(G) и компакт-
ный оператор T1 : S l(G, ∂G) → S l(G, ∂G) такие, что

L1R1 = I1 + T1, (8.9)

где I1 — единичный оператор в S l(G, ∂G).

Доказательство. 1. Согласно общей теории эллиптических краевых задач в

областях с гладкой границей (см., например, [8]) существуют такой ограничен-

ный оператор

R0 : W l(G, ∂G) → {u ∈ W l+2m(G) : supp u ⊂ G \ Oδ/2(K)} ⊂ Sl+2m(G)

и компактный оператор T0 : W l(G, ∂G) →W l(G, ∂G), что

L0R0(1− ψ)f = (1− ψ)f + T0f. (8.10)
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Для любой f ∈ S l(G, ∂G) положим R̂1f = RK(ψf) + R0(1 − ψ)f , где RK —

оператор, определенный в лемме 8.1. Тогда в силу леммы 8.1 и соотноше-

ния (8.10) имеем

L1R̂1f = f + MKf + (SK + T0)f + {0,B1R0(1− ψ)f}. (8.11)

Так как suppR0(1 − ψ)f ⊂ G \ Oε0(K), то из определения оператора B1

следует, что B1R0(1 − ψ)f = 0. Тогда из соотношения (8.11) и леммы 1.2

вытекает, что оператор L1R̂1 : S l(G, ∂G) → S l(G, ∂G) фредгольмов и, зна-

чит, имеет правый регуляризатор, т. е. существует ограниченный оператор

R′
1 : S l(G, ∂G) → S l(G, ∂G) и компактный оператор T1 : S l(G, ∂G) → S l(G, ∂G)

такие, что

L1R̂1R
′
1 = I1 + T1,

где I1 — единичный оператор в пространстве S l(G, ∂G). Обозначая R1 = R̂1R
′
1,

завершаем доказательство.

8.2. Построение правого регуляризатора в случае B2
iµ 6= 0

В этом пункте будем считать число ε0 фиксированным и рассмотрим оператор L

в случае B2
iµ 6= 0. Другими словами, предположим, что носитель нелокальных

членов содержится не только вблизи множества K, но и вне этого множества.

Пусть ξ и ψ — функции, определенные перед леммой 8.1, но теперь считаем,

что δ > 0 произвольно (в частности, не зависит от ε0).

При построении правого регуляризатора для оператора L нам понадобится

«правый регуляризатор» R′
K для оператора L1, определенный на функциях f ′ =

{fiµ} ∈ S l+2m−m−1/2
1 (∂G)) и обладающий тем свойством, что диаметр носителя

функции R′
Kf ′, сосредоточенного вблизи множества K1, может быть сделан

сколь угодно малым.

Лемма 8.3. Пусть выполнено условие 7.1. Тогда для любого δ, 0 < δ < 1,
существуют такие ограниченные операторы

R′
K : S l+2m−m−1/2(∂G) → Sl+2m(G), M′

K,T′
K : S l+2m−m−1/2(∂G) → S l(G, ∂G),

что
L1R′

Kf ′ = ψ{0, f ′}+ M′
Kf ′ + T′

Kf ′, (8.12)

‖M′
K‖ 6 cδ, оператор T′

K компактный, c > 0 не зависит от δ.
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Доказательство. Сделаем в окрестности множества K замену переменных

y → y′ из п. 6.1 и обозначим y′ снова через y. Функции ψ, ξ и f ′, записан-

ные в новых координатах, будем обозначать теми же символами.

Положим f = (0, f ′) ∈ S l(G, ∂G). В силу леммы 7.1 ψf−LA(ψf) ∈ Hl
0(K, γ).

Следовательно,

L−1
0 (ψf − LA(ψf)) ∈ Hl+2m

0 (K),

где L0 : Hl+2m
0 (K) → Hl

0(K, γ) — оператор, заданный в (7.44) при a = 0. Поло-

жим

R′
Kf ′ = ξU, U = L−1

0 (ψf − LA(ψf)) +A(ψf).

Покажем, что оператор R′
K искомый. Используя ограниченность операто-

ра вложения Hl+2m
0 (K) ⊂ W l+2m(K), заданного на функциях с компактным

носителем, неравенство (7.4) и ограниченность операторов A, получаем огра-

ниченность оператора R′
K.

Докажем соотношение (8.12). Аналогично доказательству леммы 8.1 имеем

Pj(y, D)(ξUj) = [Pj(y,D), ξ]Uj + ξ(y)
(
Pj(y, D)− Pj(D)

)
Uj, (8.13)

Bjσµ(y, D)(ξU)− ψfjσµ = [Bjσµ(y, D), ξ]U+

+ ξ(y)
(
Bjσµ(y,D)− Bjσµ(D)

)
U.

(8.14)

Из равенства (8.13) и леммы 1.1 получаем

PR′
Kf ′ = (M ′

0 + T ′
0)f

′, (8.15)

где оператор M ′
0 «малый» (т. е. ‖M ′

0‖ 6 k1δ), оператор T0 : S l+2m−m−1/2(∂G) →
W l(G) компактный, k1, k2, . . . > 0 не зависят от δ.

Коммутатор в правой части формулы (8.4) содержит младшие производные

функции U и операторы вида

Uk 7→ Jjσµks =
(
ξ(Gjσksy)− ξ(y)

)(
Bjσµks(y,D)Uk

)(Gjσksy
)∣∣

γjσ
, (k, s) 6= (j, 0).

(8.16)

Так как функция ξ имеет компактный носитель и равна единице вблизи на-

чала координат, то носитель функции ξ(Gjσksy) − ξ(y) ограничен и отделен от

начала координат. Следовательно, используя теорему 4.3 в [39, гл. 2] (об апри-

орной оценке решений эллиптических уравнений) и учитывая, что Pj(D)Uj = 0,

получаем

‖Jjσµks‖W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ)
6 k2‖Uk‖W l+2m−1(Qk), (8.17)
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где Qk — ограниченная область такая, что Qk ⊂ Kk. Из (8.17) и компактности

вложения W l+2m(Qk) ⊂ W l+2m−1(Qk) вытекает компактность оператора (8.16),

а значит, и коммутатора в (8.4).

Младшие производные из второго слагаемого в правой части формулы (8.4)

также образуют компактный оператор. Рассмотрим произвольное слагаемое,

содержащее старшую производную порядка α, |α| = mjσµ, при (k, s) 6= (j, 0);

оно имеет вид

ξ(y)
(
ζ(Gjσksy)b(Gjσksy)− b(0)

)
(DαU)(Gjσksy)|γjσ

=

= ξ(y)ζ(Gjσksy)
(
b(Gjσksy)− b(0)

)
(DαU)(Gjσksy)|γjσ

+

+ ξ(y)
(
ζ(Gjσksy)− 1

)
b(0)(DαU)(Gjσksy)|γjσ

. (8.18)

Используя лемму 1.1, первую разность в правой части (8.18) можно представить

в виде суммы «малого» и компактного операторов. Кроме того, если (k, s) =

(j, 0), то вторая разность в правой части (8.18) отсутствует. Таким образом,

(B0
iµ + B1

iµ)R′
Kf ′ − ψf ′ = (M ′

iµ + T ′
iµ + S ′iµ)f ′, (8.19)

где ‖M ′
iµ‖ 6 k3δ, оператор T ′

iµ компактный, а оператор S ′iµ состоит из слагаемых,

которые в координатах y′ записываются в виде

S ′jσµf
′ = ξ(y′)

(
ζ(Gjσksy

′)− 1
)
b(0)(DαUk)(Gjσksy

′)|γjσ
.

Так как функция ζ имеет компактный носитель и равна единице вблизи

начала координат, то носитель функции ζ(Gjσksy
′) − 1 ограничен и отделен от

начала координат. Снова используя теорему 4.3 в [39, гл. 2] (об априорной

оценке решений эллиптических уравнений) и учитывая, что Pj(D)Uj = 0, по-

лучаем

‖S ′jσµf
′‖

W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ)
6 k3‖Uk‖W l+2m−1(Qk), (8.20)

где Qk — ограниченные области такие, что Qj ⊂ Kk. Из (8.20) и компактности

вложения W l+2m(Qk) ⊂ W l+2m−1(Qk) вытекает компактность оператора S ′jσµ, а

значит, и S ′iµ. Отсюда и из соотношений (8.15) и (8.19) получаем утверждение

леммы.

Для каждой точки g ∈ ∂G\O2δ(K) рассмотрим ее δ/2-окрестность Oδ/2(g).

Все эти окрестности, вместе с множеством O2δ(K), образуют покрытие ∂G.

Выберем конечное подпокрытие O2δ(K), Oδ/2(gj), j = 1, . . . , J , J = J(δ) грани-

цы ∂G. Пусть ψ, ψ′j ∈ C∞
0 (R2), j = 1, . . . , J , — разбиение единицы, подчиненное
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этому покрытию (считаем, что функция ψ из леммы 8.3 совпадает с функцией ψ

из введенного здесь разбиения единицы).

Согласно общей теории эллиптических краевых задач в областях с гладкой

границей (см., например, [8]) существуют такие ограниченные операторы

R′
0j : {f ′ ∈ W l+2m−m−1/2(∂G), supp f ⊂ Oδ/2(gj)} →

→ {u ∈ W l+2m(G) : supp u ⊂ Oδ(gj)}

и компактные операторы

T′
0j : {f ′ ∈ W l+2m−m−1/2(∂G) : supp f ⊂ Oδ/2(gj)} →

→ {f ∈ W l(G, ∂G) : supp f ⊂ Oδ(gj)},

что

L0R′
0jf

′ = {0, f ′}+ T′
0jf

′.

Для любой функции f ′ ∈ S l+2m−m−1/2(∂G) положим

R′
1f
′ = R′

Kf ′ +
J∑

j=1

R′
0j(ψ

′
jf
′). (8.21)

Аналогично доказательству леммы 8.2 (используя лемму 8.3 вместо лем-

мы 8.1) можно показать, что

L1R′
1f
′ = {0, f ′}+ M′

1f
′ + T′

1f
′; (8.22)

здесь M′
1,T

′
1 : S l+2m−m−1/2(∂G) → S l(G, ∂G) — такие ограниченные операторы,

что ‖M′
1‖ 6 cδ, где c > 0 не зависит от δ, а T′

1 — компактный оператор.

При помощи операторов R1 (см. лемму 8.2) и R′
1 (см. (8.21)) мы построим

правый регуляризатор для оператора L в случае B2
iµ 6= 0.

Введем множество

S l
B(G, ∂G) = {f ∈ S l(G, ∂G) :

Φ = B2R1f и B2R′
1Φ принадлежат S l+2m−m−1/2(∂G)}.

Из теоремы вложения Соболева и теоремы Рисса об общем виде линей-

ного непрерывного функционала в гильбертовом пространстве следует, что

S l
B(G, ∂G) — замкнутое подпространства конечной коразмерности в W l(G, ∂G).

Очевидно также, что S l
B(G, ∂G) ⊂ S l(G, ∂G).
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Лемма 8.4. Пусть выполнено условие 7.1. Тогда существуют ограничен-
ный оператор R : W l(G, ∂G) → W l+2m(G) и компактный оператор T :

W l(G, ∂G) →W l(G, ∂G) такие, что

LR = I + T, (8.23)

где I — единичный оператор в W l(G, ∂G).

Доказательство. 1. Положим Φ = B2R1f , где f = {f0, f
′} ∈ S l

B(G, ∂G). То-

гда по определению пространства S l
B(G, ∂G) функции Φ и B2R′

1Φ принадлежат

области определения оператора R′
1. Следовательно, мы можем ввести ограни-

ченный оператор RS : S l
B(G, ∂G) → W l+2m(G) по формуле

RSf = R1f −R′
1Φ + R′

1B
2R′

1Φ.

Покажем, что оператор RS является правым обратным к L с точностью

до суммы малого и компактного возмущений. Для простоты будем обозначать

одной и той же буквой M различные операторы (действующие в соответству-

ющих пространствах), чьи нормы не превосходят cδ. Аналогично, одной и той

же буквой T будем обозначать различные компактные операторы.

В силу (8.9) и (8.22) имеем

PRSf = PR1f −PR′
1(Φ−B2R′

1Φ) =

= f0 + Tf0 −M(Φ−B2R′
1Φ)− T (Φ−B2R′

1Φ) = f0 + Mf + Tf,
(8.24)

CRSf = CR1f −CR′
1Φ + CR′

1B
2R′

1Φ =

= (f ′ + Tf ′)− (Φ + MΦ + TΦ) + (B2R′
1Φ + MB2R′

1Φ + TB2R′
1Φ) =

= f ′ − Φ + B2R′
1Φ + Mf + Tf.

(8.25)

Применяя оператор B2 к функции RSf , получим

B2RSf = Φ−B2R′
1Φ + B2R′

1B
2R′

1Φ. (8.26)

Складывая неравенства (8.25) и (8.26), получаем

BRSf = f ′ + Mf + Tf + B2R′
1B

2R′
1Φ. (8.27)

Покажем, что

B2R′
1B

2R′
1Φ = 0 (8.28)
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для достаточно малого δ = δ(κ1,κ2, ρ), где κ1,κ2, ρ — константы из условия 6.4.

(Отметим, что δ не зависит от ε0.)

В силу (8.21) имеем suppR′
1Φ ⊂ G\G4δ. Пусть δ настолько мало, что 4δ < ρ.

Тогда из оценки (6.6) следует, что suppB2R′
1Φ ⊂ Oκ2(K).

Далее, пусть δ настолько мало, что 4δ < κ1 и κ2 + 3δ/2 < κ1. Тогда, ис-

пользуя (8.21) еще раз, видим, что suppR′
1B

2R′
1Φ ⊂ Oκ1(K). Отсюда и из

неравенства (6.5) получаем (8.28).

Из соотношений (8.24), (8.27) и (8.28) вытекает, что

LRS = IS + M + T,

где IS ,M, T : S l
B(G, ∂G) → W l(G, ∂G) — такие ограниченные операторы, что

ISf = f , ‖M‖ 6 cδ (c > 0 не зависит от δ), а оператор T компактный.

3. Так как подпространство S l
B(G, ∂G) имеет конечную коразмерность в

W l(G, ∂G), то оператор IS фредгольмов. Следовательно, в силу теорем 16.2

и 16.4 в [38] оператор IS + M + T также фредгольмов при достаточно малом δ.

Теперь из теоремы 15.2 в [38] вытекает существование ограниченного опера-

тора R̃ и компактного оператора T, действующих из W l(G, ∂G) в S l
B(G, ∂G) и

в W l(G, ∂G) соответственно и таких, что (IS + M + T )R̃ = I + T. Обозначая

R = RSR̃ : W l(G, ∂G) → W l+2m(G), получим (8.23).

8.3. Фредгольмова разрешимость нелокальных задач

В этом пункте мы докажем следующий результат о разрешимости задачи (6.7),

(6.8) в ограниченных областях в пространствах Соболева.

Теорема 8.1. Пусть выполнено условие 7.1; тогда оператор L : W l+2m(G) →
W l(G, ∂G) фредгольмов и indL = indL1.

Обратно, пусть оператор L : W l+2m(G) →W l(G, ∂G) фредгольмов; тогда
выполнено условие 7.1.

Ниже будет показано, что если условие 7.1 нарушено, то образ оператора L

незамкнут (лемма 8.7). Отсюда, из теоремы 8.1 настоящей работы и теоремы 7.1

в [38] получаем следующий результат.

Следствие 8.1. Условие 7.1 необходимо и достаточно для выполнения апри-
орной оценки

‖u‖W l+2m(G) 6 c(‖Lu‖Wl(G,∂G) + ‖u‖L2(G)),

где c > 0 не зависит от u.
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Доказательство теоремы 8.1. Достаточность

Покажем, что ядро оператора L конечномерно. Для этого рассмотрим зада-

чу (6.7), (6.8) в весовых пространствах.

Введем оператор

La = {P, B} : H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G), a > l + 2m− 1,

соответствующий задаче (6.7), (6.8) в весовых пространствах. Заметим, что в

силу (6.5) и леммы 5.3 при a > l + 2m− 1 имеем

B2
iµu ∈ W l+2m−miµ−1/2(Γi) ⊂ H l+2m−miµ−1/2

a (Γi)

для любой функции u ∈ H l+2m
a (G) ⊂ W l+2m(G\Oκ1(K)). Так как функции B0

iµu

и B1
iµu также принадлежат H

l+2m−miµ−1/2
a (Γi), то оператор La корректно опре-

делен.

Таким образом, операторы L и La соответствуют одной и той же нелокальной

задаче (6.7), (6.8), которая рассматривается соответственно в пространствах

Соболева и весовых пространствах.

Лемма 8.5. Ядро оператора L конечномерно.

Доказательство. Из леммы 6.1 настоящей работы и1 теоремы 3.2 в [63] сле-

дует, что оператор La фредгольмов для почти всех a > l + 2m − 1. Зафик-

сируем a > l + 2m − 1, при котором оператор La фредгольмов. По лемме 5.2

W l+2m(G) ⊂ H l+2m
a (G); следовательно, kerL ⊂ kerLa. Так как kerLa конечно-

мерно при выбранном a, то и kerL также конечномерно.

Замечание 8.1. Подчеркнем, что ядро оператора L конечномерно вне зависи-

мости от расположения собственных значений оператора L̃(λ).

В силу теоремы 15.2 в [38] и леммы 8.4 образ оператора L замкнут и име-

ет конечную коразмерность. Отсюда и из леммы 8.5 следует фредгольмовость

оператора L.

Покажем, что indL = indL1. Введем оператор

Ltu = {Pu, Cu + (1− t)B2u}.
1Теорема 3.2 в [63] сформулирована для случая, когда операторы B2

iµ имеют тот же вид, что
в п. 6.2 (главы II). Однако доказательство теоремы 3.2 в [63] основано на неравенствах (6.5)
и (6.6) и не зависит от явного вида операторов B2

iµ (см. также [23]).
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Очевидно, L0 = L и L1 = L1.

По доказанному операторы Lt фредгольмовы при всех t. Далее, для любых t0

и t справедлива оценка

‖Ltu− Lt0u‖Wl(G,∂G) 6 kt0|t− t0| · ‖u‖W l+2m(G),

где kt0 > 0 не зависит от t. Следовательно, по теореме 16.2 в [38] indLt = indLt0

для всех t из достаточно малой окрестности точки t0. Так как t0 произвольно,

то эти окрестности покрывают отрезок [0, 1]. Выбирая конечное подпокрытие,

получаем indL = indL0 = indL1 = indL1. Достаточность условия 7.1 в теоре-

ме 8.1 доказана.

Доказательство теоремы 8.1. Необходимость

Положим d = d(%) = 2d2%, где d2 определено в (6.15).

Лемма 8.6. Пусть образ оператора L замкнут. Тогда при всех достаточно
малых % > 0 и U ∈ W l+2m(Kd) выполнена оценка

‖U‖Wl+2m(K%) 6 c

(
‖LU‖Wl(K2%,γ2%) +

N∑
j=1

‖Pj(D)Uj‖W l(Kd
j ) + ‖U‖Wl+2m−1(Kd)

)
.

(8.29)

Доказательство. 1. Так как образ оператора L замкнут, то в силу леммы 8.5,

компактности оператора вложения W l+2m(G) ⊂ W l+2m−1(G) и теоремы 7.1 в [38]

следует, что

‖u‖W l+2m(G) 6 c(‖Lu‖Wl(G,∂G) + ‖u‖W l+2m−1(G)). (8.30)

Подставим в (8.30) такую функцию u ∈ W l+2m(G), что supp u ⊂ O2%(K),

2% < min{ε0,κ1}. В силу (6.5) B2u = 0 для такой функции u. Следователь-

но, используя лемму 3.2 в [39, гл. 2], получим оценку

‖U‖Wl+2m(K) 6 c(‖LU‖Wl(K,γ) + ‖U‖Wl+2m−1(K)), (8.31)

справедливую для всех таких U ∈ W l+2m(K), что supp U ⊂ O2%(0), где % доста-

точно мало.

2. Теперь снимем ограничение supp U ⊂ O2%(0) и покажем, что оценка (8.29)

справедлива для любой функции U ∈ W l+2m(Kd).

Введем функцию ψ ∈ C∞
0 (R2) такую, что ψ(y) = 1 при |y| 6 %, supp ψ ⊂

O2%(0) и ψ не зависит от полярного угла ω. Используя неравенство (8.31) и
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формулу Лейбница, для функций U ∈ W l+2m(Kd) получим

‖U‖Wl+2m(K%) 6 ‖ψU‖Wl+2m(K) 6 k1(‖L(ψU)‖Wl(K,γ) + ‖ψU‖Wl+2m−1(K)) 6
6 k2(‖ψLU‖Wl(K,γ) +

∑
j,σ,µ

∑

(k,s)6=(j,0)

‖Jjσµks‖W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ)
+

+ ‖U‖Wl+2m−1(K2%)),
(8.32)

где

Jjσµks =
(
ψ(Gjσksy)− ψ(y)

)(
Bjσµks(D)Uk

)(Gjσksy
)∣∣

γjσ
.

Аналогично (8.17) получаем

‖Jjσµks‖W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ)
6 k4(‖Pk(D)Uk‖W l({d1%/2<|y|<2d2%})+

+ ‖Uk‖W l+2m−1({d1%/2<|y|<2d2%})).
(8.33)

Теперь оценка (8.29) следует из (8.32) и (8.33).

Лемма 8.7. Пусть на прямой Im λ = 1−l−2m имеется собственное значение
оператора L̃(λ). Тогда образ оператора L незамкнут.

Доказательство. 1. Предположим, что образ оператора L замкнут. Возможны

следующие два случая: либо (a) прямая Im λ = 1−l−2m содержит неправильное

собственное значение, либо (b) прямая Im λ = 1 − l − 2m содержит только

правильное собственное значение λ0 = i(1− l − 2m) (см. определение 7.1).

2. Вначале предположим, что на прямой Im λ = 1−l−2m имеется неправиль-

ное собственное значение λ = λ0. Покажем, что оценка (8.29) в этом случае

нарушается. Обозначим через ϕ(0)(ω), . . . , ϕ(κ−1)(ω) собственный и присоеди-

ненные векторы (жорданову цепочку длины κ > 1), соответствующие соб-

ственному значению λ0 (см. [12]). Векторы ϕ(k)(ω) принадлежат W l+2m(−ω, ω),

и по лемме 2.1 в [13]

LV k = 0, (8.34)

где

V k = riλ0

k∑
s=0

1

s!
(i ln r)kϕ(k−s)(ω), k = 0, . . . ,κ − 1.

Так как λ0 неправильное собственное значение, то функция V k(y) не являет-

ся вектор-полиномом при некотором k > 0. Предположим для простоты, что

V 0 = riλ0ϕ(0)(ω) не является вектор-полиномом (случай k > 0 рассматривается

аналогично).
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Введем последовательность U δ = rδV 0/‖rδV 0‖Wl+2m(K%). Для любого δ >

0 знаменатель конечен, но ‖rδV 0‖Wl+2m(K%) → ∞ при δ → 0, так как V 0 не

является вектор-полиномом. Однако ‖rδV 0‖Wl+2m−1(Kd) 6 c, где c > 0 не зависит

от δ > 0; следовательно,

‖U δ‖Wl+2m−1(Kd) → 0 при δ → 0. (8.35)

Более того, из соотношения (8.34) имеем

Pj(D)U δ =

rδPj(D)V 0 +
∑

|α|+|β|=2m,|α|>1

pjαβDαrδ ·DβV 0
j

‖rδV 0‖Wl+2m(K%)

=

=

∑
|α|+|β|=2m,|α|>1

pjαβDαrδ ·DβV 0
j

‖rδV 0‖Wl+2m(K%)

,

где pjαβ — некоторые комплексные константы. Следовательно,

|DξPj(D)U δ| 6 cjξδr
l−1−|ξ|+δ/‖rδV 0‖Wl+2m(K%) (|ξ| 6 l),

откуда получаем

‖Pj(D)U δ‖W l(Kd
j ) → 0 при δ → 0. (8.36)

Аналогично, используя (8.34), можно доказать, что

‖Bjσµ(D)U δ|γjσ
‖

W l+2m−mjσµ−1/2(γ2%
jσ)
→ 0 при δ → 0. (8.37)

(Для доказательства (8.37) нужно дополнительно оценить выражение
∑

(k,s) 6=(j,0)

‖(χδ
jσks − 1)rδ(Bjσµks(y, D)V 0)(Gjσksy)|γjσ

‖
W l+2m−mjσµ−1/2(γ2%

jσ)

‖rδV 0‖Wl+2m(K%)

,

которое также стремится к нулю при δ → 0 в силу неравенства |χδ
jσks−1| 6 k6δ.)

Однако утверждения (8.35)–(8.37) противоречат оценке (8.29), так как

‖U δ‖Wl+2m(K%) = 1.

3. Осталось рассмотреть случай, когда на прямой Im λ = 1− l− 2m имеется

только правильное собственное значение λ0 = i(1 − l − 2m) of L̃(λ). В этом

случае мы не можем повторить приведенные выше рассуждения, так как V 0 —

вектор-полином и нормы ‖rδV 0‖Wl+2m(K%) равномерно ограничены при δ → 0.

Воспользуемся результатами из п. 7.3 (главы II). Согласно лемме 7.3 суще-

ствует такая последовательность f δ ∈ Ŝ l(K, γ), δ > 0, что supp f δ ⊂ O%(0) и f δ
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сходится в W l(K, γ) к функции f 0 /∈ Ŝ l(K, γ) при δ → 0. По лемме 7.6 для

каждой функции f δ существует такая функция U δ ∈ W l+2m(Kd), что

LU δ = f δ, (8.38)

‖U δ‖Wl+2m−1(Kd) 6 c‖f δ‖Wl(K,γ) (8.39)

(c > 0 не зависит от δ) и U δ удовлетворяет соотношениям (7.30). Из нера-

венств (8.29) и (8.39), соотношения (8.38) и сходимости f δ в пространстве

W l(K, γ) следует, что последовательность U δ фундаментальна в W l+2m(K%).

Значит, последовательность U δ сходится в W l+2m(K%) к некоторой функции U

при δ → 0. Более того, предельная функция U также удовлетворяет соотноше-

ниям (7.30) и в силу ограниченности оператора

L : W l+2m(K%) →W l(K2d1%, γ2d1%)

имеет место равенство

LU = f 0 при y ∈ O2d1%(0).

Рассмотрим функцию ψ ∈ C∞
0 (R2) такую, что ψ(y) = 1 при |y| 6 d2

1% и

supp ψ ⊂ O2d2
1%(0). Очевидно, ψU ∈ W l+2m(K), ψU удовлетворяет соотношени-

ям (7.30) и supp L(ψU) ⊂ O2d1%(0). Следовательно,

L(ψU) = ψf 0 + f̂ ,

где f̂ ∈ W l(K, γ) и носитель f̂ компактен и отделен от начала координат.

Значит, функция ψf 0 + f̂ , так же как и f 0, не принадлежит Ŝ l(K, γ). Но это

противоречит лемме 7.2.

Теперь необходимость условия 7.1 в теореме 8.1 вытекает из леммы 8.7.

9. Нелокальные задачи
в весовых пространствах с малым показателем веса

9.1. Формулировка основного результата

В п. 8.3 мы ввели оператор

La = {P, B} : H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G), a > l + 2m− 1. (9.1)
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Как уже отмечалось выше, оператор La фредгольмов при почти всех a > l +

2m− 1 в силу леммы 6.1 настоящей работы и теоремы 3.2 в [63].

В этом параграфе мы изучим задачу (6.7), (6.8) в весовых пространствах с

показателем веса a > 0. В этом случае, как и ранее, B2
iµu ∈ W l+2m−miµ−1/2(Γi)

для всех u ∈ H l+2m
a (G) ⊂ W l+2m(G \ Oκ1(K)). Однако функция B2

iµu может

теперь не принадлежать пространству H
l+2m−miµ−1/2
a (Γi), и тогда оператор La,

заданный в (9.1), не будет корректно определен.

Введем множество

Sl+2m
a (G) =

{
u ∈ H l+2m

a (G) : функции B2
iµu удовлетворяют условиям (5.5)

}
.

Используя неравенство (6.5), получим

‖B2
iµu‖W l+2m−miµ−1/2(Γi)

6 k1‖u‖W l+2m(G\Oκ1 (K)) 6 k2‖u‖Hl+2m
a (G)

для всех u ∈ H l+2m
a (G). Отсюда, из неравенства Соболева и теоремы Рисса об

общем виде линейного непрерывного функционала в гильбертовом простран-

стве следует, что Sl+2m
a (G) есть замкнутое подпространство конечной кораз-

мерности в H l+2m
a (G).

С другой стороны, по лемме 5.2 B2
iµu ∈ H

l+2m−miµ−1/2
a (Γi) для любой функ-

ции u ∈ Sl+2m
a (G), a > 0. Так как функции B0

iµu и B1
iµu принадлежат про-

странству H
l+2m−miµ−1/2
a (Γi) при всех a ∈ R и u ∈ Sl+2m

a (G) (и даже при

u ∈ H l+2m
a (G)), то

{Pu, Bu} ∈ Hl
a(G, ∂G) ∀u ∈ Sl+2m

a (G), a > 0.

Таким образом, существует такое конечномерное пространство Rl
a(G, ∂G)

(содержащееся в {0} ×∏
i,µ

H
l+2m−miµ−1/2
a′ (Γi), a′ > l + 2m− 1), что

{Pu, Bu} ∈ Hl
a(G, ∂G) uRl

a(G, ∂G) ∀u ∈ H l+2m
a (G), a > 0.

Следовательно, мы можем определить ограниченный оператор

La = {P, B} : H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G) uRl
a(G, ∂G), a > 0.

Очевидно, можно считать, что Rl
a(G, ∂G) = {0}, если a > l + 2m− 1.

Теорема 9.1. Пусть a > 0 и прямая Im λ = a + 1 − l − 2m не содержит
собственных значений оператора L̃(λ); тогда оператор La : H l+2m

a (G) →
Hl

a(G, ∂G) uRl
a(G, ∂G) фредгольмов.
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Обратно, пусть оператор La : H l+2m
a (G) → Hl

a(G, ∂G) uRl
a(G, ∂G) фред-

гольмов; тогда прямая Im λ = a + 1 − l − 2m не содержит собственных
значений оператора L̃(λ).

Заметим, что если f ∈ Hl
a(G, ∂G), то ‖f‖Hl

a(G,∂G)uRl
a(G,∂G) = ‖f‖Hl

a(G,∂G). От-

сюда, из теоремы 9.1 и теоремы Рисса об общем виде линейного непрерывного

функционала в гильбертовом пространстве вытекает следующий результат.

Следствие 9.1. Пусть a > 0 и прямая Im λ = a + 1 − l − 2m не содержит
собственных значений оператора L̃(λ). Тогда существуют такие функции
f q ∈ Hl

a(G, ∂G), q = 1, . . . , q1, что если правая часть f задачи (6.7), (6.8)

принадлежит Hl
a(G, ∂G) и

(f, f q)Hl
a(G,∂G) = 0, q = 1, . . . , q1,

то задача (6.7), (6.8) имеет решение u ∈ H l+2m
a (G).

Следствие 9.1 показывает, что хотя включение u ∈ H l+2m
a (G) при 0 < a 6

l+2m−1, вообще говоря, не влечет включения Lau ∈ Hl
a(G, ∂G), но если на пра-

вую часть f ∈ Hl
a(G, ∂G) наложить конечное число условий ортогональности,

то задача (6.7), (6.8) будет иметь решение u ∈ H l+2m
a (G).

9.2. Доказательство основного результата

Доказательство теоремы 9.1. Достаточность

Лемма 9.1. Ядро оператора La конечномерно.

Доказательство. Так как H l+2m
a (G) ⊂ H l+2m

a′ (G) при a 6 a′, то доказательство

этой леммы аналогично доказательству леммы 8.5.

Перейдем к построению правого регуляризатора для оператора La.

Как отмечалось выше, функции B0
iµu и B1

iµu принадлежат H
l+2m−miµ−1/2
a (Γi)

при всех u ∈ H l+2m
a (G) и a ∈ R. Следовательно, мы можем задать ограниченный

оператор

L1
a = {P, C} : H l+2m

a (G) → Hl
a(G, ∂G).

В [63, § 3] доказано существование ограниченного оператора

Ra,1 : Hl
a(G, ∂G) → H l+2m

a (G)
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и компактного оператора Ta,1 : Hl
a(G, ∂G) → Hl

a(G, ∂G) таких, что

L1
aRa,1 = Ia + Ta, (9.2)

где Ia — единичный оператор в Hl
a(G, ∂G).

Сформулируем аналог леммы 8.3 в весовых пространствах.

Пусть ξ и ψ — функции, определенные перед леммой 8.1, но теперь считаем,

что δ > 0 произвольно (в частности, не зависит от ε0).

Лемма 9.2. Пусть прямая Im λ = a + 1 − l − 2m не содержит собственных
значений оператора L̃(λ). Тогда для любого δ, 0 < δ < 1, существуют такие
ограниченные операторы

R′
a,K : Hl+2m−m−1/2

a (∂G) → H l+2m
a (G),

M′
a,K,T′

a,K : Hl+2m−m−1/2
a (∂G) → Hl

a(G, ∂G)

что ‖M′
a,K‖ 6 cδ, где c > 0 не зависит от δ, оператор T′

a,K компактный и

L1
aR

′
a,Kf ′ = ψ{0, f ′}+ M′

a,Kf ′ + T′
a,Kf ′.

Доказательство. Из теоремы 2.1 в [62] следует, что оператор La, определен-

ный в (7.44), имеет ограниченный обратный. Положим

R′
a,Kf ′ = ξU, U = L−1

a (ψ{0, f ′}),

где ξ и ψ — те же функции, что в доказательстве леммы 8.3. Далее доказатель-

ство аналогично доказательству леммы 8.3.

Для любой функции f ′ ∈ Hl+2m−m−1/2
a (∂G) положим

R′
a,1f

′ = R′
a,Kf ′ +

J∑
j=1

R′
0j(ψ

′
jf
′), (9.3)

где функции ψ′j и операторы R′
0j те же, что в п. 8.2.

При помощи леммы 9.2 непосредственно проверяется, что

L1
aR

′
a,1f

′ = {0, f ′}+ M′
a,1f

′ + T′
a,1f

′. (9.4)

Здесь M′
a,1,T

′
a,1 : Hl+2m−m−1/2

a (∂G) → Hl
a(G, ∂G) — такие ограниченные опера-

торы, что ‖M′
a,1‖ 6 cδ, где c > 0 не зависит от δ, а оператор T′

a,1 компактный.

Используя операторы Ra,1 и R′
a,1, мы построим правый регуляризатор для

задачи (6.7), (6.8) в весовых пространствах в случае, когда B2
iµ 6= 0.
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Для a > 0 введем множество

S l
a(G, ∂G) = {f ∈ Hl

a(G, ∂G) :

Φ = B2Ra,1f и B2R′
a,1Φ принадлежат S l+2m−m−1/2(∂G)}.

Прежде всего, покажем, что S l
a(G, ∂G) — замкнутое подпространство конеч-

ной коразмерности в Hl
a(G, ∂G). Действительно, применяя неравенство (6.5),

получим

‖Φiµ‖W l+2m−miµ−1/2(Γi)
6 k1‖Ra,1f‖W l+2m(G\Oκ1 (K)) 6
6 k2‖Ra,1f‖Hl+2m

a (G) 6 k3‖f‖Hl
a(G,∂G).

(9.5)

Так как функция Φiµ удовлетворяет условиям (5.5), то из (9.5) и леммы 5.2

вытекает, что Φ ∈ Hl+2m−m−1/2
a (∂G) и

‖Φiµ‖
H

l+2m−miµ−1/2
a (Γi)

6 k4‖f‖Hl
a(G,∂G). (9.6)

Следовательно, выражение B2R′
a,1Φ корректно определено. Аналогично, ис-

пользуя (9.6) и (5.5), получим

‖B2R′
a,1Φ‖Wl+2m−m−1/2(∂G) 6 k5‖f‖Hl

a(G,∂G), (9.7)

‖B2R′
a,1Φ‖Hl+2m−m−1/2

a (∂G)
6 k6‖f‖Hl

a(G,∂G). (9.8)

Из (9.5), (9.7), теоремы вложения Соболева и теоремы Рисса об общем

виде линейного непрерывного функционала в гильбертовом пространстве вы-

текает, что S l
a(G, ∂G) — замкнутое подпространство конечной коразмерности

в Hl
a(G, ∂G). Следовательно,

Hl
a(G, ∂G) uRl

a(G, ∂G) = S l
a(G, ∂G) u R̂l

a(G, ∂G), (9.9)

где R̂l
a(G, ∂G) — некоторое конечномерное пространство.

Теперь докажем следующий результат.

Лемма 9.3. Пусть a > 0 и прямая Im λ = a + 1 − l − 2m не содержит
собственных значений оператора L̃(λ). Тогда существуют ограниченный
оператор Ra : Hl

a(G, ∂G) u Rl
a(G, ∂G) → H l+2m

a (G) и компактный оператор
Ta : Hl

a(G, ∂G) uRl
a(G, ∂G) → Hl

a(G, ∂G) uRl
a(G, ∂G) такие, что

LaRa = Îa + Ta, (9.10)

где Îa — единичный оператор в Hl
a(G, ∂G) uRl

a(G, ∂G).
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Доказательство. 1. Положим Φ = B2Ra,1f , где f ∈ S l
a(G, ∂G). Из (9.6) и (9.8)

вытекает, что функции {0, Φ} и {0,B2R′
a,1Φ} принадлежат Hl

a(G, ∂G). Следо-

вательно, функции Φ и B2R′
a,1Φ принадлежат области определения операто-

ра R′
a,1, и мы можем ввести оператор

Ra,S : S l
a(G, ∂G) → H l+2m

a (G)

по формуле

Ra,Sf = Ra,1f −R′
a,1Φ + R′

a,1B
2R′

a,1Φ.

Аналогично доказательству леммы 8.4, используя неравенства (9.2) и (9.4),

можно показать, что

LaRa,S = Ia,S + M + T,

где Ia,S ,M, T : S l
a(G, ∂G) → Hl

a(G, ∂G) uRl
a(G, ∂G) — такие ограниченные опе-

раторы, что Ia,Sf = f , ‖M‖ 6 cδ (c > 0 не зависит от δ), а оператор T компакт-

ный.

2. Согласно (9.9) подпространство S l
a(G, ∂G) имеет конечную коразмерность

в Hl
a(G, ∂G)uRl

a(G, ∂G); следовательно, оператор Ia,S фредгольмов. В силу тео-

рем 16.2 и 16.4 в [38] оператор Ia,S +M +T также фредгольмов при достаточно

малом δ. Из теоремы 15.2 в [38] вытекает существование ограниченного опера-

тора R̃a и компактного оператора Ta, действующих из Hl
a(G, ∂G) uRl

a(G, ∂G)

в S l
a(G, ∂G) и в Hl

a(G, ∂G)uRl
a(G, ∂G) соответственно и таких, что (Ia,S +M +

T )R̃a = Îa + Ta. Обозначая Ra = Ra,SR̃a : Hl
a(G, ∂G) uRl

a(G, ∂G) → H l+2m
a (G),

получим (9.10). Лемма 9.3 доказана.

В силу теоремы 15.2 в [38] и леммы 9.3 образ оператора La, a > 0, замкнут и

имеет конечную коразмерность. Отсюда и из леммы 9.1 получаем первую часть

теоремы 9.1.

Доказательство теоремы 9.1. Необходимость

Лемма 9.4. Пусть a > 0 и прямая Im λ = a+1−l−2m содержит собственное
значение оператора L̃(λ). Тогда образ оператора La незамкнут.

Доказательство. 1. Положим d = d(%) = 2d2%, где d2 определено в (6.15).

Предположим, что образ оператора La замкнут. Тогда аналогично доказа-

тельству леммы 8.6, используя лемму 9.1, компактность оператора вложения
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H l+2m
a (G) ⊂ H l+2m−1

a (G) и теорему 7.1 в [38], можно показать, что

‖U‖Hl+2m
a (K%) 6 c

(
‖LU‖Hl

a(K2%,γ2%)+
N∑

j=1

‖Pj(D)Uj‖Hl
a(Kd

j )+‖U‖Hl+2m−1
a (Kd)

)
(9.11)

при всех U ∈ Hl+2m
a (Kd) и достаточно малом %.

2. Пусть λ0 — собственное значение оператора L̃(λ), лежащее на прямой

Im λ = a+1− l− 2m, и ϕ(0)(ω) — соответствующий собственный вектор. Вектор

ϕ(0)(ω) принадлежит W l+2m(−ω, ω), и по лемме 2.1 в [13]

LV 0 = 0, (9.12)

где V 0 = riλ0ϕ(0)(ω).

Подставим последовательность U δ = rδV 0/‖rδV 0‖Hl+2m
a (K%), δ > 0, в (9.11)

и устремим δ к нулю. Аналогично доказательству леммы 8.7, используя соот-

ношение (9.12), нетрудно проверить, что правая часть неравенства (9.11) стре-

мится к нуля, тогда как левая часть равна единице. Полученное противоречие

доказывает лемму.

Теперь вторая часть теоремы 9.1 вытекает из леммы 9.4.

10. Правильное собственное значение оператора L̃(λ)

на прямой Im λ = 1− l − 2m

В предыдущих параграфах мы доказали фредгольмову разрешимость зада-

чи (6.7), (6.8) в тех случаях, когда соответствующая прямая на комплексной

плоскости не содержит собственных значений оператора L̃(λ). В этом пара-

графе, используя результаты п. 7.3 (главы II), мы изучим ситуацию, когда на

прямой Im λ = 1 − l − 2m имеется только правильное собственное значение

λ0 = i(1− l−2m) оператора L̃(λ), т. е. будем считать выполненным условие 7.2.

В этом случае в силу теоремы 8.1 оператор L : W l+2m(G) →W l(G, ∂G) не фред-

гольмов (его образ незамкнут). Поэтому свяжем с задачей (6.7), (6.8) оператор,

действующий в других пространствах, и докажем его фредгольмовость.

10.1. Построение правого регуляризатора в случае B2
iµ = 0

Введем функции ψ̂ ∈ C∞
0 (R2) такие, что ψ̂(y) = 1 при y ∈ Oε/2(K) и supp ψ̂ ⊂

Oε(K). Пусть вектору ψ̂f = {ψ̂f0, ψ̂fiµ} правых частей задачи (6.7), (6.8) соот-
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ветствует вектор F = {fj, fjσµ} правых частей задачи (6.12), (6.13). Очевидно,

supp F ⊂ Oε(0).

Рассмотрим пространство Ŝ l(G, ∂G) с нормой

‖f‖Ŝl(G,∂G) =
(
‖(1− ψ̂)f‖2

Wl(G,∂G) + ‖F‖2
Ŝl(K,γ)

)1/2

. (10.1)

Введем также пространство

Ŝ l+2m−m−1/2(∂G) = {f ′ ∈ W l+2m−m−1/2(∂G) : (0, f ′) ∈ Ŝ l(G, ∂G)}.

Очевидно, имеют место вложения (ср. (7.29))

Ŝ l+2m−m−1/2(∂G) ⊂ S l+2m−m−1/2(∂G) ⊂ W l+2m−m−1/2(∂G),

Ŝ l(G, ∂G) ⊂ S l(G, ∂G) ⊂ W l(G, ∂G).

Согласно лемме 7.3 множество Ŝ l(G, ∂G) незамкнуто в топологии простран-

ства W l(G, ∂G).

С другой стороны, в силу леммы 7.2, если u ∈ Sl+2m(G), то {Pu, Cu} ∈
Ŝ l(G, ∂G) (оператор C = B0 + B1 определен в § 8).

Рассмотрим оператор

L̂1 = {P, C} : Sl+2m(G) → Ŝ l(G, ∂G).

В силу леммы 7.2 оператор L̂1 ограничен.

Пусть ψ и ξ — функции, определенные перед леммой 8.1.

Теорема 10.1. Пусть выполнено условие 7.2. Тогда для любого достаточно
малого ε0 > 0 существуют такие ограниченные операторы

R̂K : Ŝ l(G, ∂G) → Sl+2m(G), M̂K, ŜK : Ŝ l(G, ∂G) → Ŝ l(G, ∂G),

что
L1R̂Kf = ψf + M̂Kf + ŜKf, (10.2)

‖M̂K‖ 6 c1ε0, ‖ŜK‖ 6 c2 и квадрат оператора ŜK компактный; более того,
оператор ŜK представим в виде ŜK = ÛK+F̂K, где ‖ÛK‖ 6 c3, а оператор F̂K
компактный; константы c1, c2, c3 > 0 не зависят от ε0.

Доказательство. Идея доказательства аналогична идее доказательства лем-

мы 8.1. Укажем лишь, как строится оператор R̂K. Сделаем в окрестности мно-

жества K замену переменных y → y′ из п. 6.1 и обозначим y′ снова через y.
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Функции ψ, ξ и f , записанные в новых координатах, будем обозначать теми же

символами.

Тогда оператор R̂K задается формулой R̂Kf = ξU, где U ∈ W l+2m(Kd) (d > 0

любое) — решение задачи (6.16), (6.17) с правой частью ψf (см. лемму 7.6).

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 8.2 (в доказательстве

следует воспользоваться леммой 10.1 вместо леммы 8.1).

Лемма 10.1. Пусть выполнено условие 7.2. Тогда существуют ограничен-
ный оператор R̂1 : Ŝ l(G, ∂G) → Sl+2m(G) и компактный оператор T̂1 :

Ŝ l(G, ∂G) → Ŝ l(G, ∂G) такие, что

L̂1R̂1 = Î + T̂1, (10.3)

где Î — единичный оператор в пространстве Ŝ l(G, ∂G).

10.2. Построение правого регуляризатора в случае B2
iµ 6= 0

Пусть ξ и ψ — функции, определенные перед леммой 8.1, но теперь считаем,

что δ > 0 произвольно (в частности, не зависит от ε0).

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 8.3.

Лемма 10.2. Пусть выполнено условие 7.2. Тогда для любого δ, 0 < δ < 1,
существуют такие ограниченные операторы

R̂′
K : Ŝ l+2m−m−1/2(∂G) → Sl+2m(G), M̂′

K, T̂′
K : Ŝ l+2m−m−1/2(∂G) → Ŝ l(G, ∂G),

что
L1R̂′

Kf ′ = ψ{0, f ′}+ M̂′
Kf ′ + T̂′

Kf ′, (10.4)

‖M̂′
K‖ 6 cδ, оператор T̂′

K компактный, c > 0 не зависит от δ.

Для любой функции f ′ ∈ Ŝ l+2m−m−1/2(∂G) положим

R̂′
1f
′ = R̂′

Kf ′ +
J∑

j=1

R′
0j(ψ

′
jf
′),

где функции ψ′j и оператор R′
0j те же, что в п. 8.2.

Используя лемму 10.2, нетрудно проверить, что

L̂1R̂′
1f
′ = {0, f ′}+ M̂′

1f
′ + T̂′

1f
′. (10.5)
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Здесь M̂′
1, T̂

′
1 : Ŝ l+2m−m−1/2(∂G) → Ŝ l(G, ∂G) — такие ограниченные операторы,

что ‖M̂′
1‖ 6 cδ, где c > 0 не зависит от δ, а оператор T̂′

1 компактный.

При помощи операторов R̂1 и R̂′
1 построим правый регуляризатор для зада-

чи (6.7), (6.8) в случае B2
iµ 6= 0. Для этого нам потребуется следующее условие

согласования.

Условие 10.1. Для любой функции u ∈ Sl+2m(G) имеем B2u ∈ Ŝ l+2m−m−1/2(∂G)

и
‖B2u‖Ŝl+2m−m−1/2(∂G) 6 c‖u‖W l+2m(G).

Замечание 10.1. Согласно (6.5) оператор B2 соответствует нелокальным сла-

гаемым с носителем вне множества K. Следовательно, если условие 10.1 вы-

полнено для функций u ∈ Sl+2m(G), то оно также выполнено и для функций

u ∈ W l+2m(G \ Oκ1(K))

Замечание 10.2. На примере из п. 6.2 (главы II) покажем, как можно добиться

выполнения условия 10.1.

Рассмотрим задачу (6.9), (6.10) и предположим дополнительно, что преобра-

зования Ωis в этой задаче удовлетворяют условию (6.3) (которое представляет

из себя ограничение на геометрическую структуру преобразований Ωis). То-

гда в силу непрерывности Ωis имеем Ωis

(Oδ(g)
) ⊂ Oε0/2(K) для любой точки

g ∈ Γi ∩ K, если δ > 0 достаточно мало. Следовательно, для любой функции

u ∈ W l+2m(G \ Oκ1(K))

B2
iµu(y) = 0 при y ∈ Oδ(K), (10.6)

так как 1− ζ(Ωis(y)) = 0 при y ∈ Oδ(K). Очевидно, условие 10.1 в этом случае

выполнено.

Вместо условия (6.3) можно предположить следующее: если Ωis(g) /∈ K (где

g ∈ Γi∩K), то коэффициенты оператора Biµs(y, D) имеют ноль соответствующе-

го порядка в точках Ωis(g). Это также гарантирует, что B2u ∈ Ŝ l+2m−m−1/2(∂G)

для любой функции u ∈ W l+2m(G \ Oκ1(K)).

В силу леммы 7.2 и условия 10.1 имеем

{Pu, Bu} ∈ Ŝ l(G, ∂G) ∀u ∈ Sl+2m(G).

Следовательно, оператор

L̂S = {P, B} : Sl+2m(G) → Ŝ l(G, ∂G)

корректно определен и ограничен.
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Лемма 10.3. Пусть выполнены условия 7.2 и 10.1. Тогда существуют огра-
ниченный оператор R̂ : Ŝ l(G, ∂G) → Sl+2m(G) и компактный оператор T̂ :

Ŝ l(G, ∂G) → Ŝ l(G, ∂G) такие, что

L̂SR̂ = Î + T̂. (10.7)

Доказательство. Положим Φ = B2R̂1f , где f = {f0, f
′} ∈ Ŝ l(G, ∂G), а R̂1 —

оператор из формулы (10.3). Тогда согласно условию 10.1 функции Φ и B2R̂′
1Φ

принадлежат области определения оператора R̂′
1. Следовательно, мы можем

задать ограниченный оператор R̂S : Ŝ l(G, ∂G) → Sl+2m(G) формулой

R̂Sf = R̂1f − R̂′
1Φ + R̂′

1B
2R̂′

1Φ.

Аналогично доказательству леммы 8.4, используя неравенства (10.3) и (10.5),

нетрудно проверить, что

L̂SR̂S = Î + M + T,

где M, T : Ŝ l(G, ∂G) → Ŝ l(G, ∂G) — такие ограниченные операторы, что ‖M‖ 6
cδ (c > 0 не зависит от δ), оператор T компактный.

Оператор Î + M : Ŝ l(G, ∂G) → Ŝ l(G, ∂G) обратим, если δ 6 1/(2c). Следова-

тельно, обозначая R̂ = R̂S(Î + M)−1, T = T (Î + M)−1, получаем (10.7).

10.3. Фредгольмова разрешимость нелокальных задач

Так как подпространство Sl+2m(G) имеет конечную коразмерность в W l+2m(G),

то существует такое конечномерное подпространство Rl(G, ∂G) пространства

W l(G, ∂G), что

{Pu, Bu} ∈ Ŝ l(G, ∂G) uRl(G, ∂G) ∀u ∈ W l+2m(G).

Следовательно, мы можем определить ограниченный оператор

L̂ = {P, B} : W l+2m(G) → Ŝ l(G, ∂G) uRl(G, ∂G).

Теорема 10.2. Пусть выполнены условия 7.2 и 10.1. Тогда оператор L̂ фред-
гольмов.

Доказательство. Из лемм 8.5 и 10.3 настоящей работы и теоремы 15.2 в [38]

вытекает, что оператор L̂S : Sl+2m(G) → Ŝ l(G, ∂G) фредгольмов. Так как об-

ласть определения W l+2m(G) оператора L̂ есть расширение области определе-

ния Sl+2m(G) оператора L̂S на конечномерное подпространство и L̂ совпадает

с L̂S на Sl+2m(G), то оператор L̂ также фредгольмов.
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11. Нелокальные задачи
с однородными нелокальными условиями

В этом параграфе мы изучим оператор, соответствующий задаче (6.7), (6.8) с

однородными краевыми условиями. Используя результаты § 10, мы покажем,

что если прямая Im λ = 1 − l − 2m содержит только правильное собственное

число, то этот оператор, в отличие от L, является фредгольмовым, если вы-

полнены определенные алгебраические соотношения между операторами P, B0

и B1 в точках множества K.

11.1. Отсутствие на прямой Im λ = 1− l − 2m
собственных значений оператора L̃(λ)

или наличие неправильного собственного значения

Введем пространство

W l+2m
B (G) = {u ∈ W l+2m(G) : Bu = 0}.

Очевидно, W l+2m
B (G) — замкнутое подпространство в W l+2m(G). Рассмотрим

ограниченный оператор LB : W l+2m
B (G) → W l(G), заданный формулой

LBu = Pu, u ∈ W l+2m
B (G).

Для того чтобы исследовать задачу (6.7), (6.8) с однородными нелокальными

условиями, нам понадобится следующее условие на операторы Biµs(y,D) (см.

например, [39, гл. 2, § 1]).

Условие 11.1. При всех i = 1, . . . , N система операторов {Biµ0(y, D)}m
µ=1 яв-

ляется нормальной на Γi и порядки операторов Biµs(y, D) (s = 0, . . . , Si) не
превосходят 2m− 1.

В этом пункте будет доказан следующий результат.

Теорема 11.1. Пусть выполнено условие 7.1. Тогда оператор LB фредгольмов.
Пусть на прямой Im λ = 1− l−2m содержится неправильное собственное

значение λ0 оператора L̃(λ) и выполнено условие 11.1. Тогда образ операто-
ра LB незамкнут (и, следовательно, оператор LB не фредгольмов).

Следующая лемма позволяет сводить нелокальные задачи с неоднородными

краевыми условиями к задачам с однородными краевыми условиями.
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Лемма 11.1. Пусть выполнено условие 11.1. Тогда для любых функций fjσµ ∈
H

l+2m−mjσµ−1/2
a (γjσ) таких, что supp fjσµ ⊂ Oε′(0) (ε′ > 0 фиксировано), суще-

ствует такая функция V ∈ Hl+2m
a (K), что supp V ⊂ O2ε′(0) и

Bjσµ(y,D)V = fjσµ, (11.1)

‖V ‖Hl+2m
a (K) 6 cε′‖{fjσµ}‖Hl+2m−m−1/2

a (γ)
, (11.2)

где cε′ > 0 не зависит от fjσµ.

Доказательство. 1. Аналогично доказательству леммы 3.1 в [40] строятся та-

кие функции Vjσ ∈ H l+2m
a (Kj), что

Bjσµj0(y, D)Vjσ|γjσ
= fjσµ, (11.3)

‖Vjσ‖Hl+2m
a (Kj)

6 k2‖{fjσµ}‖Hl+2m−m−1/2
a (γ)

. (11.4)

Так как supp fjσµ ⊂ Oε′(0), то можно считать, что supp Vjσ ⊂ O2ε′(0).

2. Обозначим δ = min |(−1)σωj + ωjσks ± ωk|/2 (j, k = 1, . . . , N, σ = 1, 2, s =

1, . . . , Sjσk) и введем функции ζjσ ∈ C∞
0 (R2) такие, что ζjσ(ω) = 1 при |(−1)σωj−

ω| < δ/2 и ζjσ(ω) = 0 при |(−1)σωj − ω| > δ. Так как функции ζjσ являются

мультипликаторами в пространстве H l+2m
a (Kj), то из (11.3) и (11.4) вытекает,

что функция V = (ζ11V11 + ζ12V12, . . . , ζN1VN1 + ζN2VN2) удовлетворяет услови-

ям (11.1) и (11.2).

Замечание 11.1. В пространствах Соболева аналогичные рассуждения не про-

ходят, поскольку функции ζjσ не являются мультипликаторами в пространствах

W l+2m(Kj). Более того, можно построить такие функции fjσµ из пространства

W l+2m−mjσµ−1/2(γjσ) (j = 1, . . . , N, σ = 1, 2, µ = 1, . . . , m), для которых не

найдется функции V ∈ W l+2m(K), удовлетворяющей условиям (11.1). Поэтому

задача с однородными нелокальными условиями не эквивалентна задаче с неод-

нородными краевыми условиями (например, возможна ситуация, когда первая

задача фредгольмова, а вторая - нет).

Положим (как и ранее) d = d(%) = 2d2%, где d2 определено в (6.15). Сле-

дующий результат будет использован при изучении образа оператора LB (ср.

лемму 8.6).

Лемма 11.2. Пусть выполнено условие 11.1 и образ оператора LB замкнут.
Тогда для достаточно малых % > 0 и всех U ∈ S l+2m(Kd) таких, что

Bjσµ(D)U |γ2%
jσ

= 0 (j = 1, . . . , N, σ = 1, 2, µ = 1, . . . , m), (11.5)
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выполнена оценка2

‖U‖Wl+2m(K%) 6 c
(‖{Pj(D)Uj}‖Wl(Kd

j ) + ‖U‖Hl+2m−1
0 (Kd)

)
. (11.6)

Доказательство. 1. Так как образ оператора LB замкнут, то в силу леммы 8.5,

компактности оператора вложения W l+2m(G) ⊂ W l+2m−1(G) и теоремы 7.1 в [38]

имеем

‖u‖W l+2m(G) 6 c(‖P(y,D)u‖W l(G) + ‖u‖W l+2m−1(G)) (11.7)

для всех u ∈ W l+2m
B (G). Подставим в (11.7) функцию u ∈ W l+2m

B (G) такую, что

supp u ∈ O2%1(K), 2%1 < min{ε0,κ1}. Согласно (6.5) для таких функций B2u = 0.

Следовательно, используя лемму 3.2 в [39, Ch. 2], видим, что при достаточно

малых %1 оценка

‖U‖Wl+2m(K) 6 k1

(‖{Pj(D)Uj}‖Wl(K) + ‖U‖Wl+2m−1(K)

)
(11.8)

имеет место для всех таких U ∈ W l+2m(K), что supp U ⊂ O2%1(0) и

Bjσµ(y, D)U = 0 (j = 1, . . . , N, σ = 1, 2, µ = 1, . . . ,m). (11.9)

2. Покажем, что если %2 < %1d1 достаточно мало, то оценка (11.8) справед-

лива для всех таких U ∈ S l+2m(K), что supp U ⊂ O2%2(0) и

Bjσµ(D)U = 0 (j = 1, . . . , N, σ = 1, 2, µ = 1, . . . , m). (11.10)

Положим Φjσµ = Bjσµ(y, D)U |γjσ
. Очевидно,

supp Φjσµ ⊂ O%2/d1(0) ⊂ O%1(0). (11.11)

Зафиксируем a, 0 < a < 1, и докажем, что

‖{Φjσµ}‖Hl+2m−m−1/2
0 (γ)

6 k2%
1−a
2 ‖U‖Wl+2m(K). (11.12)

В силу (11.10) и ограниченности оператора взятия следа в весовых простран-

ствах достаточно оценить слагаемые вида

(
aα(y)− aα(0)

)
DαUj (|α| = mjσµ), aβ(y)DβUj (|β| 6 mjσµ − 1),

2В предположениях леммы U ∈ Hl+2m
a (Kd) для любого a > 0 согласно лемме 5.2. Следова-

тельно, U ∈ Hl+2m−1
0 (Kd), и правая часть неравенства (11.6) конечна.

111



где aα и aβ — бесконечно дифференцируемые функции. Используя ограничение

на носитель функций Uj и леммы 5.5 и 5.2, получаем

‖(aα(y)− aα(0)
)
DαUj‖

H
l+2m−mjσµ
0 (Kj)

6

6 k3%
1−a
2 ‖(aα(y)− aα(0)

)
DαUj‖

H
l+2m−mjσµ
a−1 (Kj)

6

6 k4%
1−a
2 ‖DαUj‖

H
l+2m−mjσµ
a (Kj)

6 k5%
1−a
2 ‖Uj‖W l+2m(Kj).

Аналогично, используя лемму 5.2, имеем

‖aβ(y)DβUj‖
H

l+2m−mjσµ
0 (Kj)

6 k6%
1−a
2 ‖Uj‖Hl+2m−1

a−1 (Kj)
6 k7%

1−a
2 ‖Uj‖W l+2m(Kj).

Таким образом, оценка (11.12) доказана.

Далее, в силу (11.11) и леммы 11.1 существует такая функция

V = (V1, . . . , VN) ∈ Hl+2m
0 (K),

что supp V ⊂ O2%1(0) и

Bjσµ(y, D)V |γjσ
= Φjσµ, (11.13)

‖V ‖Hl+2m
0 (K) 6 c%1‖{Φjσµ}‖Hl+2m−m−1/2

0 (γ)
, (11.14)

где c%1 не зависит от %2.

Оценивая U−V при помощи (11.8) и используя неравенства (11.14) и (11.12),

имеем

‖U‖Wl+2m(K) 6 ‖U − V ‖Wl+2m(K) + ‖V ‖Wl+2m(K)

6 k8

(‖{Pj(D)Uj}‖Wl(K) + ‖U‖Wl+2m−1(K) + %1−a
2 ‖U‖Wl+2m(K)

)
.

Теперь, выбирая достаточно малое %2, получаем оценку (11.8), справедливую

для всех таких U ∈ W l+2m(K), что supp U ⊂ O2%2(0) и выполнены соотноше-

ния (7.30) и (11.10).

3. Теперь снимем ограничение supp U ⊂ O2%2(0) и докажем оценку (11.6)

для % < %2d1 и любых U ∈ W l+2m(Kd), удовлетворяющих соотношениям (7.30)

и (11.5).

Введем функцию ψ ∈ C∞
0 (R2) такую, что ψ(y) = 1 при |y| 6 %, supp ψ ⊂

O2%(0) и ψ не зависит от полярного угла ω.

Положим Ψjσµ = Bjσµ(D)(ψU)|γjσ
. Очевидно,

supp Ψjσµ ⊂ O%/d1(0) ⊂ O%2(0). (11.15)
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Покажем, что

‖Ψjσµ‖
H

l+2m−mjσµ−1/2

0 (γjσ)
6 k9

N∑

k=1

(‖Pk(D)Uk‖W l(Kd
k) + ‖Uk‖Hl+2m−1

0 (Kd
j )

)
. (11.16)

Учитывая соотношения (11.5), представим функцию Ψjσµ в виде

Ψjσµ =
∑

k,s

Ψjσµks +
∑

(k,s)6=(j,0)

Jjσµks, (11.17)

где

Ψjσµks =
(
[Bjσµks(D), ψ]Uk

)(Gjσksy
)∣∣

γjσ
,

Jjσµks =
(
ψ(Gjσksy)− ψ(y)

)(
Bjσµks(D)Uk

)(Gjσksy
)∣∣

γjσ

([·, ·] обозначает коммутатор).

Так как выражение для Ψjσµks содержит производные функции Uk порядка

не выше mjσµ − 1, то

‖Ψjσµks‖
H

l+2m−mjσµ−1/2

0 (γjσ)
6 k10‖U‖Hl+2m−1

0 (Kd). (11.18)

Далее, повторяя рассуждения из части 1 доказательства леммы 8.7, получим

‖Jjσµks‖
H

l+2m−mjσµ−1/2

0 (γjσ)
6 k11(‖Pk(D)Uk‖W l({d1%/2<|y|<2d2%})+

+ ‖Uk‖W l+2m−1({d1%/2<|y|<2d2%})).
(11.19)

Теперь (11.16) следует из (11.17), (11.18) и (11.19).

4. В силу (11.15) и леммы 11.1 (примененной к операторам Bjσµ(D)) суще-

ствует такая функция V = (V1, . . . , VN) ∈ Hl+2m
0 (K), что supp V ⊂ O2%2(0) и

Bjσµ(D)V = Ψjσµ, (11.20)

‖V ‖Hl+2m
0 (K) 6 k12‖{Ψjσµ}‖Hl+2m−m−1/2

0 (γ)
. (11.21)

Оценивая ψU − V при помощи (11.8) и пользуясь формулой Лейбница и нера-

венствами (11.21), (11.16), получим

‖U‖Wl+2m(K%) 6 ‖ψU‖Wl+2m(K) 6 ‖ψU − V ‖Wl+2m(K) + ‖V ‖Wl+2m(K)

6 k11

(‖{Pj(D)Uj}‖Wl(Kd) + ‖U‖Hl+2m−1
0 (Kd)

)
.

113



Лемма 11.2 позволяет доказать, что если прямая Im λ = 1 − l − 2m содер-

жит неправильное собственное значение, то оператор LB, так же как и L, не

фредгольмов.

Лемма 11.3. Пусть прямая Im λ = 1 − l − 2m содержит неправильное соб-
ственное значение λ0 оператора L̃(λ), и пусть выполнено условие 11.1. Тогда
образ оператора LB незамкнут.

Доказательство. 1. Предположим, что образ оператора LB замкнут. Обозна-

чим через ϕ(0)(ω), . . . , ϕ(κ−1)(ω) собственный и присоединенные векторы, от-

вечающие собственному значению λ0 (см. [12]). Векторы ϕ(k)(ω) принадлежат

W l+2m(−ω, ω) и удовлетворяют соотношениям

Pj(D)V k
j = 0, Bjσµ(D)V k = 0. (11.22)

где

V k = riλ0

k∑
s=0

1

s!
(i ln r)kϕ(k−s)(ω), k = 0, . . . ,κ − 1.

Так как λ0 — неправильное собственное значение, то функция V k(y) не явля-

ется вектор-полиномом при некотором k > 0. Предположим для простоты, что

V 0 = riλ0ϕ(0)(ω) не является вектор-полиномом (случай k > 0 рассматривается

аналогично).

Пусть % и d = d(%) — те же константы, что в лемме 11.2. Рассмотрим по-

следовательность U δ = rδV 0/‖rδV 0‖Wl+2m(K%). Знаменатель дроби конечен при

любом δ > 0, но ‖rδV 0‖Wl+2m(K%) → ∞ при δ → 0, так как V 0 не является

вектор-полиномом. Однако ‖rδV 0‖Hl+2m−1
0 (Kd) 6 c, где c > 0 не зависит от δ > 0;

следовательно,

‖U δ‖Hl+2m−1
0 (Kd) → 0 при δ → 0. (11.23)

Используя (11.22), аналогично доказательству леммы 8.7 можно проверить, что

‖{Pj(D)U δ
j }‖Wl(Kd) → 0 при δ → 0. (11.24)

‖{Bjσµ(D)U δ}‖Hl+2m−m−1/2
0 (γ3%)

→ 0 при δ → 0. (11.25)

2. Введем функцию ψ ∈ C∞
0 (R2) такую, что ψ(y) = 1 при y ∈ O2%(0) и

supp ψ ⊂ O3%(0).

Применяя лемму 11.1 к операторам Bjσµ(D) и функциям

fjσµ = ψBjσµ(D)U δ|γjσ
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(заметим, что supp fjσµ ⊂ O3%(0)), построим функцию W δ ∈ Hl+2m
0 (K) (δ > 0)

такую, что supp W δ ⊂ O6%(0) и

Bjσµ(D)W δ|γ2%
jσ

= Bjσµ(D)U δ|γ2%
jσ

, (11.26)

‖W δ‖Hl+2m
0 (K6%) 6 k1

∑
j,σ,µ

‖{Bjσµ(D)U δ}‖Hl+2m−m−1/2
0 (γ3%)

. (11.27)

Более того, функция U δ−W δ удовлетворяет соотношениям (7.30); следователь-

но, мы можем применить лемму 11.2 функции U δ −W δ. Тогда из оценки (11.6),

используя ограниченность оператора вложения H l+2m
0 (K6%

j ) ⊂ W l+2m(K6%
j ) и

неравенство (11.27), получим

‖U δ‖Wl+2m(K%) 6 ‖U δ −W δ‖Wl+2m(K%) + ‖W δ‖Wl+2m(K%) 6

6 k2

(
‖{Pj(D)U δ

j }‖Wl(Kd) + ‖{Bjσµ(D)U δ}‖Hl+2m−m−1/2
0 (γ3%)

+

+ ‖U δ‖Hl+2m−1
0 (Kd)

)
.

(11.28)

Однако утверждения (11.23)–(11.25) противоречат оценке (11.28), так как

‖U δ‖Wl+2m(K%) = 1.

Доказательство теоремы 11.1. Первая часть теоремы 11.1 вытекает из тео-

ремы 8.1; вторая часть — из леммы 11.3.

11.2. Правильное собственное значение оператора L̃(λ)
на прямой Im λ = 1− l − 2m

Осталось рассмотреть ситуацию, когда прямая Im λ = 1− l−2m содержит толь-

ко правильное собственное значение. Пусть выполнено условие 7.2. Докажем,

что в этом случае фредгольмовость оператора LB при фиксированном l > 1

определяется выполнением следующего условия.

Условие 11.2. При l > 1 система (7.25) содержит все операторы DξPj(D)

(|ξ| = l − 1, j = 1, . . . , N).

Теорема 11.2. Пусть выполнены условия 7.2 и 10.1. Тогда

1. оператор LB : W 2m
B (G) → L2(G) фредгольмов;
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2. если l > 1 и выполнено условие 11.2, то оператор LB : W l+2m
B (G) →

W l(G) фредгольмов;

3. если l > 1 и условие 11.2 нарушено, но выполнено условие 11.1, то
образ оператора LB : W l+2m

B (G) → W l(G) незамкнут (и, следовательно,
оператор LB не фредгольмов).

Доказательство. 1. По лемме 8.5 ядро оператора LB конечномерно. Изучим

образ R(LB) оператора LB.

2. Вначале предположим, что l > 1 и выполнено условие 11.2. Покажем, что

множество {
f0 ∈ W l(G) : {f0, 0} ∈ Ŝ l(G, ∂G)

}
(11.29)

есть замкнутое подпространство конечной коразмерности в W l(G). Действи-

тельно, пусть ψ̂ — функция из определения пространства Ŝ l(G, ∂G) (см. п. 10.1).

Тогда вектору правых частей {ψ̂f0, 0} задачи (6.7), (6.8) соответствует век-

тор {fj, 0} правых частей задачи (6.12), (6.13). Очевидно, Tjσµ{fj, 0} = 0. Более

того, в силу условия 11.2 соотношения (7.27) отсутствуют. Таким образом, в

силу (10.1) норма функции {f0, 0} ∈ Ŝ l(G, ∂G) в Ŝ l(G, ∂G) эквивалентна нор-

ме функции f0 в W l(G), а множество (11.29) есть подпространство в W l(G),

состоящее из функций, удовлетворяющих условиям (5.4). Иными словами, мно-

жество (11.29) совпадает с пространством Sl(G).

Далее, так как Ŝ l(G, ∂G) ⊂ Ŝ l(G, ∂G) uRl(G, ∂G), то множество
{
f0 ∈ W l(G) : {f0, 0} ∈ Ŝ l(G, ∂G) uRl(G, ∂G)

}
(11.30)

(содержащее множество (11.29)) также есть замкнутое подпространство конеч-

ной коразмерности в W l(G). С другой стороны, f0 ∈ R(LB) тогда и только

тогда, когда {f0, 0} ∈ R(L̂), где L̂ — оператор, определенный в п. 10.3. Отсюда

и из фредгольмовости оператора L̂ вытекает, что образ оператора LB замкнут

и имеет конечную коразмерность.

3. Теперь предположим, что l > 1 и условие 11.2 нарушено. Докажем, ис-

пользуя результаты п. 7.3 (главы II), что образ R(LB) оператора LB незамкнут.

Предположим противное: пусть образ R(LB) замкнут.

Поскольку условие 11.2 нарушено, то множество условий (7.27) непусто;

значит, для некоторых j, ξ норма (7.28) содержит соответствующее слагае-

мое ‖Tjξf‖H1
0 (R2). Отсюда (аналогично доказательству леммы 7.3) вытекает су-

ществование такой последовательности f δ = {f δ
j , 0} ∈ Ŝ l(K, γ), δ > 0, что

supp f δ ⊂ Oε(0) и f δ сходится в W l(K, γ) к f 0 /∈ Ŝ l(K, γ) при δ → 0.
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В силу леммы 7.6 для каждой функции f δ найдется такая функция U δ ∈
W l+2m(Kd), что

Pj(D)U δ
j = f δ

j , Bjσµ(D)U δ = 0, (11.31)

‖U δ‖Hl+2m−1
0 (Kd) 6 c‖f δ‖Wl(K,γ) (11.32)

(c > 0 не зависит от δ) и U δ удовлетворяет соотношениям (7.30). В силу второго

соотношения в (11.31) и соотношений (7.30) мы можем применить лемму 11.2 к

функции U δ. Используя оценку (11.6), сходимость последовательности f δ к f 0 /∈
Ŝ l(K, γ) и неравенство (11.32), приходим к противоречию (ср. доказательство

леммы 8.7).

4. В случае l = 0 множество условий (7.27) пусто, поскольку эти усло-

вия возникают лишь при l > 1. Отсюда, аналогично части 2 доказательства,

выводим заключение теоремы.

12. Примеры

Приведем два примера, иллюстрирующие результаты глав II и III (подробные

доказательства даны в [86]). В приведенных ниже примерах множество K со-

стоит из нескольких орбит, поэтому, ссылаясь на теоремы из предыдущих па-

раграфов, будем иметь в виду очевидные обобщения на этот случай.

12.1. Пример 1

Задача с однородными нелокальными условиями

Пусть ∂G \ K =
2⋃

i=1

Γi, где Γi — открытые в топологии границы кривые клас-

са C∞, K = Γ1 ∩ Γ2 = {g1, g2}, g1, g2 — концевые точки кривых Γ1, Γ2. Предпо-

ложим, что в окрестности точек g1, g2 область G совпадает с плоским углом

раствора π.

Рассмотрим нелокальную задачу

∆u = f0(y) (y ∈ G), (12.1)

u|Γi
+ biu

(
Ωi(y)

)∣∣
Γi

= fi(y) (y ∈ Γi; i = 1, 2). (12.2)

Здесь b1, b2 ∈ R, Ωi — бесконечно гладкое невырожденное преобразование, отоб-

ражающее окрестность Oi кривой Γi на Ω(Oi) так, что Ω(Γi) ⊂ G, Ωi(gj) = gj,

j = 1, 2, и вблизи точек g1, g2 преобразование Ωi есть поворот на угол π/2

внутрь области G (см. рис. 12.1).
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Рис. 12.1. Область G с границей ∂G = Γ1 ∪ Γ2.

Рассмотрим оператор L : W l+2(G) →W l(G, ∂G), действующий по формуле

Lu = (∆u, u|Γ1 + b1u, u|Γ2 + b2u)

и соответствующий задаче (12.1), (12.2). Применение теоремы 8.1 дает следую-

щий результат.

Пусть l четно; тогда оператор L : W l+2(G) → W l(G, ∂G) фредгольмов
тогда и только тогда, когда b1 + b2 6= 0.

Пусть l нечетно; тогда оператор L : W l+2(G) → W l(G, ∂G) не фредголь-
мов ни при каких b1, b2 ∈ R.

Задача с однородными нелокальными условиями

Обозначим

W l+2
B (G) =

{
u ∈ W l+2(G) : u|Γi

+ biu
(
Ωi(y)

)∣∣
Γi

= 0, i = 1, 2
}

и введем оператор LB : W l+2
B (G) → W l(G) по формуле

LBu = ∆u, u ∈ W l+2
B (G).

При помощи теорем 8.1 и 11.2 получим следующий результат.

Пусть l четно; тогда оператор LB : W l+2
B (G) → W l(G) фредгольмов при

любых b1, b2 ∈ R.
Пусть l нечетно и l = 4k + 1, k = 0, 1, 2, . . . ; тогда оператор LB :

W l+2
B (G) → W l(G) фредгольмов в том и только том случае, если b1 = b2 < 1.
Пусть l нечетно и l = 4k + 3, k = 0, 1, 2, . . . ; тогда оператор LB :

W l+2
B (G) → W l(G) фредгольмов в том и только том случае, если b1 = b2 > −1.
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12.2. Пример 2

Задача с неоднородными нелокальными условиями

Пусть граница ∂G ∈ C∞ области G совпадает вне кругов O1/8((i4/3, j4/3))

(i, j = 0, 1) с границей квадрата (0, 4/3) × (0, 4/3). Обозначим Γ1 = {y ∈ ∂G :

y1 < 1/3, y2 < 1/3}, Γ2 = {y ∈ ∂G : y1 > 1, y2 > 1}. Пусть Γ3 и Γ4 — связные

компоненты множества ∂G \ (Γ1 ∪Γ2). В данном случае имеем K = {g1, . . . , g4},
где g1 = (1/3, 0), g2 = (0, 1/3), g3 = (4/3, 1), g4 = (1, 4/3) (см. рис. 12.2).

Рис. 12.2. Область G с гладкой границей ∂G =
4⋃

i=1

Γi.

Рассмотрим нелокальную задачу

∆u = f0(y) (y ∈ G), (12.3)

u(y)|Γi
+ biu(y + hi)|Γi

= fi(y) (y ∈ Γi; i = 1, 2),

u(y)|Γj
= fj(y) (y ∈ Γj; j = 3, 4),

(12.4)

где h1 = (1, 1), h2 = (−1,−1) и b1, b2 ∈ R. Очевидно, множество K состоит из

двух орбит: Orb1 и Orb2, где орбита Orb1 содержит точки g1 и g3 = g1 + h1, а

орбита Orb2 — точки g2 и g4 = g2 + h2.

Рассмотрим оператор L : W l+2(G) →W l(G, ∂G), действующий по формуле

Lu = (∆u, u(y)|Γ1 + b1u(y + h1)|Γ1 , u(y)|Γ2 + biu(y + h2)|Γ2 , u(y)|Γ3 , u(y)|Γ4)
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и соответствующий задаче (12.3), (12.4). Применение теоремы 8.1 дает следую-

щий результат.

Пусть l четно; тогда оператор L : W l+2(G) → W l(G, ∂G) фредгольмов в
том и только том случае, если b1b2 > 0.

Пусть l нечетно; тогда оператор L : W l+2(G) → W l(G, ∂G) не фредголь-
мов ни при каких b1, b2 ∈ R.

Задача с однородными нелокальными условиями

Обозначим

W l+2
B (G) =

{
u ∈ W l+2(G) : u|Γi

+ biu(y + hi)|Γi
= 0, i = 1, 2; u|Γj

= 0, j = 3, 4
}

и введем оператор LB : W l+2
B (G) → W l(G) по формуле

LBu = ∆u, u ∈ W l+2
B (G).

При помощи теорем 8.1 и 11.2 получим следующий результат.

Пусть l четно; тогда оператор LB : W l+2
B (G) → W l(G) фредгольмов в

том и только том случае, если b1b2 > 0 и b1 = b2 = 0.
Пусть l нечетно; тогда оператор LB : W l+2

B (G) → W l(G) фредгольмов в
том и только том случае, если b1 = b2 = 0.
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Глава IV

Обобщенные решения
нелокальных эллиптических задач

13. Обобщенные решения нелокальных задач

13.1. Обобщенные решения

Как и в предыдущих главах, считаем выполненными условия 6.1–6.4 (последнее

с l = 0). Будем считать, что порядки miµ операторов Biµs(y,D) удовлетворяют

неравенствам

miµ 6 2m− 1.

В этой и следующей главах будем изучать так называемые обобщенные
решения (см. определения 13.2 и 13.3) нелокальной краевой задачи (6.7), (6.8):

P(y, D)u = f0(y) (y ∈ G), (13.1)

B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu = fiµ(y) (y ∈ Γi, i = 1, . . . , N, µ = 1, . . . , m). (13.2)

Определим понятие обобщенного решения задачи (13.1), (13.2). Вначале,

следуя [93], дадим соответствующее определение для «локальной» задачи, т. е.

в том случае, когда B1
iµ = 0 и B2

iµ = 0.

Всюду далее считаем, что число ` фиксировано и таково, что

0 6 ` 6 2m− 1.

Так как C∞(Γi) ⊂ H
2m−k+1/2
2m (Γi), то в силу леммы 5.8 C∞(Γi) ⊂ H

`−k+1/2
` ,

k = 1, . . . , 2m. Следовательно, норма

‖u‖W`(G) =

(
‖u‖2

W `(G) +
N∑

i=1

2m∑

k=1

∥∥Dk−1
νi

u
∥∥2

H
`−k+1/2
` (Γi)

)1/2

(13.3)
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конечна для любой функции u ∈ C∞(G), где νi — внешняя нормаль к части Γi

границы и Dk−1
νi

u = (−i)k−1∂k−1u

∂νk−1
i

∣∣∣∣
Γi

. Обозначим через W`(G) пополнение мно-

жества C∞(G) по норме1 (13.3).

Из (13.3) вытекает, что замыкание S оператора

u 7→ {u|G, Dk−1
νi

u} (u ∈ C∞(G))

устанавливает изометрическое соответствие между W`(G) и подпространством

прямого произведения

W `(G)×
N∏

i=1

2m∏

k=1

H
`−k+1/2
` (Γi).

Отождествим элемент u ∈ W`(G) с элементом Su = {u, uik} и будем писать

u = {u, uik} ∈ W`(G).

Заметим, что если ` > 1, {un} ⊂ C∞(G) и un → u в W`(G) при n →∞, то un →
u в W `(G). Следовательно, Dk−1

νi
un → Dk−1

νi
u в W `−k+1/2(Γi) ⊂ H

`−k+1/2
` (Γi)

при k = 1, . . . , `. Таким образом, компоненты uik при k = 1, . . . , ` однозначно

определены компонентой u:

uik = Dk−1
νi

u, i = 1, . . . , N, k = 1, . . . , `.

Однако компоненты uik, k = ` + 1, . . . , 2m, вообще говоря, не определяются

компонентой u (ср. § 2.2 в [93]). Поэтому W`(G) и W `(G) — существенно раз-

личные пространства.

Заметим также, что если `1, `2 целые, 0 6 `1, `2 6 2m − 1 и `1 < `2, то

пространство W`2(G) есть замкнутое подмножество пространства W`1(G) и

‖u‖W`1 (G) 6 c‖u‖W`2 (G) ∀u ∈ W`2(G),

где c > 0 не зависит от u. Это следует из леммы 5.8.

Рассмотрим семейство функций {ϕδ}δ>0 ⊂ C∞(G) таких, что ϕδ(y) = 1 при

y ∈ G \ Oδ(K), ϕδ(y) = 0 при y ∈ Oδ/2(K) и |Dαϕδ| 6 cαδ−|α|, где cα > 0 не

зависит от δ. Нетрудно видеть, что

‖ϕδu− u‖Hl
a(G) → 0 при δ → 0 (u ∈ H l

a(G), l > 0, a ∈ R),

‖ϕδψ − ψ‖
H

l−1/2
a (Γi)

→ 0 при δ → 0 (ψ ∈ H l−1/2
a (Γi), l > 1, a ∈ R).

(13.4)

1Если ` = 2m, то нормы в пространствах W`(G) и W `(G) эквивалентны и эти пространства
могут быть отождествлены друг с другом, однако мы рассматриваем случай ` 6 2m− 1.
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Далее, предположим, что при достаточно малых δ > 0 (в частности, для δ >

0, при которых множество G∩Oδ(g), g ∈ K, совпадает с углом), функция ϕδ(y)

при y ∈ Oδ(K) зависит только от dist(y,K). Из этого свойства вытекает, что

Dl
νi
ϕδ|Γi

= 0, i = 1, . . . , N, l > 1. (13.5)

Лемма 13.1. Пусть u = {u, uik} ∈ W`(G). Тогда ϕδu = {ϕδu, ϕδuik}, т. е.
оператор S коммутирует с оператором умножения на ϕδ.

Доказательство. Пусть {un} ⊂ C∞(G) и un → u в W`(G). С одной стороны,

это означает, что

lim
n→∞

ϕδu
n = ϕδu в W`(G). (13.6)

С другой стороны, имеем

lim
n→∞

ϕδu
n = ϕδu в W `(G) (13.7)

и в силу (13.5)

lim
n→∞

Dk−1
νi

(ϕδu
n) = lim

n→∞
ϕδD

k−1
νi

un = ϕδuik в H
`−k+1/2
` (Γi). (13.8)

Из (13.7) и (13.8) следует, что

lim
n→∞

ϕδu
n = {ϕδu, ϕδuik} в W`(G). (13.9)

Комбинируя (13.6) и (13.9), мы завершаем доказательство.

Из леммы 2.3.1 в [93] вытекает, что2

‖ϕδP(y, D)u‖W `−2m(G) 6 c1δ‖u‖W`(G) ∀u ∈ C∞(G),

‖ϕδB
0
iµu‖W `−miµ−1/2(Γi)

6 c2δ‖u‖W`(G) ∀u ∈ C∞(G),

где c1δ, c2δ > 0 не зависят от u. Следовательно, при всех δ > 0 замыкание

L0
δ = {ϕδP(y, D), ϕδB

0
iµ} оператора

u 7→ {ϕδP(y, D)u, ϕδB
0
iµu}

(
u ∈ C∞(G)

)

есть ограниченный оператор, отображающий все пространство W`(G) в про-

странство W `−2m(G)×W`−m−1/2(∂G), где

W`−m−1/2(∂G) =
N∏

i=1

m∏
µ=1

W `−miµ−1/2(Γi).

2Так как функция ϕδ равна нулю вблизи множества K, то пространство W `−miµ−1/2(Γi) во
втором неравенстве можно заменить на H

`−miµ−1/2
a (Γi) при любом a ∈ R.
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Обозначим

W `(G,K) = {g0 : ϕδg0 ∈ W `(G) ∀δ > 0},
W`−m−1/2(∂G,K) = {{giµ} : ϕδgiµ ∈ W `−miµ−1/2(Γi) ∀δ > 0}.

Определение 13.1. Пусть число ` фиксировано (0 6 ` 6 2m − 1). Функция

u ∈ W`(G) называется сильным обобщенным решением локальной задачи

P(y, D)u = g0(y) (y ∈ G), (13.10)

B0
iµu = giµ(y) (y ∈ Γi, i = 1, . . . , N, µ = 1, . . . ,m) (13.11)

с правой частью {g0, giµ} ∈ W `−2m(G,K)×W`−m−1/2(∂G,K), если

L0
δu = ϕδ{g0, giµ} ∀δ > 0.

Теперь предположим, что {f0, fiµ} ∈ W0(G, ∂G) и определим сильное обоб-

щенное решение u = {u, uik} ∈ W`(G) задачи (13.1), (13.2). Прежде всего,

предположим, что функция u удовлетворяет соотношению

ϕδP(y, D)u = ϕδf0 в W `−2m(G) ∀δ > 0. (13.12)

Из (13.12) и теоремы 7.2.2 в [93] (о локальном повышении гладкости) вытекает,

что u ∈ W 2m
loc (G) и

P(y, D)u = f0(y) (п. в. y ∈ G).

Кроме того,

B1
iµu

def
= B1

iµu ∈ W 2m−miµ−1/2(Γi \ Oδ(K)) ∀δ > 0 (13.13)

и в силу (6.6) (при l = 0)

B2
iµu

def
= B2

iµu ∈ W 2m−miµ−1/2(Γi \ Oκ2(K)). (13.14)

Из (13.13) и (13.14) следует, что

fiµ −B1
iµu−B2

iµu ∈ W 2m−miµ−1/2(Γi \ Oκ2(K)). (13.15)

Предположим, что

L0
κ2

u = ϕκ2{f0, fiµ −B1
iµu−B2

iµu}.

Из этого равенства, соотношения (13.15) и теоремы 7.2.1 в [93] (о локальном

повышении гладкости) вытекает, что u ∈ W 2m(G \ Oκ1(K)). Следовательно,

используя (6.5) (при l = 0), имеем

B2
iµu

def
= B2

iµu ∈ W 2m−miµ−1/2(Γi). (13.16)
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Соотношения (13.13) и (13.16) влекут

fiµ −B1
iµu−B2

iµu ∈ W 2m−miµ−1/2(Γi \ Oδ(K)) ∀δ > 0. (13.17)

Теперь мы можем дать следующее определение.

Определение 13.2. Пусть число ` фиксировано (0 6 ` 6 2m − 1). Функция

u ∈ W`(G) называется сильным обобщенным решением нелокальной зада-

чи (13.1), (13.2) с правой частью {f0, fiµ} ∈ W0(G, ∂G), если эта функция явля-

ется сильным обобщенным решением локальной задачи (13.10), (13.11) с правой

частью {f0, fiµ −B1
iµu−B2

iµu}.
Из определения 13.2, соотношения (13.17) и теоремы 7.2.1 в [93] (о локаль-

ном повышении гладкости) следует, что если u = {u, uik}— сильное обобщен-

ное решение задачи (13.1), (13.2) с правой частью {f0, fiµ} ∈ W0(G, ∂G), то

u ∈ W 2m(G \ Oδ(K)) при всех δ > 0,

(ϕδu)ik = Dk−1
νi

(ϕδu) ∀δ > 0 (в H
`−k+1/2
` (Γi), k = 1, . . . , 2m) (13.18)

и

P(y, D)u = f0(y) (п. в. y ∈ G), (13.19)

B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu = fiµ(y) (в W 2m−miµ−1/2(Γi \ Oδ(K)) ∀δ > 0,

i = 1, . . . , N, µ = 1, . . . , m).
(13.20)

Таким образом, видим, что компонента u сильного обобщенного решения u

является обобщенным решение в следующем смысле.

Определение 13.3. Пусть число ` фиксировано (0 6 ` 6 2m − 1). Функция

u называется обобщенным решением задачи (13.1), (13.2) с правой частью

{f0, fiµ} ∈ W0(G, ∂G), если

u ∈ W `(G) ∩W 2m(G \ Oδ(K)) ∀δ > 0 (13.21)

и u удовлетворяет соотношениям (13.19), (13.20).

Более того, для всякого δ > 0 и целого l > 0 можно доказать существование

такого числа δ1, 0 < δ1 < δ, что для любого обобщенного решения u (в смысле

определения 13.3) задачи (13.1), (13.2) выполнена оценка

‖u‖W l+2m(G\Oδ(K)) 6 cδ

(
‖f0‖W l(G\Oδ1

(K)) + ‖{fiµ}‖Wl+2m−m−1/2(∂G\Oδ1
(K))+

+ ‖u‖L2(G\Oδ1
(K))

)
,

(13.22)

где cδ > 0 не зависит от функций u, f0 и fiµ.
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Замечание 13.1. Мы показали, что если u = {u, uiµ} ∈ W`(G) — сильное обоб-

щенное решение задачи (13.1), (13.2), то его компонента u есть обобщенное

решение той же задачи. Покажем, что справедливо и обратное. Пусть u — обоб-

щенное решение задачи (13.1), (13.2) с правой частью {f0, fiµ} ∈ W0(G, ∂G). Из

леммы 14.2 (см. ниже) следует, что u ∈ W `(G) ∩ H2m
2m (G). Следовательно, ис-

пользуя лемму 5.8, получим Dk−1
νi

u ∈ H
2m−k+1/2
2m (Γi) ⊂ H

`−k+1/2
` (Γi), т. е.

u = {u,Dk−1
νi

u} ∈ W`(G).

При этом нетрудно проверить, что u есть сильное обобщенное решение зада-

чи (13.1), (13.2).

Покажем, что если функция

v = {u, vik} ∈ W`(G)

(с той же самой первой компонентой u) есть сильное обобщенное решение

задачи (13.1), (13.2), то

vik = Dk−1
νi

u в H
`−k+1/2
` (Γi), k = 1, . . . , 2m, (13.23)

т. е. обобщенное решение определяет сильное обобщенное решение единствен-

ным образом. Действительно, так как v — сильное обобщенное решение, то в

силу (13.18) имеем

(ϕδv)ik = Dk−1
νi

(ϕδu) ∀δ > 0 (в H
`−k+1/2
` (Γi), k = 1, . . . , 2m). (13.24)

Из соотношений (13.24), (13.5) и леммы 13.1 получаем

ϕδvik = (ϕδv)ik = Dk−1
νi

(ϕδu) = ϕδD
k−1
νi

u в H
`−k+1/2
` (Γi), k = 1, . . . , `.

Так как δ произвольно, то из (13.4) следует, что vik = Dk−1
νi

u в H
`−k+1/2
` (Γi), k =

1, . . . , `.

Пусть теперь k = ` + 1, . . . , 2m. Рассмотрим произвольную функцию ψ ∈
C∞

0 (Γi) и выберем ϕδ так, чтобы ϕδ(y) = 1 при y ∈ supp ψ. Используя лемму 13.1

и соотношения (13.24) и (13.5), имеем

〈vik −Dk−1
νi

u, ψ〉 = 〈ϕδvik − ϕδD
k−1
νi

u, ψ〉 = 〈(ϕδv)ik −Dk−1
νi

(ϕδu), ψ〉 = 0.

Так как множество C∞
0 (Γi) плотно в H

−(`−k+1/2)
−` (Γi), то vik = Dk−1

νi
u в про-

странстве H
`−k+1/2
` (Γi), k = ` + 1, . . . , 2m. Таким образом, соотношения (13.23)

доказаны, и u = v.
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Замечание 13.1 устанавливает взаимно однозначное соответствие между об-

общенными решениями и сильными обобщенными решениями одной и той же

нелокальной задачи. Далее нам будет удобно рассматривать обобщенные реше-

ния, поэтому будем пользоваться определением 13.3.

В этой главе мы изучим задачу (13.1), (13.2) с однородными краевыми усло-

виями:

P(y,D)u = f0(y) (y ∈ G), (13.25)

Biµu ≡ B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu = 0 (y ∈ Γi, i = 1, . . . , N, µ = 1, . . . , m), (13.26)

где f0 ∈ L2(G).

Рассмотрим неограниченный оператор P : D(P) ⊂ L2(G) → L2(G), действу-

ющий по формуле

Pu = P(y, D)u,

u ∈ D(P) = {u ∈ L2(G) : u удовлетворяют (13.21),

Biµu = 0, P(y, D)u ∈ L2(G)}.
Согласно определению 13.3 оператор P соответствует задаче (13.25), (13.26)

на обобщенные решения.

Сформулируем основной результат, доказательству которого будет посвя-

щен § 14.

Теорема 13.1. Оператор P фредгольмов.

Отметим, что, в отличие от случая ограниченного оператора LB (см. § 11),

соответствующего задаче (13.25), (13.26), фредгольмовость неограниченного

оператора P не зависит ни от спектральных свойств оператора L̃(λ), ни от вы-

полнения алгебраических соотношений между операторами P(y, D), B0
iµ и B1

iµ

в точках множества K.

13.2. Нелокальные задачи вблизи множества K
Как и ранее, особое внимание следует уделять поведению решений в окрестно-

сти множества K точек сопряжения нелокальных условий. Выпишем соответ-

ствующие модельные задачи.

Обозначим u(y) при y ∈ Oε1(gj) через uj(y). Если gj ∈ Γi, y ∈ Oε(gj),

Ωis(y) ∈ Oε1(gk), то обозначим u(Ωis(y)) через uk(Ωis(y)). Тогда нелокальная
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задача (13.25), (13.26) в ε-окрестности множества (орбиты) K примет вид

P(y,D)uj = f0(y) (y ∈ Oε(gj) ∩G),

Biµ0(y, D)uj(y)|Oε(gj)∩Γi
+

Si∑
s=1

(
Biµs(y, D)(ζuk)

)(
Ωis(y)

)∣∣
Oε(gj)∩Γi

= fiµ(y)

(
y ∈ Oε(gj) ∩ Γi, i ∈ {1 6 i 6 N : gj ∈ Γi}, j = 1, . . . , N, µ = 1, . . . ,m

)
,

где fiµ = −B2
iµu.

Пусть y 7→ y′(gj) — описанные в п. 6.1 преобразования координат. Введем

функции

Uj(y
′) = uj(y(y′)), fj(y

′) = f0(y(y′)), y′ ∈ Kε
j ; fjσµ(y′) = fiµ(y(y′)), y′ ∈ γε

jσ,

где σ = 1 (σ = 2), если преобразование y 7→ y′(gj) переводит Oε(gj) ∩ Γi в

сторону γj1 (γj2) угла Kj, и переобозначим y′ через y. Тогда в силу условия 6.3

задача (13.25), (13.26) примет вид (ср. (6.12), (6.13))

Pj(y,D)Uj = fj(y) (y ∈ Kε
j ), (13.27)

Bjσµ(y, Dy)U ≡
∑

k,s

(Bjσµks(y,D)Uk)(Gjσksy)|γjσ
= fjσµ(y) (y ∈ γε

jσ). (13.28)

Отметим, что правая часть задачи (13.27), (13.28) совпадает с правой частью

задачи (6.12), (6.13), если B2
iµ = 0.

14. Фредгольмова разрешимость нелокальных задач

14.1. Конечномерность ядра

В этом пункте мы установим конечномерность ядра оператора P. Для это-

го предварительно исследуем гладкость обобщенных решений задачи (13.25),

(13.26) вблизи множества K.

Пусть u — обобщенное решение задачи (13.25), (13.26), а Uj(y
′) = uj(y(y′)),

j = 1, . . . , N , — функции, соответствующие множеству (орбите) K и удовлетво-

ряющие задаче (13.27), (13.28) с правой частью {fj, fjσµ}.
В силу (13.21)

Uj ∈ W 2m(Kd2ε
j \ Oδ(0)) ∀δ > 0, (14.1)

где d2 определено в (6.15). Далее, из включения Uj ∈ W `(Kd2ε
j ) и леммы 5.2

следует, что

Uj ∈ H0
a−2m(Kd2ε

j ), (14.2)
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где a > 2m − 1. Наконец, fj ∈ L2(K
ε
j ) и в силу соотношения (13.21) и оцен-

ки (6.5) (c l = 0) fjσµ ∈ W 2m−mjσµ−1/2(γε
jσ). Следовательно, согласно лемме 5.2

fj ∈ H0
a(Kε

j ), fjσµ ∈ H2m−mjσµ−1/2
a (γε

jσ), (14.3)

где a > 2m− 1.

При помощи следующих двух лемм мы покажем, что из соотношений (14.1)–

(14.3) вытекает включение Uj ∈ H2m
a (K

ε/d3
2

j ).

Обозначим Kjq = Kj ∩ {εd−3
2 d4−q

1 /2 < |y| < εd−3
2 d4−q

2 }, где q = 0, . . . , 4.

Лемма 14.1. Для всех U ∈ ∏
j

W 2m(Kj0) справедлива оценка

∑
j

‖Uj‖W 2m(Kj4) 6 c
∑

j

{‖Pj(y,D)Uj‖L2(Kj1)+

+
∑
σ,µ

‖Bjσµ(y, D)U |γjσ∩Kj1
‖

W 2m−mjσµ−1/2(γjσ∩Kj1)
+ ‖Uj‖L2(Kj1)

}
, (14.4)

где c > 0 не зависит от U .

Доказательство. Из общей теории эллиптических уравнений следует, что

‖Uj‖W 2m(Kj4) 6 k1

(‖Pj(y, D)Uj‖L2(Kj3)+

+
∑
σ,µ

‖Bjσµj0(y,D)Uj|γjσ∩Kj3
‖

W 2m−mjσµ−1/2(γjσ∩Kj3)
+ ‖Uj‖L2(Kj3)). (14.5)

Пусть (k, s) 6= (j, 0). Так как при этом Gjσks(γjσ)∩Kk2 лежит внутри области Kk1,

то, используя непрерывность оператора следа в пространствах Соболева, ана-

логично (14.5) получаем

‖Bjσµks(y, D)Uk(Gjσksy)|γjσ∩Kj3
‖

W 2m−mjσµ−1/2(γjσ∩Kj3)
6

6 k2‖Bjσµks(y, D)Uk|Gjσks(γjσ)∩Kk2
‖

W 2m−mjσµ−1/2(Gjσks(γjσ)∩Kk2)
6

6 k3(‖Pj(y, D)Uk‖L2(Kk1) + ‖Uk‖L2(Kk1)). (14.6)

Из оценок (14.5) и (14.6) вытекает (14.4).

Замечание 14.1. Предположим, что нормы в C0(Kj1) коэффициентов pjα опе-

раторов Pj(y,D) и нормы в C2m−mjσµ(Kj0) коэффициентов bjσµksα операторов

Bjσµks(y, D) ограничены константой C. Пусть той же константой C ограниче-

ны нормы в C1(Kj1) коэффициентов pjα, |α| = 2m, при старших производных

в операторах Pj(y, D). Тогда константа c в неравенстве (14.4) зависит только

от C, от константы A в (6.1) и от константы D в (6.2).
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Лемма 14.2. Зафиксируем произвольное a > 0. Предположим, что функ-
ция U удовлетворяет соотношениям (14.1) и (14.2) и является решением
задачи (13.27), (13.28) с правой частью {fj, fjσµ}, удовлетворяющей соотно-
шениям (14.3). Тогда U ∈ ∏

j

H2m
a (K

ε/d3
2

j ) и

∑
j

‖Uj‖
H2m

a (K
ε/d3

2
j )

6 c
∑

j

{‖fj‖H0
a(Kε

j ) +
∑
σ,µ

‖fjσµ‖
H

2m−mjσµ−1/2
a (γε

jσ)
+

+ ‖Uj‖H0
a−2m(Kε

j )

}
,

(14.7)

где c > 0 не зависит от U .

Доказательство. Обозначим Ks
jq = Kj ∩ {εd−3

2 d4−q
1 2−s−1 < |y| < εd−3

2 d4−q
2 2−s},

s = 0, 1, 2, . . . . Очевидно,

∞⋃
s=0

Ks
j1 = Kε

j ,

∞⋃
s=0

Ks
j4 = K

ε/d3
2

j . (14.8)

Положим U s
j (y′) = Uj(2

−sy′) и сделаем замену переменных y = 2−sy′ в урав-

нении

Pj(y,D)Uj ≡
∑

|α|62m

pjα(y)Dα
y Uj(y) = fj(y) (y ∈ Ks

j1)

и в нелокальных условиях

∑

k,s

∑

|α|6mjσµ

bjσµksα(x)Dα
xUj(x)|x=Gjσksy = fjσµ(y) (y ∈ γjσ ∩Ks

j1);

умножая обе части первого из получившихся равенств на 2−s·2m, а второго —

на 2−s·mjσµ, имеем

∑

|α|62m

ps
jα(y′)2s(|α|−2m)Dα

y′U
s
j (y′) = 2−s·2mf s

j (y′) (y′ ∈ K0
j1), (14.9)

∑

k,s

∑

|α|6mjσµ

bs
jσµksα(x′)2s(|α|−mjσµ)Dα

x′U
s
j (x′)|x′=Gjσksy′ =

= 2−s·mjσµf s
jσµ(y′) (y′ ∈ γjσ ∩K0

j1), (14.10)

где ps
jα(y′) = pjα(2−sy′), bs

jσµksα(x′) = bjσµksα(2−sx′), f s
j (y′) = fj(2

−sy′) и f s
jσµ(y′) =

fjσµ(2−sy′).
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Применяя к задаче (14.9), (14.10) лемму 14.1, получим

∑
j

‖U s
j ‖W 2m(K0

j4) 6 k1

∑
j

{‖2−s·2mf s
j ‖L2(K0

j1)+

+
∑
σ,µ

‖2−s·mjσµf s
jσµ‖W 2m−mjσµ−1/2(γjσ∩K0

j1)
+ ‖U s

j ‖L2(K0
j1)

}
, (14.11)

где константа k1, в силу замечания 14.1, не зависит от s.

Обозначим через Φjσµ ∈ H
2m−mjσµ
a (Kj) функцию, удовлетворяющую следу-

ющим условиям: Φjσµ|γε
jσ

= fjσµ и

‖Φjσµ‖H
2m−mjσµ
a (Kε

j )
6 2‖fjσµ‖

H
2m−mjσµ−1/2
a (γε

jσ)
. (14.12)

Тогда Φs
jσµ|γjσ∩K0

j1
= f s

jσµ, где Φs
jσµ(y′) = Φjσµ(2−sy′). Следовательно, из (14.11)

получаем

∑
j

‖U s
j ‖W 2m(K0

j4) 6 k1

∑
j

{‖2−s·2mf s
j ‖L2(K0

j1)+

+
∑
σ,µ

‖2−s·mjσµΦs
jσµ‖W 2m−mjσµ (K0

j1) + ‖U s
j ‖L2(K0

j1)

}
. (14.13)

Делая в неравенстве (14.13) обратную замену переменных y′ = 2sy, получим

∑
j

∑

|α|62m

‖2−s|α|Dα
y Uj‖L2(Ks

j4) 6 k1

∑
j

{‖2−s·2mfj‖L2(Ks
j1)+

+
∑
σ,µ

∑

|α|62m−mjσµ

‖2−s(|α|+mjσµ)Φjσµ‖L2(Ks
j1) + ‖Uj‖L2(Ks

j1)

}
. (14.14)

Умножая неравенство (14.14) на 2−s(a−2m), суммируя по s и учитывая (14.12)

и (14.8), выводим (14.7).

Лемма 14.2 совместно с соотношениями (13.21) дает u ∈ H2m
a (G), a > 2m−

1, где u — произвольное обобщенное решение задачи (13.25), (13.26) с правой

частью f0 ∈ L2(G).

Из леммы 6.1 настоящей работы и теоремы 3.2 в [63] следует, что при почти

всех a > 2m−1 множество решений из H2m
a (G) задачи (13.25), (13.26) с правой

частью f0 = 0 образует конечномерное пространство. Таким образом, доказан

следующий результат.

Лемма 14.3. Ядро оператора P конечномерно.
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14.2. Замкнутость оператора и его образа.
Конечномерность коядра

Для доказательства фредгольмовости оператора P нам потребуется рассмот-

реть задачу (13.25), (13.26) в пространствах с таким весом a, что 0 < a 6 1.

Трудность здесь заключается в том, что из принадлежности u ∈ H2m
a (G) теперь,

вообще говоря, не следует, что B2
iµu принадлежит H

2m−miµ−1/2
a (Γi); поэтому и

сумма Biµu = B0
iµu+B1

iµu+B2
iµu может не принадлежать H

2m−miµ−1/2
a (Γi). Мож-

но лишь гарантировать, что Biµu ∈ H
2m−miµ−1/2
a′ (Γi), a′ > 2m−1 (это следует из

принадлежности Biµu ∈ W 2m−miµ−1/2(Γi) и леммы 5.2. Однако в § 9 доказано,

что

{P(y, D)u, Biµu} ∈ H0
a(G, ∂G) uR0

a(G, ∂G) ∀u ∈ H2m
a (G), a > 0,

где R0
a(G, ∂G) — некоторое конечномерное пространство, вложенное в {0} ×∏

i,µ

H
2m−miµ−1/2
a′ (Γi) при любом a′ > 2m− 1, т. е. пространство R0

a(G, ∂G) содер-

жит лишь функции вида {0, fiµ}, fiµ ∈ H
2m−miµ−1/2
a′ (Γi), fiµ /∈ H

2m−miµ−1/2
a (Γi).

Зафиксируем некоторое число a′ > 2m − 1. Тогда любая функция {f0, fiµ} ∈
H0

a(G, ∂G) u R0
a(G, ∂G) представима единственным образом в виде {f0, fiµ} =

{f0, f
1
iµ} + {0, f 2

iµ}, где {f0, f
1
iµ} ∈ H0

a(G, ∂G), {0, f 2
iµ} ∈ R0

a(G, ∂G), и ее норма

равна

‖{f0, fiµ}‖H0
a(G,∂G)uR0

a(G,∂G) =
(
‖{f0, f

1
iµ}‖2

H0
a(G,∂G) +

∑
i,µ

‖f 2
iµ‖2

H
2m−miµ−1/2

a′ (Γi)

)1/2

.

Более того, по теореме 9.1 оператор

La = {P(y, D), Biµ} : H2m
a (G) → H0

a(G, ∂G) uR0
a(G, ∂G), a > 0, (14.15)

фредгольмов при почти всех a > 0. Используя оператор La, докажем следующий

результат.

Лемма 14.4. Оператор P замкнут, образ R(P) замкнут, и codimR(P) < ∞.

Доказательство. 1. Рассмотрим при 0 < a 6 1 вспомогательный неограничен-

ный оператор Pa : D(Pa) ⊂ L2(G) → L2(G), действующий по формуле

Pau = P(y,D)u, u ∈ D(Pa) = {u ∈ H2m
a (G) : Biµu = 0, P(y,D)u ∈ L2(G)}.

Зафиксируем такое a, 0 < a 6 1, чтобы оператор La был фредгольмов. Покажем,

что тогда и оператор Pa будет фредгольмов.
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Из фредгольмовости La, компактности вложения H2m
a (G) ⊂ H0

a(G) (см. лем-

му 3.5 в [36]) и теоремы 7.1 из [38] следует, что для всех u ∈ H2m
a (G)

‖u‖H2m
a (G) 6 k1(‖Lau‖H0

a(G,∂G)uR0
a(G,∂G) + ‖u‖H0

a(G)). (14.16)

Теперь пусть u ∈ D(Pa). Тогда Lau = {P(y, D)u, 0}, P(y,D)u ∈ L2(G) ⊂ H0
a(G),

и, следовательно,

‖Lau‖H0
a(G,∂G)uR0

a(G,∂G) = ‖P(y,D)u‖H0
a(G).

Отсюда и из (14.16), учитывая непрерывность вложения L2(G) ⊂ H0
a(G) при

a > 0, получим

‖u‖H2m
a (G) 6 k2(‖P(y,D)u‖H0

a(G) + ‖u‖H0
a(G)) 6 k3(‖P(y, D)u‖L2(G) + ‖u‖L2(G)),

(14.17)

где u ∈ D(Pa). Из неравенства (14.17) вытекает, что оператор Pa замкнут.

Следовательно, снова используя (14.17) и теорему 7.1 из [38], получим что

dim kerPa < ∞ (ясно, что kerPa = kerLa) и R(Pa) замкнут.

Рассмотрим произвольную функцию f0 ∈ L2(G). Очевидно, f0 ∈ H0
a(G).

В силу следствия 9.1 существуют функционалы F1, . . . , Fq0 из сопряженного

пространства H0
a(G, ∂G)∗, такие, что если 〈{f0, 0}, Fq〉 = 0, q = 1, . . . , q0, то

задача (13.25), (13.26) имеет решение u ∈ H2m
a (G). Так как

|〈{f0, 0}, Fq〉| 6 k4‖f0‖H0
a(G) 6 k5‖f0‖L2(G),

то по теореме Рисса об общем виде линейного непрерывного функционала в

гильбертовом пространстве существуют функции f1, . . . , fq0 ∈ L2(G) такие, что

〈{f0, 0}, Fq〉 = (f0, fq)L2(G), q = 1, . . . , q0. Следовательно, codimR(Pa) 6 q0.

Итак, оператор Pa фредгольмов.

2. Поскольку H2m
a (G) ⊂ H2m−1

a−1 (G) ⊂ W `(G) при a 6 1 и 0 6 ` 6 2m− 1, то

имеет место соотношение

Pa ⊂ P. (14.18)

Из (14.18), в частности, следует, что образ R(P) замкнут и

codimR(P) 6 codimR(Pa) 6 q0.

Осталось доказать, что P замкнут3. Обозначим через h1, . . . , hk базис в про-

3Отметим, что из замкнутости образа некоторого оператора P в гильбертовом пространстве
и конечномерности его ядра и коядра, вообще говоря, не следует замкнутость самого оператора
P; это можно показать, используя рассуждения, близкие к приведенным, например, в [2, гл. 2,
п. 18]. Однако если дополнительно предположить, что оператор P является расширением фред-
гольмова оператора, то, как мы увидим, P будет замкнут.
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странстве

R(Pa)
⊥ = R(P)ªR(Pa).

Тогда существуют функции v1, . . . , vk ∈ D(P) такие, что Pvj = hj, j = 1, . . . , k.

Так как hj /∈ R(Pa), то vj /∈ D(Pa). Ясно также, что функции v1, . . . , vk линейно

независимы, так как линейно независимы функции h1, . . . , hk.

Рассмотрим конечномерное пространство

N = Span(v1, . . . , vk, kerP)ª kerPa.

Нетрудно видеть, что N ∩D(Pa) = {0}. Действительно, если u ∈ N ∩D(Pa), то

u =
k∑

i=1

αivi + v,

где αi — некоторые константы, v ∈ kerP. Тогда, учитывая (14.18), имеем

k∑
i=1

αihi = Pu = Pau ∈ R(Pa).

Следовательно, αi = 0, i = 1, . . . , k, и, значит, u = v. Снова используя (14.18),

видим, что u = v ∈ kerPa. Отсюда, по определению пространства N , получаем

u = 0.

Обозначим через GrP (GrPa) график оператора P (Pa). Как известно, опе-

ратор P (Pa) замкнут тогда и только тогда, когда замкнут его график GrP

(GrPa) в L2(G)× L2(G).

Так как GrPa замкнут (как график замкнутого оператора) и GrPa ⊂ GrP,

а пространства N и R(Pa)
⊥ конечномерны, то для доказательства замкнутости

оператора P достаточно показать, что

GrP ⊂ GrPa u (N ×R(Pa)
⊥). (14.19)

Очевидно, сумма в (14.19) действительно является прямой суммой: если

(u, f) ∈ GrPa ∩ (N ×R(Pa)
⊥),

то u ∈ D(Pa) ∩N = {0}, и следовательно, (u, f) = (u,Pau) = (0, 0).

Далее, пусть (u, f) ∈ GrP, т. е. u ∈ DP и f = Pu. Представим функцию f

в виде суммы

f = f1 + f2,
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где f1 ∈ R(Pa), f2 ∈ R(Pa)
⊥. Выберем элемент u1 ∈ D(Pa) такой, что Pau1 = f1.

Тогда u2 = u−u1 ∈ D(P) и Pu2 = f2. Без ограничения общности можем считать,

что

u2⊥ kerPa; (14.20)

если это соотношение не выполнено, то следует рассмотреть проекцию u2a

функции u2 на kerPa и заменить u1 на u1 + u2a, а u2 — на u2 − u2a. Очевидно,

(u1, f1) ∈ GrPa и, учитывая (14.20), (u2, f2) ∈ N × R(Pa)
⊥. Таким образом,

соотношение (14.19) и вся лемма доказаны.

Из лемм 14.3 и 14.4 вытекает теорема 13.1.

15. Устойчивость индекса
при возмущении дифференциального оператора

младшими членами

15.1. Переход к весовым пространствам

Введем оператор

P ′(y, D) =
∑

|α|62m−1

p′α(y)Dα, (15.1)

где p′α ∈ C∞(R2), соответствующий младшим членам. Рассмотрим возмущенный

оператор P′ : D(P′) ⊂ L2(G) → L2(G), действующий по формуле

P′u = P(y, D)u + P ′(y, D)u,

u ∈ D(P′) = {u ∈ L2(G) : u удовлетворяют (13.21),

Biµu = 0, P(y,D)u + P ′(y, D)u ∈ L2(G)}.

По теореме 13.1 неограниченный оператор P′ фредгольмов (так же как и P).

Сформулируем основной результат этого параграфа (его доказательство содер-

жится в п. 15.2).

Теорема 15.1. indP′ = indP.

Таким образом, младшие члены в уравнении (13.25) не влияют на индекс

неограниченного оператора P. Трудность заключается в том, что младшие чле-

ны, вообще говоря, не являются ни компактными, ни даже P-компактными в

смысле определения 1.2 возмущениями. Если ` = 2m−1, то включение u ∈ D(P)

влечет только u ∈ W 2m−1(G), что гарантирует P-ограниченность возмущения,
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но не его P-компактность. Однако если ` < 2m−1, то включение u ∈ D(P) уже

не влечет u ∈ W 2m−1(G), и возмущение не является даже P-ограниченным.

Более того, в этом случае D(P′) 6= D(P).

Чтобы преодолеть эту трудность, введем оператор Q : D(Q) ⊂ L2(G) →
H0

a(G), действующий по формуле

Qu = P(y, D)u,

u ∈ D(Q) = {u ∈ L2(G) : u удовлетворяют (13.21),

Biµu = 0, P(y,D)u ∈ H0
a(G)},

(15.2)

где 0 6 2m − ` − 1 < a < 2m − `. Мы докажем, что indQ = indP. С другой

стороны, мы покажем, что оператор P ′(y,D) является Q-компактным возмуще-

нием, и, следовательно, он не влияет на индекс оператора Q, а вместе с ним

и P.

Лемма 15.1. Пусть прямая Im λ = a + 1− 2m (2m− `− 1 < a < 2m− `) не со-
держит собственных чисел оператора L̃(λ). Тогда оператор Q фредгольмов
и indQ = indP.

Доказательство. 1. Рассмотрим при 2m − ` − 1 < a < 2m − ` оператор La,

заданный формулой (14.15). По теореме 9.1 этот оператор фредгольмов. Сле-

довательно, в силу компактности вложения H2m
a (G) ⊂ L2(G) (см. лемму 3.5

в [36]), учитывая теорему 7.1 в [38], имеем

‖u‖H2m
a (G) 6 k1

(‖Lau‖H0
a(G,∂G)uR0

a(G,∂G) + ‖u‖L2(G)

)
. (15.3)

2. Введем неограниченный оператор Q̇ : D(Q̇) ⊂ L2(G) → H0
a(G), действую-

щий по формуле

Q̇u = P(y, D)u, u ∈ D(Q̇) = {u ∈ H2m
a (G) : Biµu = 0}. (15.4)

Так как H2m
a (G) ⊂ W `(G) при a < 2m − `, то Q̇ — сужение оператора Q, т. е.

Q̇ ⊂ Q.

Вначале докажем, что Q̇ фредгольмов. Пусть u ∈ D(Q̇); тогда u ∈ D(La) =

H2m
a (G) и P(y, D)u ∈ H0

a(G), Biµu = 0. Следовательно, оценка (15.3) принимает

вид

‖u‖H2m
a (G) 6 k1

(
‖Q̇u‖H0

a(G) + ‖u‖L2(G)

)
∀u ∈ D(Q̇). (15.5)

Из (15.5) вытекает, что оператор Q̇ замкнут, dim ker Q̇ < ∞ и R(Q̇) = R(Q̇)

(чтобы получить последние два свойства, нужно применить теорему 7.1 в [38]).
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Докажем, что codimR(Q̇) < ∞. Так как оператор L фредгольмов, суще-

ствуют линейно независимые функции F1, . . . , Fd ∈ H0
a(G) такие, что функ-

ция f ∈ H0
a(G) принадлежит образу оператора Q̇ тогда и только тогда, когда

(f, Fj)H0
a(G) = 0, j = 1, . . . , d. Таким образом, Q̇ фредгольмов.

3. Теперь докажем, что Q фредгольмов. Поскольку kerQ = kerP и P фред-

гольмов, имеем

dim kerQ = dim kerP < ∞. (15.6)

С другой стороны, Q — расширение фредгольмова оператора Q̇; следовательно,

R(Q) = R(Q), codimR(Q) < ∞. (15.7)

Таким образом, Q — расширение фредгольмова оператора Q̇ и имеют ме-

сто соотношения (15.6) и (15.7). Рассуждая так же, как в п. 2 доказательства

леммы 14.4, видим, что Q фредгольмов.

4. В силу (15.6) осталось доказать, что codimR(Q) = codimR(P).

Пусть codimR(Q) = d1, где d1 6 d. Рассмотрим произвольную функцию f ∈
L2(G). Тогда f ∈ R(P) в том и только том случае, когда f ∈ R(Q), поскольку

L2(G) ⊂ H0
a(G). Однако включение f ∈ R(Q) эквивалентно соотношениям

(f, Fj)H0
a(G) = 0, j = 1, . . . , d1, где F1, . . . , Fd1 ∈ H0

a(G) — линейно независимые

функции. Используя неравенство Шварца, ограниченность вложения L2(G) ⊂
H0

a(G) и теорему Рисса, видим, что эти соотношения эквивалентны следующим:

(f, fj)L2(G) = 0, j = 1, . . . , d1, где fj ∈ L2(G). Более того, функции f1, . . . , fd1

линейно независимы. (В противном случае некоторая линейная комбинация

функций F1, . . . , Fd1 была бы ортогональна в H0
a(G) любой функции из L2(G).

Это невозможно, поскольку F1, . . . , Fd1 линейно независимы, а L2(G) плотно

в H0
a(G).) Итак, доказано, что codimR(P) = d1.

Введем возмущенный оператор Q′ : D(Q′) ⊂ L2(G) → H0
a(G), действующий

по формуле

Q′u = P(y, D)u + P ′(y,D)u,

u ∈ D(Q′) = {u ∈ L2(G) : u удовлетворяют (13.21),

Biµu = 0, P(y, D)u + P ′(y, D)u ∈ H0
a(G)}.

В следующем пункте мы докажем, что indQ′ = indQ, если прямая Im λ =

a + 1 − 2m не содержит собственных чисел оператора L̃(λ). Далее, используя

дискретность спектра оператора L̃(λ) и лемму 15.1, докажем теорему 15.1.
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15.2. Компактность младших членов в весовых пространствах

Лемма 15.2. Пусть прямая Im λ = a + 1 − 2m (2m − ` − 1 6 a 6 2m − `) не
содержит собственных чисел оператора L̃(λ). Тогда

‖u‖W `(G) 6 c
(‖Qu‖H0

a(G) + ‖u‖L2(G)

) ∀u ∈ D(Q).

Доказательство. Очевидно, в доказательстве нуждается лишь случай ` > 1.

Рассмотрим неограниченный оператор Q̂ : D(Q̂) ⊂ W `(G) → H0
a(G), действую-

щий по формуле Q̂u = P(y,D)u, u ∈ D(Q̂) = D(Q). Так как оператор Q фред-

гольмов, то и оператор Q̂ также фредгольмов. Следовательно, нужная оценка

вытекает из компактности вложения W `(G) ⊂ L2(G) (` > 1) и теоремы 7.1

в [38].

Введем функцию ψj ∈ C∞
0 (R2), равную единице в малой окрестности точки

gj ∈ K и нулю вне большей окрестности точки gj. Следующая лемма описывает

поведение функций u ∈ D(Q) вблизи множества K.

Лемма 15.3. Пусть 2m − ` − 1 < a < 2m − ` и число a достаточно близко к
2m− `. Тогда для любой функции u ∈ D(Q) имеем

u(y) =
N∑

j=1

Pj(y) + v(y), (15.8)

где
Pj(y) = ψj(y)

∑

|α|6`−1

pjα(y − gj)
α, pjα ∈ C, (15.9)

и v ∈ H2m
2m−`(G) (если ` = 0, полагаем Pj(y) ≡ 0); более того,

∑
j,α

|pjα|+ ‖v‖H2m
2m−`(G) 6 c

(‖Qu‖H0
a(G) + ‖u‖L2(G)

)
. (15.10)

Доказательство. 1. Из неравенства (13.22) следует, что

‖u‖W 2m(G\Oδ(K)) 6 k1δ

(‖Qu‖H0
a(G) + ‖u‖L2(G)

) ∀δ > 0, (15.11)

где k1δ не зависит от u. Следовательно, достаточно изучить поведение u вблизи

множества K.

2. Пусть Uj(y
′) = uj(y(y′)), j = 1, . . . , N , — функции, соответствующие мно-

жеству (орбите) K и удовлетворяющие соотношениям (13.27), (13.28) с правой

частью {fj, fjσµ}.
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В силу (15.11) и (6.5) (с l = 0) имеем {fjσµ} ∈ W2m−m−1/2(γε). Так как,

кроме того, {fj} ∈ H0
a(K

ε), то

{fj} ∈ H0
2m(Kε), {fjσµ} ∈ H2m−m−1/2

2m (γε),

‖{fj}‖H0
2m(Kε) + ‖{fjσµ}‖H2m−m−1/2

2m (γε)
6 k2

(‖Qu‖H0
a(G) + ‖u‖L2(G)

)
.

(15.12)

Далее, U ∈ W`(Kε1), и, следовательно,

U ∈ H0
0(K

ε1). (15.13)

Из соотношений (15.11)–(15.13) и леммы 14.2 вытекает, что

U ∈ H2m
2m(Kε1),

‖U‖H2m
2m(Kε1 ) 6 k3

(‖Qu‖H0
a(G) + ‖u‖L2(G)

)
.

(15.14)

Будем считать, что ` > 1 (случай ` = 0) очевиден. Мы докажем, что

U = Q + Û ,

где Û ∈ H2m
2m−`(K

ε) и Q = (Q1, . . . , QN) — вектор-полином степени ` − 1 (если

` = 0, то вектор-полином Q отсутствует). Неравенство (15.10) будет следо-

вать из неравенств в (15.12) и (15.14) и непрерывной зависимости коэффици-

ентов в асимптотических разложениях ниже и нормы ‖Û‖H2m
2m−`(K

ε1 ) от норм

‖U‖H2m
2m(Kε1 ), ‖{fj}‖H0

2m(Kε) и ‖{fjσµ}‖H2m−m−1/2
2m (γε)

.

3. Пусть δ = 2m − ` − a. Очевидно, 0 < δ < 1. По лемме 5.3 для каждой

функции fjσµ ∈ W2m−mjσµ−1/2(γε
jσ) существует такой полином Pjσµ(r) степени

2m−mjσµ − 2 (если mjσµ = 2m− 1, то Pjσµ(r) ≡ 0), что

{fjσµ − Pjσµ} ∈ H2m−m−1/2
2m−`−δ (γε)

(в этом соотношении число 2m− `− δ можно заменить любым положительным

числом). Используя лемму 4.3 в [13], построим функцию

W 1 =
`−1∑
s=0

l1∑

l=0

rs(i ln r)lϕ1
sl(ω) ∈ H2m

2m(Kε), (15.15)

где ϕ1
sl ∈ W2m(−ω, ω), такую, что

{Pj(y, D)W 1
j } ∈ H0

2m−`−δ(K
ε), {Bjσµ(y,D)W 1 − Pjσµ} ∈ H2m−m−1/2

2m−`−δ (γε).

Следовательно,

{Pj(y,D)(Uj −W 1
j )} ∈ H0

2m−`−δ(K
ε), {Bjσµ(y, D)(Uj −W 1)} ∈ H2m−m−1/2

2m−`−δ (γε).
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Из (15.14) и (15.15) следует, что U −W 1 ∈ H2m
2m(Kε). В силу леммы 6.1 мы

можем выбрать число δ, 0 < δ < 1, так, что в полосе 1 − ` − δ 6 Im λ < 1 − `

не будет собственных значений оператора L̃(λ). Тогда, применяя теорему 2.2

в [13] и лемму 4.3 в [13], получим

U −W 1 = W 2 + Û ,

где

W 2 =

n0∑
n=1

l2∑

l=0

riµn(i ln r)lϕ2
nl(ω),

{µ1, . . . , µn0}— множество всех собственных значений, лежащих в полосе 1 −
` 6 Im λ < 1 (на самом деле следует брать собственные значения из полосы

1−`−δ 6 Im λ < 1, но в силу выбора δ полоса 1−`−δ 6 Im λ < 1−` собственных

значений не содержит), ϕ2
nl ∈ W2m(−ω, ω) и Û ∈ H2m

2m−`−δ(K
ε) ⊂ H2m

2m−`(K
ε).

Так как s 6 `− 1 (в формуле для W 1), Re iµn 6 `− 1 (в формуле для W 2) и

W 1 + W 2 = U − Û ∈ W`(Kε), то в силу леммы 4.20 в [36] функция W 1 + W 2

есть вектор-полином степени `− 1.

Следующий результат вытекает из леммы 15.3.

Следствие 15.1. Пусть число a удовлетворяет условиям леммы 15.3, и пусть
P ′(y, D) — дифференциальный оператор порядка 2m− 1 вида (15.1). Тогда

‖P ′(y,D)u‖H1
2m−`(G) 6 c

(‖Qu‖H0
a(G) + ‖u‖L2(G)

) ∀u ∈ D(Q). (15.16)

Теперь мы можем доказать, что младшие члены в уравнении (13.25) не

влияют на индекс оператора Q.

Лемма 15.4. Пусть число a удовлетворяет условиям лемм 15.1 и 15.3. Тогда
операторы Q и Q′ фредгольмовы и indQ′ = indQ.

Доказательство. По лемме 15.1 Q и Q′ фредгольмовы.

Введем оператор P ′ : D(P ′) ⊂ L2(G) → H0
a(G), действующий по формуле

P ′u = P ′(y, D)u, u ∈ D(P ′) = D(Q). Из следствия 15.1 и из компактности

вложения H1
2m−`(G) ⊂ H0

a(G) (см. лемму 3.5 в [36]) вытекает, что Q′ = Q + P ′

и P ′ — Q-компактный оператор. Следовательно, indQ′ = indQ по теореме 5.26

в [32, гл. 4].

Доказательство теоремы 15.1. Из леммы 6.1 следует, что спектр оператора

L̃(λ) дискретный. Следовательно, найдется число a, удовлетворяющее условиям

леммы 15.3. Тогда в силу лемм 15.1 и 15.4 indP′ = indQ′ = indQ = indP.
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16. Устойчивость индекса
при возмущении нелокальных условий

16.1. Формулировка основного результата

В этом параграфе исследуется устойчивость индекса нелокальных операторов

при возмущении нелокальных условий операторами того же вида, что B1
iµ и B2

iµ.

Эта ситуация более сложная, чем рассмотренная в § 15, поскольку нелокаль-

ные возмущения явным образом меняют область определения соответствующих

неограниченных операторов. Следовательно, эти возмущения не могут рассмат-

риваться как относительно компактные. Мы предложим иной подход, основан-

ный на понятии раствора между замкнутыми операторами.

Рассмотрим дифференциальные операторы Ciµs(y, D), i = 1, . . . , N , µ =

1, . . . , m, s = 1, . . . , S ′i, имеющие тот же порядок miµ, что и операторы Biµs,

и действующие по формуле

Ciµs(y, D)u =
∑

|α|6miµ

ciµsα(y)Dαu,

где ciµsα ∈ C∞(R2). Введем оператор C1
iµ по формуле

C1
iµu =

S′i∑
s=1

(
Ciµs(y, D)(ζu)

)(
Ω′

is(y)
)
, y ∈ Γi ∩ Oε(K), C1

iµu = 0, y ∈ Γi \ Oε(K),

где ζ и ε — те же, что в определении операторов B1
iµ, а Ω′

is — C∞-диффеоморфиз-

мы, обладающие теми же свойствами, что и Ωis (в частности, они удовлетворяют

условию 6.3, где Si и Ωis следует заменить на S ′i и Ω′
is).

Рассмотрим операторы C2
iµ, удовлетворяющие условию 6.4 (с l = 0), в кото-

ром B2
iµ следует заменить на C2

iµ. Положим

Ciµ = C1
iµ + C2

iµ.

Всюду в этом параграфе будем считать, что число a удовлетворяет условиям

леммы 15.3. В частности,

2m− `− 1 < a < 2m− `.

Теорема об устойчивости индекса будет доказана при следующих допол-

нительных условиях (см. например, [39, гл. 2, § 1]), которые предполагаются

выполненными всюду в этом параграфе, включая условия лемм.
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Условие 16.1. Система {B0
iµ}m

µ=1 является нормальной на Γi, i = 1, . . . , N .

Пусть gi1, gi2, τi1, τi2, Dβ
τi1

и Dβ
τi2

имеют тот же смысл, что в п. 5.2.

Условие 16.2. Если ` > miµ − |α|+ 1 (|α| 6 miµ) то

Dσciµsα(gi1) = Dσciµsα(gi2) = 0, |σ| = 0, . . . , (`− 1)− (miµ − |α|).
Условие 16.3. Если ` > miµ + 1, то для любой функции u ∈ W 2m(G \ Oκ1(K))

выполнены соотношения

Dβ
τi1

(C2
iµu)|y=gi1

= 0, Dβ
τi2

(C2
iµu)|y=gi2

= 0, β = 0, . . . , `− 1−miµ.

Замечание 16.1. Условия 16.2 и 16.3 становятся более жесткими при увели-

чении показателя `. Если же, например, рассматривается нелокальное возму-

щение задачи Дирихле для уравнения второго порядка (т. е. m = 1, miµ = 0,

µ = 1) и ищутся обобщенные решения из L2(G) (т. е. ` = 0), то условия 16.2

и 16.3 выполнены автоматически для любых операторов C1
iµ и C2

iµ.

Лемма 16.1. Пусть выполнены условия 16.2 и 16.3. Тогда

‖C1
iµu‖H

2m−miµ−1/2
a (Γi)

6 c1‖u‖H2m
a+`(G), (16.1)

‖C2
iµu‖H

2m−miµ−1/2
a (Γi)

6 c2‖u‖W 2m(G\Oκ1(K)). (16.2)

Доказательство. 1. Для любой функции u ∈ H2m
a+`(G) имеем (Dαu)

(
Ω′

is(y)
)∣∣

Γi
∈

H
2m−|α|−1/2
a+` (Γi) ⊂ H

2m−miµ−1/2

a+`−(miµ−|α|)(Γi). Следовательно, в силу условия 16.2 и лем-

мы 5.6 имеем (ciµsαDαu)
(
Ω′

is(y)
)∣∣

Γi
∈ H

2m−miµ−1/2
a (Γi). Оценка (16.1) вытекает

из ограниченности указанных вложений и неравенства (5.14).

2. Из условия 6.4 (касательно C2
iµ) следует, что C2

iµu ∈ W 2m−miµ−1/2(Γi),

если u ∈ W 2m(G \ Oκ1(K)). Теперь из условия 16.3 и леммы 5.4 вытекает, что

C2
iµu ∈ H

2m−miµ−1/2
a (Γi). Оценка (16.2) следует из неравенства (6.5) (применен-

ного при l = 0 к C2
iµ) и из (5.11).

Рассмотрим операторы Pt : D(Pt) ⊂ L2(G) → L2(G), t ∈ C, действующие по

формуле

Ptu = P(y, D)u,

u ∈ D(Pt) = {u ∈ L2(G) : u удовлетворяют (13.21),

(B0
iµ + B1

iµ + tCiµ)u = 0, P(y, D)u ∈ L2(G)}.
Сформулируем основной результат этого параграфа (его доказательство приве-

дено в п. 16.2).

Теорема 16.1. Пусть выполнены условия 16.1–16.3. Тогда indPt = const при
всех t ∈ C.
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16.2. Раствор между нелокальными операторами
в весовых пространствах

Так же как и в § 15, изучим предварительно операторы Qt : D(Qt) ⊂ L2(G) →
H0

a(G), действующие по формуле

Qtu = P(y, D)u,

u ∈ D(Qt) = {u ∈ L2(G) : u удовлетворяют (13.21),

(B0
iµ + B1

iµ + tCiµ)u = 0, P(y, D)u ∈ H0
a(G)}.

где t ∈ C. Операторы Pt и Qt соответствуют задаче

P(y, D)u = f(y) (y ∈ G), (16.3)

(B0
iµ + B1

iµ + tCiµ)u = 0 (y ∈ Γi, i = 1, . . . , N, µ = 1, . . . , m). (16.4)

Замечание 16.2. В определении оператора L̃(λ) (см. п. 6.3) фигурируют глав-

ные однородные части операторов P(y, D) и Biµs(y, D) в точках множества K. В

силу условия 16.2 главные однородные части операторов Ciµs(y, D) равны нулю

в этих точках. Следовательно, при любом t задаче (16.3), (16.4) соответствует

один и тот же оператор L̃(λ).

Из замечания 16.2 и леммы 15.1 следует, что оператор Qt фредгольмов при

выбранном a. Следовательно, его график GrQt — замкнутое подпространство в

гильбертовом пространстве L2(G)×H0
a(G); в этом пространстве зададим норму

‖(u, f)‖ =
(
‖u‖2

L2(G) + ‖f‖2
H0

a(G)

)1/2

∀(u, f) ∈ L2(G)×H0
a(G).

Положим

δ(Qt,Qt+s) = sup
u∈D(Qt):‖(u,Qtu)‖=1

dist
(
(u,Qtu), GrQt+s

)
. (16.5)

По определению 1.3 число

δ̂(Qt,Qt+s) = max{δ(Qt,Qt+s), δ(Qt+s,Qt)}

есть раствор между операторами Qt и Qt+s.

Доказательство теоремы об устойчивости индекса основано на теореме 5.17

в [32, гл. 4] и следующем результате (который будет доказан ниже).
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Теорема 16.2. Пусть выполнены условия 16.1–16.3, и пусть прямые Im λ =

a+1− 2m и Im λ = a+1+ `− 2m не содержат собственных чисел оператора
L̃(λ). Тогда

δ̂(Qt,Qt+s) 6 cts, |s| 6 st, (16.6)

где st > 0 достаточно мало, а ct > 0 не зависит от s.

Вначале установим несколько вспомогательных утверждений.

Лемма 16.2. Пусть прямая Im λ = a + 1 + `− 2m не содержит собственных
чисел оператора L̃(λ). Тогда

‖u‖H2m
a+`(G) 6 ct‖(u,P(y,D)u)‖ ∀u ∈ D(Qt+s), (16.7)

где ct > 0 не зависит от s и u, при условии, что |s| достаточно мал.

Доказательство. 1. Рассмотрим ограниченный оператор

Mt = {P(y,D),B0
iµ + B1

iµ + tCiµ} : H2m
a+`(G) → H0

a+`(G, ∂G). (16.8)

Если v ∈ H2m
a+`(G), то

(B0
iµ + B1

iµ + tC1
iµ)v ∈ H

2m−miµ−1/2
a+` (Γi),

C2
iµv ∈ W 2m−miµ−1/2(Γi) ⊂ H

2m−miµ−1/2
a+` (Γi)

(это следует из условия 6.4 и части 1 леммы 5.3); таким образом, оператор Mt

корректно определен.

В силу теоремы 9.1 и замечания 16.2 оператор Mt фредгольмов для любого

t ∈ C. Следовательно, применяя теорему 7.1 в [38] и учитывая компактность

вложения H2m
a+` ⊂ L2(G) при a < 2m− ` (см. лемму 3.5 в [36]), получим

‖u‖H2m
a+`(G) 6 k1

(
‖Mtu‖H0

a+`(G,∂G) + ‖u‖L2(G)

)
∀u ∈ H2m

a+`(G), (16.9)

где k1 > 0 может зависеть от t, но не зависит от s и u.

2. Теперь рассмотрим функции u ∈ D(Qt+s). По лемме 15.3 u ∈ H2m
a+`(G).

В силу неравенства (16.9), оценки (6.5) (при l = 0 для C2
iµ) и ограниченности

вложения W 2m−miµ−1/2(Γi) ⊂ H
2m−miµ−1/2
a+` (Γi) (см. часть 1 леммы 5.3)

‖u‖H2m
a+`(G) 6 k1

(
‖P(y, D)u‖H0

a+`(G) + ‖u‖L2(G)

)
+ k2|s| · ‖u‖H2m

a+`(G) ∀u ∈ D(Qt+s),

где k2 > 0 может зависеть от t, но не зависит от s и u. Выбирая |s| 6 1/(2k2) и

используя ограниченность вложения H0
a(G) ⊂ H0

a+`(G), получаем (16.7).
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Из лемм 16.1 и 16.2 вытекает следующий результат.

Следствие 16.1. Пусть прямая Im λ = a+1+`−2m не содержит собственных
чисел оператора L̃(λ). Тогда

‖Ciµu‖
H

2m−miµ−1/2
a (Γi)

6 ct‖(u,P(y, D)u)‖ ∀u ∈ D(Qt+s), (16.10)

где ct > 0 не зависит от s и u, при условии, что |s| достаточно мал.

Следующая лемма позволяет сводить задачи с неоднородными нелокальны-

ми условиями к задачам с однородными нелокальными условиями. Именно в

этом месте используется условие 16.1.

Лемма 16.3. Пусть fiµ ∈ H
2m−miµ−1/2
a (Γi). Тогда для любого t ∈ C и |s| 6 1

существует функция u ∈ H2m
a (G) такая, что

(B0
iµ + B1

iµ + (t + s)Ciµ)u = fiµ, (16.11)

‖u‖H2m
a (G) 6 ct

∑
i,µ

‖fiµ‖
H

2m−miµ−1/2
a (Γi)

, (16.12)

где ct > 0 не зависит от fiµ и s.

Доказательство. Используя лемму 11.1 и метод разбиения единицы, построим

функцию v ∈ H2m
a (G) такую, что

supp v ⊂ G \Gρ, (16.13)

B0
iµv = fiµ, B1

iµv = 0, C1
iµv = 0, (16.14)

‖v‖H2m
a (G) 6 k1

∑
i,µ

‖fiµ‖
H

2m−miµ−1/2
a (Γi)

, (16.15)

где k1 > 0 не зависит от fiµ, t и s.

В силу (16.13) и (6.6) (с оператором C2
iµ вместо B2

iµ и l = 0) suppC2
iµv ⊂

Oκ2(K). Более того, по лемме 16.1 C2
iµv ∈ H

2m−miµ−1/2
a (Γi). Следовательно, снова

применяя лемму 11.1 и метод разбиения единицы, можем построить функцию

w ∈ H2m
a (G) такую, что

supp w ⊂ Oκ1(K), (16.16)

B0
iµw = −(t + s)C2

iµv, B1
iµw = 0, C1

iµw = 0, (16.17)

‖w‖H2m
a (G) 6 k1

∑
i,µ

‖(t + s)C2
iµv‖H

2m−miµ−1/2
a (Γi)

.
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Так как |s| 6 1, то используя неравенства (16.2) и (16.15), из последнего нера-

венства выводим

‖w‖H2m
a (G) 6 k1

∑
i,µ

(|t|+ 1)‖C2
iµv‖H

2m−miµ−1/2
a (Γi)

6

6 k2‖v‖H2m
a (G) 6 k2k1

∑
i,µ

‖fiµ‖
H

2m−miµ−1/2
a (Γi)

,
(16.18)

где k2 > 0 может зависеть от t, но не зависит от fiµ и s.

В силу (16.16) и (16.2) C2
iµw = 0. Отсюда, из (16.14) и (16.17) следует, что

u = v +w удовлетворяет соотношениям (16.11). Неравенство (16.12) вытекает из

неравенств (16.15) и (16.18).

Замечание 16.3. Нетрудно видеть, что если (C2
iµv)(y) = 0 при y ∈ Oκ(K) для

некоторого κ > 0 и любой v ∈ W 2m(G\Oκ1(K)), то лемма 16.3 справедлива при

всех a ∈ R.

Доказательство теоремы 16.2. 1. Нам надо доказать неравенства, аналогич-

ные неравенству (16.6), в котором величину δ̂(Qt,Qt+s) следует заменить на

δ(Qt,Qt+s) и δ(Qt+s,Qt). Докажем неравенство

δ(Qt,Qt+s) 6 ct|s|, |s| 6 st. (16.19)

Доказательство соответствующего неравенства для δ(Qt+s,Qt) проводится ана-

логично.

Зафиксируем произвольное число t и рассмотрим функцию u ∈ D(Qt). Со-

гласно определению (16.5), достаточно найти функцию vs ∈ D(Qt+s) (завися-

щую от u) такую, что

‖u− vs‖L2(G) + ‖P(y, D)u−P(y, D)vs‖H0
a(G) 6 k1|s| · ‖(u,P(y,D)u)‖, (16.20)

где |s| достаточно мал, а k1, k2, . . . > 0 могут зависеть от t, но не зависят от u

и s.

Будем искать vs ∈ D(Qt+s) в виде

vs = u + ws, (16.21)

где ws ∈ H2m
a (G) — решение задачи

P(y, D)ws =
Js∑

j=1

βs
jf

s
j , (B0

iµ + B1
iµ + (t + s)Ciµ)ws = −sCiµu; (16.22)
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числа Js и βs
j и функции f s

j ∈ H0
a(G) определим ниже так, чтобы существовало

решение ws ∈ H2m
a (G).

2. Для того, чтобы решить задачу (16.22), вначале заметим, что Ciµu ∈
H

2m−miµ−1/2
a (Γi) в силу следствия 16.1. Следовательно, применяя лемму 16.3,

можем построить функцию Ws ∈ H2m
a (G) такую, что

(B0
iµ + B1

iµ + (t + s)Ciµ)Ws = −sCiµu, (16.23)

‖Ws‖H2m
a (G) 6 k2|s|

∑
i,µ

‖Ciµu‖
H

2m−miµ−1/2
a (Γi)

. (16.24)

Из (16.24) и (16.10) получаем

‖Ws‖H2m
a (G) 6 k3|s| · ‖(u,P(y, D)u)‖. (16.25)

Очевидно, задача (16.22) эквивалентна следующей:

P(y, D)Ys = −P(y,D)Ws +
Js∑

j=1

βs
jf

s
j , (B0

iµ + B1
iµ + (t + s)Ciµ)Ys = 0, (16.26)

где

Ys = ws −Ws ∈ H2m
a (G). (16.27)

3. Чтобы решить задачу (16.26), рассмотрим ограниченный оператор

Lt = {P(y, D),B0
iµ + B1

iµ + tCiµ} : H2m
a (G) → H0

a(G, ∂G). (16.28)

Заметим, что C2
iµv ∈ H

2m−miµ−1/2
a (Γi) для любой v ∈ H2m

a (G) по лемме 16.1;

поэтому в определении оператора Lt мы можем вместо H0
a(G, ∂G) uR0

a(G, ∂G)

писать H0
a(G, ∂G). Из теоремы 9.1 и замечания 16.2 следует, что оператор Lt

фредгольмов для любого t ∈ C.

Разложим пространство H2m
a (G) в ортогональную сумму H2m

a (G) = kerLt ⊕
Et, где Et — замкнутое подпространство в H2m

a (G). Очевидно, оператор

L′t = {P(y, D),B0
iµ + B1

iµ + tCiµ} : Et → H0
a(G, ∂G) (16.29)

фредгольмов и его ядро тривиально. Отсюда, в частности, имеем

‖u‖H2m
a (G) 6 k4‖L′tu‖H0

a(G,∂G) ∀u ∈ Et. (16.30)

Пусть J = codimR(L′t). Из леммы 16.1 и результатов в [38, § 16] следует,

что оператор

L′ts = {P(y,D),B0
iµ + B1

iµ + (t + s)Ciµ} : Et → H0
a(G, ∂G)

147



также фредгольмов, его ядро тривиально и codimR(L′ts) = J при условии, что

|s| 6 st, где st > 0 достаточно мало. Более того, используя оценки (16.30), (16.1)

и (16.2), имеем при всех u ∈ Et

‖u‖H2m
a (G) 6 k4

(
‖L′tsu‖H0

a(G,∂G) + st

∑
i,µ

‖Ciµu‖
H

2m−miµ−1/2
a (Γi)

)
6

6 k5

(‖L′tsu‖H0
a(G,∂G) + st‖u‖H2m

a (G)

)
.

Выбирая st 6 1/(2k6), получим

‖u‖H2m
a (G) 6 k6‖L′tsu‖H0

a(G,∂G) ∀u ∈ Et. (16.31)

Так как L′ts фредгольмов, множество {f ∈ H0
a(G) : (f, 0) ∈ R(L′ts)} замкнуто

и имеет конечную коразмерность Js в H0
a(G). Нетрудно видеть, что Js 6 J.

Пусть f s
1 , . . . , f s

Js
— ортонормированный базис в пространстве

H0
a(G)ª {f ∈ H0

a(G) : (f, 0) ∈ R(L′ts)}.

Положим βs
j = (P(y, D)Ws, f

s
j )H0

a(G). Тогда задача (16.26) имеет, и при том

единственное, решение Ys ∈ Et; в силу (16.31) и (16.25) имеем

‖Ys‖H2m
a (G) 6 k6

(
‖P(y,D)Ws‖H0

a(G) +
Js∑

j=1

|βs
j |

)
6

6 k7|s| · ‖(u,P(y, D)u)‖+ k6J max{βs
1, . . . , β

s
Js
}.

(16.32)

Оценивая βs
j = (P(y,D)Ws, f

s
j )H0

a(G) при помощи неравенства Шварца и ис-

пользуя (16.25), получим

|βs
j | 6 ‖P(y, D)Ws‖H0

a(G) 6 k8|s| · ‖(u,P(y, D)u)‖.

Отсюда и из (16.32) вытекает

‖Ys‖H2m
a (G) 6 k9|s| · ‖(u,P(y, D)u)‖. (16.33)

4. Учитывая равенство (16.27), из оценок (16.25) и (16.33) выводим

‖ws‖L2(G) 6 k10‖ws‖H2m
a (G) 6 k11|s| · ‖(u,P(y,D)u)‖, (16.34)

‖P(y,D)ws‖H0
a(G) 6 k12‖ws‖H2m

a (G) 6 k12k11|s| · ‖(u,P(y, D)u)‖, (16.35)

где ws = Ys + Ws — решение задачи (16.22).

Из ограниченности вложения H2m
a (G) ⊂ Wm(G) следует, что функция vs,

определенная в (16.21), принадлежит Wm(G); более того, vs ∈ D(Qt+s) в си-

лу второго соотношения в (16.22). Нужное нам неравенство (16.20) вытекает

из (16.21), (16.34) и (16.35).
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Доказательство теоремы 16.1. Зафиксируем два произвольных числа t1, t2 ∈
C. В силу леммы 15.1 и замечания 16.2 операторы Qt фредгольмовы для всех t из

отрезка It1t2 ⊂ C с концами в точках t1, t2. Покрывая каждую точку отрезка It1t2

кругом достаточно малого радиуса, выбирая конечное подпокрытие и применяя

теорему 16.2 настоящей работы и теорему 5.17 в [32, гл. 4], видим что indQt1 =

indQt2. Отсюда и из леммы 15.1 следует, что indPt1 = indPt2.

17. Неустойчивость индекса

17.1. Пересечение носителя нелокальных членов
с точками сопряжения краевых условий

Постановка задачи

Пусть G — ограниченная область в R2, и пусть ∂G \ {g1, g2} = Γ1 ∪ Γ2, где Γi —

открытые (в топологии ∂G) гладкие кривые, Γ1 ∩ Γ2 = {g1, g2}, g1 и g2 — концы

кривых Γ1 и Γ2. Предположим, что в некоторой окрестности точек gj область G

совпадает с плоским углом ненулевого раствора. Предположим, что в окрестно-

сти Oε(gj) область G совпадает с плоским углом раствора 2ω0, где 0 < ω0 < π.

Рассмотрим следующую нелокальную задачу в области G:

∆u = f(y), y ∈ G, (17.1)

u|Γ1 − (1 + t)u(Ω1(y))|Γ1 = 0, u|Γ2 − (1− t)u(Ω2(y))|Γ2 = 0. (17.2)

Здесь t ∈ C— параметр, а Ωi — C∞-диффеоморфизм, определенный в окрест-

ности кривой Γi. Предположим, что Ωi(Γi) ⊂ G, Ωi(g1) = g1, Ωi(g2) = g2 и

преобразование Ωi в окрестностях Oε(g1) и Oε(g2) точек g1 и g2 есть поворот

на угол ω0 внутрь области G (см. рис. 17.1).

Рассмотрим неограниченный оператор Pt : D(Pt) ⊂ L2(G) → L2(G), дей-

ствующий по формуле

Ptu = ∆u, u ∈ D(Pt),

D(Pt) = {u ∈ W 1(G) ∩W 2(G \ Oδ(K)) ∀δ > 0 :

∆u ∈ L2(G) и u удовлетворяет (17.2)}.

По теореме 13.1 (точнее, в силу ее обобщения на случай, когда множество K
состоит из нескольких орбит) оператор Pt фредгольмов при любом t ∈ C.

Докажем следующий результат.
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Рис. 17.1. Задача (17.1), (17.2)

Теорема 17.1. Существует число t0 > 0 такое, что indP0 > indPt = const

для 0 < |t| 6 t0.

Доказательство теоремы 17.1

Запишем модельную задачу вблизи точки g1. Для этого совместим начало коор-

динат с точкой g1, а ось Ox1 направим по бисектрисе угла, образованного гра-

ницей области вблизи g1. Модельная нелокальная задача с параметром λ ∈ C
имеем вид (ср. (6.18))

ϕ′′ − λ2ϕ = 0, |ϕ| < ω0, (17.3)

ϕ(−ω0)− (1 + t)ϕ(0) = 0, ϕ(ω0)− (1− t)ϕ(0) = 0, (17.4)

где ϕ(ω) = ũ(ω, λ) при фиксированном λ. Очевидно, та же модельная задача

будет соответствовать точке g2.

Непосредственно убеждаемся в том, что собственные значения задачи (17.3),

(17.4) не зависят от t и имеют вид

λk =
πk

ω0

i, k = 0,±1,±2, . . . . (17.5)

Далее нас будет интересовать расположение собственных значений относитель-

но полосы −1 6 Im λ 6 0. Так как 0 < ω0 < π, то в указанной полосе имеется

единственное собственное значение λ0 = 0. Ему соответствует единственный (с

точностью до умножения на константу) собственный вектор

ϕ0(ω) = − t

ω0

ω + 1 (17.6)
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и единственный (с точностью до собственного вектора) присоединенный вектор4

ϕ1(ω) = 0.

Лемма 17.1. Существует число t0 > 0 такое, что

codimR(P0) 6 codimR(Pt) = const

для 0 < |t| 6 t0.

Доказательство. 1. Рассмотрим оператор Nt : H2
0 (G) → H0

0(G, ∂G), действую-

щий по формуле

Nt = (∆u, u|Γ1 − (1 + t)u(Ω1(y))|Γ1 , u|Γ2 − (1− t)u(Ω2(y))|Γ2).

Так как прямая Im λ = −1 не содержит собственных значений задачи (17.3),

(17.4), то по теореме 3.4 в [59] оператор Nt фредгольмов при всех t. Поскольку,

с одной стороны, оператор u 7→ u(Ωj(y))|Γj
ограничен из H2

0 (G) в H
3/2
0 (Γj), а,

с другой стороны, малые возмущения фредгольмовых операторов не меняют

их индекс (см. [38, § 16]), то indNt = const для всех t из достаточно малой

окрестности любой фиксированной точки t′ ∈ C; следовательно,

indNt = const, t ∈ C. (17.7)

2. Докажем, что

codimR(Nt) = const, |t| 6 t0, (17.8)

где t0 > 0 достаточно мало. В силу (17.7) достаточно показать, что

dim kerNt = 0, |t| 6 t0. (17.9)

Пусть t = 0, и пусть u ∈ kerN0. Из (13.22) следует, что функция u бесконеч-

но дифференцируема вне сколь угодно малой окрестности множества {g1, g2}.
С другой стороны, u ∈ H2

0 (G) ⊂ W 2
2 (G); следовательно, по теореме вложения

Соболева u ∈ C∞(G) ∩ C(G) и

u(g1) = u(g2) = 0. (17.10)

4Если λ0 ∈ C— собственное значение задачи (17.3), (17.4), а ϕ0(ω) — соответствующий соб-
ственный вектор, то присоединенный вектор ϕ1(ω) ищется как (быть может, нулевое) решение

уравнения ϕ′′1 − λ2
0ϕ1 +

d

dλ
(ϕ′′0 − λ2ϕ0)

∣∣∣
λ=λ0

= 0 с нелокальными условиями (17.4). Таким обра-

зом, при λ0 = 0 присоединенный вектор ϕ1(ω) — это решение уравнения ϕ′′1 = 0 с нелокальными
условиями (17.4).
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Так как коэффициенты задачи вещественны при t = 0, без ограничения

общности считаем, что функция u(y) вещественнозначна. Если функция |u(y)|
достигает максимума внутри области G, то по принципу максимума u = const

в G; следовательно, u = 0 в силу (17.10). Если |u(y)| достигает максимума на

части границы Γi, то в силу нелокальных условий (17.2), которые при t = 0

имеют вид

u|Γ1 = u(Ω1(y))|Γ1 , u|Γ2 = u(Ω2(y))|Γ2 ,

функция |u(y)| также достигает максимума внутри области G; тогда u = 0 по

доказанному. Наконец, если |u(y)| достигает максимума в точке g1 или g2, то

u = 0 в силу (17.10).

Таким образом, доказано, что dim kerN0 = 0. Из результатов [38, § 16]

следует, что dim kerNt 6 dim kerN0 = 0 для достаточно малых |t|; отсюда

вытекает (17.9) и, следовательно, (17.8).

3. Теперь докажем, что

R(Pt) = {f ∈ L2(G) : (f, 0, 0) ∈ R(Nt)}, 0 6= t ∈ C. (17.11)

Так как любое решение u ∈ H2
0 (G) задачи (17.1), (17.2) с правой частью

f ∈ L2(G) принадлежит W 1(G), имеем

R(Pt) ⊃ {f ∈ L2(G) : (f, 0, 0) ∈ R(Nt)}, t ∈ C. (17.12)

Для того чтобы доказать обратное вложение при t 6= 0, рассмотрим про-

извольную функцию f ∈ R(Pt). Пусть u ∈ W 1(G) — решение задачи (17.1),

(17.2) с правой частью f . При помощи леммы 14.2 отсюда получим u ∈ H2
a+1(G)

для любого a > 0. В силу (17.5) найдется достаточно малое a > 0 такое, что

полоса −1 6 Im λ < a содержит единственное собственное значение λ0 = 0 за-

дачи (17.1), (17.2). Из теоремы 3.3 в [59] об асимптотике решений нелокальных

задач следует, что

u(y) = cjϕ0(ω) + djϕ0(ω) ln r + vj(y), y ∈ G ∩ Oε(gj), (17.13)

где (ω, r) — полярные координаты с полюсом в точке gj, ϕ0(ω) задана форму-

лой (17.6) и vj ∈ H2
0 (G ∩ Oε(gj)). Заметим, что

u ∈ W 1
2 (G ∩ Oε(gj)), vj ∈ W 1

2 (G ∩ Oε(gj)),

но

ϕ0(ω) /∈ W 1
2 (G ∩ Oε(gj)), ϕ0(ω) ln r /∈ W 1

2 (G ∩ Oε(gj))
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при t 6= 0. Следовательно, cj = dj = 0 в (17.13), и, таким образом, u ∈ H2
0 (G).

Тем самым доказано, что (f, 0, 0) ∈ R(Nt), т. е.

R(Pt) ⊂ {f ∈ L2(G) : (f, 0, 0) ∈ R(Nt)}, 0 6= t ∈ C. (17.14)

Из соотношений (17.12) и (17.14) получаем (17.11).

4. Докажем, что

codim {f ∈ L2(G) : (f, 0, 0) ∈ R(Nt)} = codimR(Nt), t ∈ C. (17.15)

В формуле (17.15) коразмерность подпространства

{f ∈ L2(G) : (f, 0, 0) ∈ R(Nt)}

вычисляется в пространстве H0
0 (G), а коразмерность подпространства R(Nt) —

в пространстве H0
0 (G)×H

3/2
0 (Γ1)×H

3/2
0 (Γ2).

Зафиксируем t ∈ C и положим

J1 = codim {f ∈ L2(G) : (f, 0, 0) ∈ R(Nt)}, J2 = codimR(Nt).

Пусть f ∈ L2(G) и (f, 0, 0) ∈ R(Nt). Это эквивалентно соотношениям

(
(f, 0, 0), Fj

)
H0

0(G,∂G)
= 0, j = 1, . . . , J2,

где Fj — функции, образующие базис в ортогональном дополнении к подпро-

странству R(Nt) пространства H0
0(G, ∂G). В силу теоремы Рисса об общем

виде линейного непрерывного функционала в гильбертовом пространстве, эти

соотношения эквивалентны следующим:

(f, f̂j)L2(G) = 0, j = 1, . . . , J2,

где f̂j — некоторые функции из пространства L2(G). Таким образом,

J1 6 J2 (17.16)

(равенство имеет место тогда и только тогда, когда функции f̂j линейно неза-

висимы).

Докажем обратное неравенство. Пусть F = (f, f1, f2) — произвольная функ-

ция из R(Nt). Тогда существует такая функция u ∈ H2
0 (G), что

∆u = f(y), y ∈ G,
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u|Γ1 − (1 + t)u(Ω1(y))|Γ1 = f1, u|Γ2 − (1− t)u(Ω2(y))|Γ2 = f2.

Используя лемму 3.1 в [40], построим такую функцию v ∈ H2
0 (G), что

v|Γ1 − (1 + t)v(Ω1(y))|Γ1 = f1, v|Γ2 − (1− t)v(Ω2(y))|Γ2 = f2,

‖v‖H2
0 (G) 6 k1

(‖f1‖H
3/2
0 (Γ1)

+ ‖f2‖H
3/2
0 (Γ2)

)
, (17.17)

где k1 > 0 не зависит от f1 и f2.

Очевидно, функция w = u− v ∈ H2
0 (G) — решение задачи

∆w = f(y)−∆v, y ∈ G,

w|Γ1 − (1 + t)w(Ω1(y))|Γ1 = 0, w|Γ2 − (1− t)w(Ω2(y))|Γ2 = 0.

Следовательно,

f −∆v ∈ L2(G), (f −∆v, 0, 0) ∈ R(Nt).

Это эквивалентно соотношениям

(f −∆v, f ′j)L2(G) = 0, j = 1, . . . , J1,

где f ′j ∈ L2(G) — функции, образующие базис в ортогональном дополнении к

подпространству {f ∈ L2(G) : (f, 0, 0) ∈ R(Nt)} пространства L2(G). В силу

теоремы Рисса об общем виде линейного непрерывного функционала в гиль-

бертовом пространстве и оценки (17.17), эти соотношения эквивалентны следу-

ющим:

(F, F ′
j)H0

0(G,∂G) = 0, j = 1, . . . , J1,

где F ′
j — некоторые функции из пространства H0

0(G, ∂G). Таким образом,

J2 6 J1 (17.18)

(равенство имеет место тогда и только тогда, когда функции F ′
j линейно неза-

висимы).

Неравенства (17.16) и (17.18) дают (17.15).

Из соотношений (17.15) и (17.8) получим

codim {f ∈ L2(G) : (f, 0, 0) ∈ R(Nt)} = const, |t| 6 t0. (17.19)

Объединяя (17.11), (17.12) при t = 0 и (17.19), завершаем доказательство.
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Лемма 17.2. Пусть число t0 > 0 — то же, что и в лемме 17.1. Тогда

dim kerP0 > dim kerPt = 0

для 0 < |t| 6 t0.

Доказательство. 1. Пусть 0 < |t| 6 t0, и пусть u ∈ kerPt. Аналогично п. 3

доказательства леммы 17.1 можно показать, что u ∈ H2
0 (G); следовательно,

u ∈ kerNt. В силу (17.9) u = 0; таким образом, dim kerPt = 0.

2. Пусть t = 0. Тогда u = const принадлежит kerP0.

Доказательство теоремы 17.1. Применяя леммы 17.2 и 17.1, получим

indP0 = dim kerP0 − codimR(P0) >

> −codimR(P0) > −codimR(Pt) = indPt, 0 < |t| 6 t0.

Нелокальные члены с носителем
в малой окрестности точек сопряжения

Теперь покажем, что индекс оператора может меняться, даже если носитель

нелокальных членов сосредоточен в сколь угодно малой окрестности точек со-

пряжения краевых условий.

Пусть G, Γi и gj — те же, что и выше. Рассмотрим следующую нелокальную

задачу в области G:

∆u = f(y), y ∈ G, (17.20)

u|Γ1 − (1 + t)ξ(y)u(Ω1(y))|Γ1 = 0, u|Γ2 − (1− t)ξ(y)u(Ω2(y))|Γ2 = 0, (17.21)

где ξ ∈ C∞(R2), носитель функции ξ сосредоточен в произвольной сколь угодно

малой окрестности точек g1 и g2 и ξ(y) = 1 вблизи этих точек (см. рис. 17.2).

Рассмотрим неограниченный оператор P′
t : D(P′

t) ⊂ L2(G) → L2(G), дей-

ствующий по формуле

P′
tu = ∆u, u ∈ D(P′

t),

D(P′
t) = {u ∈ W 1(G) ∩W 2(G \ Oδ(K)) ∀δ > 0 :

∆u ∈ L2(G) и u удовлетворяет (17.21)}.

По теореме 13.1 (точнее, в силу ее обобщения на случай, когда множество K
состоит из нескольких орбит) оператор Pt фредгольмов при любом t ∈ C.

Сформулируем основной результат этого пункта.
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Рис. 17.2. Задача (17.20), (17.21)

Теорема 17.2. Существует число t0 > 0 такое, что indP′
0 > indP′

t = const

для 0 < |t| 6 t0.

Доказательство. Нелокальные условия (17.2) отличаются от нелокальных ус-

ловий (17.21) операторами

u 7→ (1 + t)(1− ξ(y))u(Ω1(y))|Γ1 , u 7→ (1− t)(1− ξ(y))u(Ω2(y))|Γ2 .

Так как коэффициенты (1± t)(1− ξ(y)) при нелокальных членах обращаются в

ноль вблизи точек g1 и g2, то indP′
t = indPt для всех t ∈ C в силу теоремы 16.1,

и утверждение теоремы вытекает из теоремы 17.1.

17.2. Случай, когда носитель нелокальных членов
не содержит точек сопряжения краевых условий

В этом пункте мы покажем, что индекс оператора может меняться и тогда, когда

носитель нелокальных членов не пересекается с множеством точек сопряжения

краевых условий (и даже лежит внутри области).

Постановка задачи

Пусть G, Γi и gj — те же, что и выше. Дополнительно предположим, что

0 < ω0 < π/2,

и рассмотрим следующую задачу в области G:

∆u = f(y), y ∈ G, (17.22)
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u|Γ1 + tu(Ω(y))|Γ1 = 0, u|Γ2 = 0, (17.23)

где t ∈ R и Ω — C∞-диффеоморфизм, определенный в некоторой окрестности

кривой Γ1. Предположим, что Ω(Γ1) ⊂ G (см. рис. 17.3).

Рис. 17.3. Задача (17.22), (17.23)

Рассмотрим неограниченный оператор Pt : D(Pt) ⊂ L2(G) → L2(G), дей-

ствующий по формуле

Ptu = ∆u, u ∈ D(Pt),

D(Pt) = {u ∈ W 1(G) ∩W 2(G \ Oδ(K)) ∀δ > 0 :

∆u ∈ L2(G) и u удовлетворяет (17.23)}.
По теореме 13.1 (точнее, в силу ее обобщения на случай, когда множество K
состоит из нескольких орбит) оператор Pt фредгольмов при любом t ∈ C.

Сформулируем основной результат этого пункта.

Теорема 17.3. Существует число t0 > 0 такое, что 0 = indP0 > indPt для
0 < |t| 6 t0.

Доказательство теоремы 17.3

Как известно, локальный оператор P0 — изоморфизм, и, следовательно,

indP0 = 0. (17.24)

Изучим операторы Pt. Каждой из точек g1, g2 соответствует одна и та же (ло-

кальная, так как носитель нелокальных членов лежит вне множества {g1, g2})
модельная задача с параметром λ ∈ C

ϕ′′ − λ2ϕ = 0, |ϕ| < ω0, (17.25)
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ϕ(−ω0) = ϕ(ω0) = 0. (17.26)

Непосредственно проверяется, что собственные значения этой задачи имеют

вид

λk =
πk

2ω0

i, k = ±1,±2, . . . . (17.27)

Лемма 17.3. dim kerPt = 0 для 0 < |t| 6 1.

Доказательство. Пусть u ∈ kerPt. Так как 0 < ω0 < π/2, из (17.27) сле-

дует, что в полосе −1 6 Im λ < 0 нет собственных значений задачи (17.25),

(17.26). В § 18 (см. теорему 18.1) будет показано, что в этом случае u ∈ W 2
2 (G).

Из (13.22) следует, что функция u бесконечно дифференцируема вне сколь

угодно малой окрестности множества {g1, g2}; по теореме вложения Соболева

u ∈ C∞(G) ∩ C(G).

Так как t ∈ R, то все коэффициенты задачи (17.22), (17.23) вещественные;

поэтому, не ограничивая общности, считаем, что функция u(y) веществен-

нозначная. Если функция |u(y)| достигает максимума внутри области G, то

по принципу максимума u = const в G; тогда u = 0 в силу второго усло-

вия в (17.23). Если |u(y)| достигает максимума на Γ1, то из первого условия

в (17.23) и из соотношения |t| 6 1 следует, что |u(y)| достигает максимума

внутри области G; в этом случае u = 0 по доказанному. Наконец, если |u(y)|
достигает максимума на Γ2, то u = 0 в силу непрерывности и второго условия

в (17.23).

Лемма 17.4. Существует число t0 > 0 такое, что codimR(Pt) > 0 для 0 <

|t| 6 t0.

Доказательство. 1. Рассмотрим оператор Mt : H2
a+1(G) → H0

a+1(G∂G), a > 0,

действующий по формуле

Mt = (∆u, u|Γ1 + tu(Ω(y))|Γ1 , u|Γ2).

Поскольку оператор вложения W
3/2
2 (Γ1) ⊂ H

3/2
a+1(Γ1) ограничен по лемме 5.3

и Ω(Γ1) ⊂ G, то

‖u(Ω(y))‖
H

3/2
a+1(Γ1)

6 k1‖u(y′)‖
W

3/2
2 (Ω(Γ1))

6 k2‖u‖H2
a+1(G). (17.28)

Следовательно, Mtu ∈ H0
a+1(G, ∂G), если u ∈ H2

a+1(G) и a > 0. Таким образом,

оператор Mt определен корректно.
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По теореме 10.5 в [40] локальный оператор M0 — изоморфизм при

0 < a < π/(2ω0). (17.29)

Зафиксируем число a, удовлетворяющее (17.29). Так как M0 — изоморфизм и

имеет место оценка (17.28), то оператор Mt также изоморфизм для 0 6 |t| 6 t0,

где t0 = t0(a) достаточно мало.

2. Построим функцию u ∈ H2
a+1(G), удовлетворяющую нелокальным усло-

виям (17.23), такую, что

u(Ω(g1)) = 1.

Для этого рассмотрим функцию v ∈ C∞(G) такую, что v(y) = 1 для y ∈ Ω(Γ1) и

supp v ⊂ G. В этом случае v(Ω(y)) = 1 для y ∈ Γ1; следовательно, v(Ω(y))|Γ1 ∈
H

3/2
a+1(Γ1).

Далее, рассмотрим функцию w ∈ H2
a+1(G) такую, что

w|Γ1 = −tv(Ω(y))|Γ1 , w|Γ2 = 0, supp w ∩ Ω(Γ1) = ∅

(существование такой функции w вытекает из леммы 3.1 в [40]). Легко видеть,

что u = v + w — искомая функция (см. рис. 17.3).

3. Приблизим функцию f = ∆u ∈ H0
a+1(G) функциями fn ∈ L2(G), n =

1, 2, . . . , в пространстве H0
a+1(G):

‖fn − f‖H0
a+1(G) → 0, n →∞. (17.30)

Если codimR(Pt) = 0 при 0 < |t| 6 t0, то для каждой функции fn ∈ L2(G)

существует (единственное в силу леммы 17.3) обобщенное решение un ∈ W 1(G)

задачи (17.22), (17.23) с правой частью fn. Более того, un ∈ H2
a+1(G) в силу

леммы 14.2.

Из того факта, что Mt — изоморфизм, и из (17.30) вытекает, что

‖un − u‖H2
a+1(G) 6 k3‖fn − f‖H0

a+1(G) → 0, n →∞.

Следовательно, по теореме вложения Соболева имеем

un(Ω(g1)) → u(Ω(g1)) = 1, n →∞. (17.31)

Однако, с другой стороны, полоса −1 6 Im λ < 0 не содержит собственных

значений задачи (17.25), (17.26). В § 18 (см. теорему 18.1) будет показано, что

в этом случае un ∈ W 2
2 (G). По теореме вложения Соболева un ∈ C(G), и в

силу второго соотношения в (17.23) un(g1) = 0. Тогда из первого соотношения

в (17.23) получаем un(Ω(g1)) = 0 (при t 6= 0), что противоречит (17.31). Таким

образом, доказано, что codimR(Pt) > 0.
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Теорема 17.3 следует из (17.24) и из лемм 17.3 и 17.4.

Замечание 17.1. Пусть I — единичный оператор в L2(G), и пусть λ ∈ C. В силу

леммы 15.1 младшие члены в эллиптическом уравнении не влияют на индекс

неограниченного нелокального оператора Pt. Следовательно,

ind (Pt − λI) = indPt < 0

для 0 < |t| 6 t0, где t0 > 0 достаточно мало. Таким образом, спектр оператора Pt

при 0 < |t| 6 t0 совпадает со всей комплексной плоскостью.
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Глава V

Гладкость обобщенных решений
нелокальных эллиптических задач

18. Сохранение гладкости обобщенных решений

18.1. Постановка задачи

Как и в предыдущих главах, считаем выполненными условия 6.1–6.4 (последнее

с l = 0). Как и в главе IV, предполагаем, что порядки miµ дифференциальных

операторов Biµs(y,D) удовлетворяют неравенствам

miµ 6 2m− 1.

Будем изучать гладкость обобщенных решений (см. определение 13.3) нело-

кальной краевой задачи (6.7), (6.8):

P(y, D)u = f0(y) (y ∈ G), (18.1)

B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu = fiµ(y) (y ∈ Γi, i = 1, . . . , N, µ = 1, . . . , m). (18.2)

Будем говорить, что гладкость обобщенных решений сохраняется, ес-

ли любое обобщенное решение задачи (18.1), (18.2) (с любой правой частью

{f0, fiµ} из некоторого подмножества пространства W0(G, ∂G), которое ниже

определяется в разных случаях по-разному) принадлежит W 2m(G). Если суще-

ствует обобщенное решение задачи (18.1), (18.2), не принадлежащее W 2m(G),

то будем говорить, что гладкость обобщенных решений может нарушаться.

Запишем модельную задачу, соответствующую множеству (орбите) K.

Обозначим через uj(y) функцию u(y) при y ∈ Oε1(gj). Если gj ∈ Γi, y ∈
Oε(gj) и Ωis(y) ∈ Oε1(gk), то обозначим функцию u(Ωis(y)) через uk(Ωis(y)). В
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этих обозначениях нелокальная задача (18.1), (18.2) в ε-окрестности множества

(орбиты) K примет вид

P(y,D)uj = f0(y) (y ∈ Oε(gj) ∩G),

Biµ0(y,D)uj(y)|Oε(gj)∩Γi
+

Si∑
s=1

(
Biµs(y,D)(ζuk)

)(
Ωis(y)

)∣∣
Oε(gj)∩Γi

= ψiµ(y)

(
y ∈ Oε(gj) ∩ Γi, i ∈ {1 6 i 6 N : gj ∈ Γi}, j = 1, . . . , N, µ = 1, . . . , m

)
,

где

ψiµ = fiµ −B2
iµu.

Пусть y 7→ y′(gj) — описанная в п. 6.1 (главы II) замена переменных. Введем

функции
Uj(y

′) = u(y(y′)), fj(y
′) = f0(y(y′)), y′ ∈ Kε

j ;

fjσµ(y′) = fiµ(y(y′)), Bu
jσµ(y′) = (B2

iµu)(y(y′)),

ψjσµ(y′) = fjσµ(y′)−Bu
jσµ(y′), y′ ∈ γε

jσ,

(18.3)

где σ = 1 (σ = 2), если преобразование y 7→ y′(gj) отображает Oε(gj) ∩ Γi в

сторону γj1 (γj2) угла Kj. Обозначим y′ снова через y. Тогда в силу условия 6.3

задача (18.1), (18.2) примет вид (ср. (6.12), (6.13) и (13.27), (13.28))

Pj(y,D)Uj = fj(y) (y ∈ Kε
j ), (18.4)

Bjσµ(y, D)U ≡
∑

k,s

(Bjσµks(y, D)Uk)(Gjσksy) = ψjσµ(y) (y ∈ γε
jσ). (18.5)

Отметим, что правая часть задачи (18.4), (18.5) совпадает с правой частью

задачи (13.27), (13.28), если fiµ = 0. Если, кроме того, B2
iµ = 0, то правая часть

задачи (18.4), (18.5) совпадает с правой частью задачи (6.12), (6.13).

18.2. Формулировка основного результата

В этом параграфе изучим ситуацию, когда выполнено следующее условие.

Условие 18.1. Прямая Im λ = 1 − 2m не содержит собственных значений
оператора L̃(λ).

Напомним, что показатель ` в определении обобщенного решения фиксиро-

ван и таков, что

0 6 ` 6 2m− 1.

Обозначим через Λ множество всех собственных значений оператора L̃(λ), ле-

жащих в полосе 1 − 2m < Im λ < 1 − ` (это множество может быть и пусто).

Обозначим также iΛ = {iλ : λ ∈ Λ}.
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Условие 18.2. Все собственные значения из множества Λ правильные.

Напомним, что понятие правильного собственного значения введено в опре-

делении 7.1.

Условие 18.2, в частности, означает, что Λ = ∅, если ` = 2m− 1 (например,

если ` = m = 1), и iΛ ⊂ {`, . . . , 2m− 2}, если ` 6 2m− 2.

В случае ` 6 2m− 2 нам понадобятся дополнительные условия.

Пусть W−2m(−ωj, ωj) — пространство, сопряженное с W 2m(−ωj, ωj). Введем

пространство

W−2m(−ω, ω) =
N∏

j=1

W−2m(−ωj, ωj).

Рассмотрим оператор (L̃(λ))∗ : W0[−ω, ω] →W−2m(−ω, ω), сопряженный к опе-

ратору L̃(λ) : W2m(−ω, ω) → W0[−ω, ω]. Оператор (L̃(λ))∗ отображает элемент

{ζj, χjσµ} ∈ W0[−ω, ω] в (L̃(λ))∗{ζj, χjσµ} по следующему правилу:

〈ϕ, (L̃(λ))∗{ζj, χjσµ}〉 =
∑

j

(P̃j(ω, Dω, λ)ϕj, ζj)L2(−ωj ,ωj) +
∑
j,σ,µ

B̃jσµ(ω, Dω, λ)ϕχjσµ

для всех ϕ ∈ W2m(−ω, ω). Здесь 〈 · , · 〉 обозначает полуторалинейную форму на

соответствующей паре сопряженных пространств.

Далее, для любого числа s ∈ {`, . . . , 2m− 2} обозначим через Js множество

всех индексов (j′, σ′, µ′), для которых

s 6 mj′σ′µ′ − 1, (18.6)

т. е. индексов, отвечающих дифференциальным операторам достаточно высоко-

го порядка (а именно, порядка > s + 1) в краевых условиях. Обозначим также

через Cs пространство, состоящее из числовых векторов {cjσµ} (cjσµ ∈ C), удо-

влетворяющих соотношениям

cj′σ′µ′ = 0, (j′, σ′, µ′) ∈ Js.

Условие 18.3. Если ` 6 2m−2, то для любого s ∈ iΛ справедливы следующие
утверждения.

1. Js 6= ∅.

2. 〈{0, cjσµ}, ψ〉 = 0 для всех {cjσµ} ∈ Cs и ψ ∈ ker (L̃(−is))∗.
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3. Пусть ϕc ∈ W2m(−ω, ω) — решение уравнения L̃(−is)ϕc = {0, cjσµ}, где
{cjσµ} ∈ Cs (это решение существует в силу части 2 и определено с
точностью до элемента ϕ0 ∈ ker L̃(−is)). Тогда для любого вектора
{cjσµ} ∈ Cs функция rsϕc(ω) есть однородный полином (степени s).

Замечание 18.1. 1. Часть 1 в условии 18.3 необходима для выполнения ча-

сти 2. Действительно, рассмотрим некоторое собственное значение λs =

−is ∈ Λ и предположим, что Js = ∅. Тогда Cs =
∏

j,σ,µ

C. Таким обра-

зом, если выполнена часть 2, то уравнение L̃(λs)ϕc = {0, cjσµ} разреши-

мо для любых cjσµ ∈ C. Но в это случае, как легко видеть, уравнение

L̃(λs)ϕ = {f̃j, cjσµ} также разрешимо для любых {f̃j, cjσµ} ∈ W0[−ω, ω].

Следовательно, по лемме 6.1 оператор L̃(λs) — изоморфизм, что невозмож-

но, так как λs — собственное значение.

2. Часть 2 есть необходимое и достаточное условие существования решений

ϕc для всех {cjσµ} ∈ Cs в части 3.

Замечание 18.2. Предположим, что выполнено условие 18.2. Если часть 3 усло-

вия 18.3 выполнена для некоторого решения ϕc, то она выполнена для любого

решения ϕc + ϕ0, где ϕ0 ∈ ker L̃(−is), так как −is — правильное собственное

значение оператора L̃(λ).

Условие 18.4. Если ` 6 2m− 2, то для любого s ∈ {`, . . . , 2m− 2} \ iΛ выпол-
нено следующее утверждение. Пусть ϕc ∈ W2m(−ω, ω) — решение1 уравнения
L̃(−is)ϕc = {0, cjσµ}, где {cjσµ} ∈ Cs. Тогда для любого вектора {cjσµ} ∈ Cs

функция rsϕc(ω) есть однородный полином (степени s).

Замечание 18.3. Предположим, что выполнено условие 18.2.

1. Если выполнены условия 18.3 и 18.4, то для любого вектора {cjσµ} ∈ Cs,

s = `, . . . , 2m− 2, задача

Pj(D)V = 0, Bjσµ(D)V = cjσµr
s−mjσµ (18.7)

имеет решение V (y), являющееся однородным полиномом степени s. Дей-

ствительно, подставив функцию V = rsϕc(ω) в (18.7), получим уравнение

L̃(−is)ϕs = {0, cjσµ}. В силу условий 18.3 и 18.4 это уравнение имеет такое

решение ϕc, что функция V = rsϕc(ω) — однородный полином порядка s.

1Это решение существует и единственно, так как −is не является собственным значением
оператора L̃(λ).
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2. Если нарушено условие 18.3 или 18.4, то найдется такой вектор {cjσµ} ∈
Cs, для которого задача (18.7) имеет решение вида

V = rsϕc(ω) + rs(i ln r)
J∑

n=1

cnϕ(n)(ω), (18.8)

где s ∈ {`, . . . , 2m − 2}, cn ∈ C, ϕc, ϕ
(n) ∈ W2m(−ω, ω) и J = J(s), причем

функция V не является полиномом по переменным y1, y2.

Действительно, если нарушено условие 18.4, то утверждение очевидно (с

c1 = · · · = cJ = 0). Предположим, что нарушено условие 18.3. Если выпол-

нены части 1 и 2 условия 18.4 и не выполнена часть 3, то утверждение

снова очевидно (с c1 = · · · = cJ = 0). Предположим, что не выполнена

часть 1 или 2. В обоих случаях не будет выполнена часть 2 (см. замеча-

ние 18.1). Иными словами, существуют правильное собственное значение

λs = −is ∈ Λ и числовой вектор {cjσµ} ∈ Cs такие, что элемент {0, cjσµ}
не ортогонален ядру ker (L̃(λs))

∗.

Обозначим через ϕ(1), . . . , ϕ(J) (J > 1) базис в ker L̃(λs). Так как λs —

правильное собственное значение, ни один из собственных векторов ϕ(n)

не имеет присоединенного. Подставим функцию V вида (18.8) в уравне-

ния (18.7). В результате получим

L̃(λs)ϕc = {0, cjσµ} −
J∑

n=1

cn
dL̃(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=λs

ϕ(n). (18.9)

Заметим, что dim ker (L̃(λs))
∗ = dim ker L̃(λs) = J в силу леммы 6.1. Пусть

ψ(1), . . . , ψ(J) — базис в пространстве ker (L̃(λs))
∗. По лемме 3.2 в [13] мат-

рица ∥∥∥∥∥

〈
dL̃(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=λs

ϕ(n), ψ(k)

〉∥∥∥∥∥
n,k=1,...,J

невырождена. Следовательно, мы можем выбрать константы cn так, что

правая часть в (18.9) будет ортогональна ядру ker (L̃(λs))
∗, и, значит, бу-

дет существовать решение ϕc уравнений Eq. (18.9). Кроме того, посколь-

ку элемент {0, cjσµ} не ортогонален ядру ker (L̃(λs))
∗, вектор (c1, . . . , cJ)

ненулевой. Таким образом, функция V вида (18.8) не будет полиномом по

переменным y1, y2.

Сформулируем основной результат этого параграфа.
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Теорема 18.1. Пусть выполнены условия 18.1–18.4, и пусть u — обобщенное
решение задачи (18.1), (18.2) с правой частью {f0, fiµ} ∈ W0(G, ∂G). Тогда
u ∈ W 2m(G).

Замечание 18.4. По теореме 18.1 любое обобщенное решение задачи (18.1),

(18.2) принадлежит W 2m(G). Правые части fiµ в нелокальных условиях принад-

лежат пространствам W 2m−miµ−1/2(Γi) (что естественно). Однако никаких до-

полнительных ограничений (типа условий согласования в точках множества K)

на поведение функций fiµ и коэффициентов нелокальных операторов не налага-

ется. В действительности, функции fiµ ∈ W 2m−miµ−1/2(Γi) не совсем произволь-

ны. Например, если m = 1, mi1 = 0 и B1
i1 = 0, B2

i1 = 0 (т. е. рассматривается

«локальная» задача Дирихле) и решение u принадлежит W 2(G), то в силу тео-

ремы вложения Соболева

fi1(g) = fj1(g), g ∈ Γi ∩ Γj 6= ∅. (18.10)

Теорема 18.1 показывает, что при выполнении условий 18.1–18.4 существование

обобщенного решения автоматически гарантирует выполнение соотношений ви-

да (18.10). В § 19 мы докажем, что если условие 18.1 нарушено, то, для того

чтобы любое обобщенное решение было гладким, на правые части fiµ необхо-

димо налагать определенные условия согласования.

18.3. Доказательство основного результата

Пусть Uj(y
′) = uj(y(y′)), j = 1, . . . , N , функции, соответствующие множеству

(орбите) K и удовлетворяющие соотношениям (18.4), (18.5) с правой частью

{fj, ψjσµ}.
Из доказательства леммы 15.3 следует, что

U = Q + Û , (18.11)

где Û ∈ H2m
2m−`(K

ε), а Q = (Q1, . . . , QN) — вектор-полином степени ` − 1 (если

` = 0, то полином Q отсутствует). Используя этот факт, докажем следующую

лемму.

Лемма 18.1. Пусть выполнены условия 18.2–18.4. Тогда

U = W + U ′ (18.12)
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где W = (W1, . . . , WN) — вектор-полином степени 2m−2, U ′ ∈ H2m
δ (Kε) (δ та-

ково, что 0 < δ < 1 и полоса 1 − 2m < Im λ 6 1 − 2m + δ не содержит
собственных значений оператора L̃(λ)) и

{Pj(y, D)U ′
j} ∈ H0

0(K
ε),

{Bjσµ(y,D)U ′} ∈ H2m−m−1/2
δ (γε) ∩W2m−m−1/2(γε).

(18.13)

Доказательство. 1. Функция Û из (18.11) принадлежит H2m
2m−`(K

ε) и в силу

соотношений (18.4), (18.5) и (18.11) является решением задачи

Pj(y,D)Ûj = fj −Pj(y, D)Qj (y ∈ Kε
j ),

Bjσµ(y,D)Û = ψjσµ −Bjσµ(y,D)Q (y ∈ γε
jσ).

(18.14)

Так как {fj} ∈ W0(Kε) и Q — вектор-полином, то

{fj −Pj(y, D)Qj} ∈ H0
0(K

ε). (18.15)

Далее, ψjσµ−Bjσµ(y, D)Q ∈ W 2m−mjσµ−1/2(γε
j ). Следовательно, в силу леммы 5.3

существует такой полином Pjσµ(r) степени 2m−mjσµ − 2 (если mjσµ = 2m− 1,

то Pjσµ(r) ≡ 0), что

{ψjσµ −Bjσµ(y,D)Q− Pjσµ} ∈ H2m−m−1/2
δ (γε) ∩W2m−m−1/2(γε) (18.16)

для любого 0 < δ < 1. Более того, поскольку

{ψjσµ −Bjσµ(y,D)Q} = {Bjσµ(y,D)Û} ∈ H2m−m−1/2
2m−` (γε),

каждый из полиномов Pjσµ(r) состоит из мономов порядка max(0, `−mjσµ), . . . ,

2m−mjσµ − 2 (в частности, полином Pjσµ(r) отсутствует, если ` = 2m− 1).

2. Запишем полином Pjσµ(r) в виде

Pjσµ(r) = cjσµr
`−mjσµ + c′jσµr

`−mjσµ+1 + . . . ; (18.17)

здесь, в частности, cjσµ = 0 для всех j, σ, µ таких, что ` 6 mjσµ − 1 (ср. (18.6)

при s = `). Следовательно, {cjσµ} ∈ C`.

Рассмотрим вспомогательную задачу

Pj(D)W ` = 0, Bjσµ(D)W ` = cjσµr
`−mjσµ . (18.18)

В силу условий 18.3 и 18.4 (см. замечание 18.3) задача задача (18.18) имеет

решение W `(y), являющееся однородным вектор-полиномом степени `.
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Используя (18.17) и (18.18) и разлагая коэффициенты операторов Bjσµ(y,D)

по формуле Тейлора, получим

{Pj(y,D)W `
j } ∈ H0

0(K
ε),

{Bjσµ(y, D)W ` − Pjσµ + P ′
jσµ} ∈ H2m−m−1/2

δ (γε) ∩W2m−m−1/2(γε),
(18.19)

где P ′
jσµ(r) — полином, состоящий из мономов степени max(0, `−mjσµ + 1), . . . ,

2m−mjσµ − 2.

Из (18.15), (18.16) и (18.19) следует, что

{fj −Pj(y,D)(Qj + W `
j )} ∈ H0

0(K
ε),

{ψjσµ −Bjσµ(y,D)(Q + W `)− P ′
jσµ} ∈ H2m−m−1/2

δ (γε) ∩W2m−m−1/2(γε).
(18.20)

3. Повторяя процедуру, описанную в п. 2 доказательства, конечное число

раз (и пользуясь каждый раз условиями 18.3 и 18.4), получим

{fj −Pj(y, D)(Qj + W `
j + · · ·+ W 2m−2

j )} ∈ H0
0(K

ε),

{ψjσµ −Bjσµ(y, D)(Q + W ` + · · ·+ W 2m−2)} ∈ H2m−m−1/2
δ (γε) ∩W2m−m−1/2(γε),

(18.21)

где W s — однородный вектор-полином порядка s, s = `, . . . , 2m − 2 (заметим,

что однородный вектор полином порядка 2m − 1 уже принадлежит H2m
δ (Kε)).

Если ` = 2m− 1, то полиномы W s в (18.21) отсутствуют; в этом случае второе

соотношение в (18.21) вытекает из (18.16), где Pjσµ = 0.

Из (18.14) и (18.21) получаем

{Pj(y,D)(Ûj −W `
j − · · · −W 2m−2

j )} ∈ H0
0(K

ε),

{Bjσµ(y, D)(Û −W ` − · · · −W 2m−2)} ∈ H2m−m−1/2
δ (γε) ∩W2m−m−1/2(γε).

(18.22)

4. Так как прямая Im λ = 1−2m+δ не содержит собственных значений опера-

тора L̃(λ) и выполнены соотношения (18.22), то из теоремы 2.2 в [13], леммы 4.3

в [13] и условий 18.2–18.4 вытекает, что функция Û + W ` + · · · + W 2m−2 при-

надлежит пространству H2m
δ (Kε) с точностью до вектор-полинома, состоящего

из вектор-мономов степени min
s∈iΛ

s, . . . , 2m − 2 (этот вектор-полином отсутству-

ет, если ` = 2m − 1). Иными словами, существует такой вектор-полином Ŵ ,

состоящий из вектор-мономов степени l, . . . , 2m− 2, что

Û + Ŵ ∈ H2m
δ (Kε),

{Pj(y,D)(Ûj + Ŵj)} ∈ H0
0(K

ε),

{Bjσµ(y,D)(Û + Ŵ )} ∈ H2m−m−1/2
δ (γε) ∩W2m−m−1/2(γε).

(18.23)

Теперь заключение леммы следует из соотношений (18.11) и (18.23).
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Лемма 18.2. Пусть выполнены условия 18.1–18.4. Тогда U ∈ W2m(Kε).

Доказательство. Из (18.13), леммы 7.1 и следствия 7.1 вытекает существова-

ние такой функции V ∈ H2m
δ (K) ∩W2m(K), что

{Pj(y, D)(U ′
j − Vj)} ∈ H0

0(K
ε),

{Bjσµ(y, D)(U ′ − V )} ∈ H2m−m−1/2
0 (γε).

(18.24)

В силу (18.24) и того факта, что полоса 1 − 2m 6 Im λ 6 1 − 2m + δ не со-

держит собственных значений оператора L̃(λ) мы можем применить применить

теорему 2.2 в [13] (об асимптотике решений нелокальных задач), из которой

получаем U ′ − V ∈ H2m
0 (Kε) ⊂ W2m(Kε). Отсюда и из леммы 18.1 следует

заключение леммы.

Теорема 18.1 вытекает из (13.21) и леммы 18.2.

19. «Пограничный» случай. Условия согласования

19.1. Поведение обобщенных решений вблизи точек сопряжения

Пусть Λ — то же множество собственных значений, что и в § 18. В этом пара-

графе, вместо условия 18.1, будем считать выполненным следующее условие.

Условие 19.1. Прямая Im λ = 1 − 2m содержит единственное собственное
значение λ = i(1 − 2m) оператора L̃(λ), и это собственное значение пра-
вильное.

Принципиальное отличие результатов этого параграфа от результатов из § 18

связано с поведением обобщенных решений вблизи множества (орбиты) K. При

выполнении условия 19.1 по-прежнему справедливо заключение леммы 18.1. Од-

нако заключение леммы 18.2 уже неверно, поскольку лемма 7.1 и следствие 7.1

из п. 7.1 (главы II) неприменимы, если на прямой Im λ = 1 − 2m содержит-

ся собственное значение оператора L̃(λ). Поэтому в этом параграфе мы будем

пользоваться результатами из пп. 7.2 и 7.3 (главы II). При этом на поведе-

ние функций fiµ и коэффициентов нелокальных операторов вблизи множества

(орбиты) K будут наложены определенные условия согласования.

Пусть τjσ и Dβ
τjσ

те же, что в п. 5.2 (главы II). Рассмотрим операторы

D2m−mjσµ−1
τjσ

Bjσµ(D)U ≡ D2m−mjσµ−1
τjσ

(∑

k,s

(Bjσµks(D)Uk)(Gjσksy)

)
.
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Используя правило дифференцирования сложной функции, запишем

D2m−mjσµ−1
τjσ

Bjσµ(D)U ≡
∑

k,s

(B̂jσµks(D)Uk)(Gjσksy). (19.1)

где B̂jσµks(D) — однородные дифференциальные операторы порядка 2m − 1 с

постоянными коэффициентами. Формально заменяя в (19.1) нелокальные опе-

раторы на соответствующие локальные, получим операторы

B̂jσµ(D)U ≡
∑

k,s

B̂jσµks(D)Uk(y) (19.2)

(которые совпадают с операторами в (7.2) при l = 0).

В п. 7.2 (главы II) показано, что при выполнении условия 19.1 система опе-

раторов (19.2) линейно зависима. Обозначим через

{B̂j′σ′µ′(D)} (19.3)

максимальную линейно независимую подсистему системы (19.2). Тогда любой

оператор B̂jσµ(D), не вошедший в систему (19.3), представим в виде

B̂jσµ(D) =
∑

j′,σ′,µ′
βj′σ′µ′

jσµ B̂j′σ′µ′(D), (19.4)

где βj′σ′µ′
jσµ — некоторые константы.

Введем понятие условия согласования. Пусть {Zjσµ} ∈ W2m−m−1/2(γε) — век-

тор, состоящий из функций, каждая из которых определена на своем интерва-

ле γε
jσ. Рассмотрим функции

Z0
jσµ(r) = Zjσµ(y)|y=(r cos ωj , r(−1)σ sin ωj).

Каждая из функций Z0
jσµ принадлежит W 2m−mjσµ−1/2(0, ε).

Определение 19.1. Пусть βj′σ′µ′
jσµ — константы из соотношений (19.4). Если со-

отношения
ε∫

0

r−1

∣∣∣∣∣D
2m−mjσµ−1
r Z0

jσµ −
∑

j′,σ′,µ′
βj′σ′µ′

jσµ D
2m−mj′σ′µ′−1
r Z0

j′σ′µ′

∣∣∣∣∣

2

dr < ∞ (19.5)

выполнены для всех индексов j, σ, µ, отвечающих операторам из системы (19.2),

не вошедшим в систему (19.3), то будем говорить, что функции Zjσµ удовле-
творяют условию согласования (19.5).
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Замечание 19.1. Соотношение {Zjσµ} ∈ H2m−m−1/2
0 (γε) достаточно (но не необ-

ходимо) для того, чтобы функции Zjσµ удовлетворяли соотношениям (19.5). Это

следует из леммы 4.8 в [36].

Замечание 19.2. В терминах главы II условие согласование имеет вид

D2m−mjσµ−1
τjσ

Zjσµ −
∑

j′,σ′,µ′
βj′σ′µ′

jσµ D
2m−mj′σ′µ′−1
τj′σ′ Zj′σ′µ′ ∈ H1

0 (R2), (19.6)

где Zjσµ ∈ W 2m−mjσµ(R2) — продолжение функции Zjσµ в R2, имеющее компакт-

ный носитель (соответствующие теоремы о продолжении функций, заданных в

областях с угловыми точками, можно найти в [67]). Нетрудно показать, что

соотношения (19.5) эквивалентны соотношениям (19.6).

Покажем, что следующее условие необходимо и достаточно для того, чтобы

некоторое фиксированное обобщенное решение u принадлежало W 2m(G).

Условие 19.2. Пусть u — обобщенное решение задачи (18.1), (18.2), ψjσµ —
правые части в нелокальных условиях (18.5) и W — вектор-полином из лем-
мы 18.1. Тогда функции ψjσµ − Bjσµ(y, D)W удовлетворяют условию согла-
сования (19.5).

Замечание 19.3. 1. Выполнение условия 19.2 зависит, в частности, от по-

ведения функции B2
iµu вблизи множества (орбиты) K. В силу (6.5) (при

l = 0) значений функции B2
iµu вблизи множества K зависят от значе-

ний функции u в G \ Oκ1(K). Поэтому гладкость обобщенного решения u

вблизи множества K зависит от поведения u вне множества K.

2. Поясним, каким образом выполнение условия 19.2 зависит от поведения

функций u(y), fiµ(y), (B2
iµu)(y) и коэффициентов операторов B0

iµ и B1
iµ

вблизи множества K. С одной стороны, вектор W из 18.1 определяется

поведением решения u(y) вблизи множества K. С другой стороны, коэф-

фициенты операторов B0
iµ и B1

iµ в точках множества K, а также операто-

ры Gjσks определяют константы βj′σ′µ′
jσµ из (19.4) и, следовательно, из (19.5).

Наконец, производные функций fiµ(y), (B2
iµu)(y) и коэффициентов опера-

торов B0
iµ и B1

iµ вблизи множества K должны быть согласованы таким

образом, чтобы модули соответствующих линейных комбинаций произ-

водных (порядка 2m − mjσµ − 1) от функций ψjσµ − Bjσµ(y, D)W были

интегрируемы в квадрате (с весом r−1) вблизи начала координат.
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Теорема 19.1. Пусть выполнены условия 19.1 и 18.2–18.4, и пусть u — обоб-
щенное решение задачи (18.1), (18.2) с правой частью {f0, fiµ} ∈ W0(G, ∂G).
Тогда u ∈ W 2m(G) в том и только том случае, если выполнено условие 19.2.

Доказательство. 1. Необходимость. Пусть u ∈ W 2m(G). Рассмотрим функцию

U = (U1, . . . , UN), соответствующую множеству (орбите) K. Очевидно, U ∈
W2m(Kε). По лемме 18.1 U = W + U ′, где U ′ ∈ H2m

δ (Kε), 0 < δ < 1. Так

как, кроме того, U ′ = U − W ∈ W2m(Kε), то по теореме вложения Соболева

DαU ′|y=0 = 0, |α| 6 2m − 2. Отсюда и из леммы 7.2 вытекает, что функции

ψjσµ −BjσµW = Bjσµ(y, D)U ′ удовлетворяют условию согласования (19.5).

2. Достаточность. Пусть выполнено условие 19.2. Из (18.13), леммы 7.4 и

следствия 7.2 вытекает существование такой функции V ∈ H2m
δ (K) ∩W2m(K)

(δ то же, что в лемме 18.1), что

{Pj(y, D)(U ′
j − Vj)} ∈ H0

0(K
ε),

{Bjσµ(y, D)(U ′ − V )} ∈ H2m−m−1/2
0 (γε).

(19.7)

В силу (19.7) и того факта, что полоса 1 − 2m 6 Im λ 6 1 − 2m + δ со-

держит только правильное собственное значение i(1 − 2m) оператора L̃(λ) мы

можем применить лемму 7.5, согласно которой все производные порядка 2m от

функции U ′ − V принадлежат W0(Kε). Отсюда и из соотношений

U ′ − V ∈ H2m
δ (Kε) ⊂ H2m−1

0 (Kε) ⊂ W2m−1(Kε)

получаем U ′−V ∈ W2m(Kε). Объединяя это соотношение с леммой 18.1, завер-

шаем доказательство доказательство в части достаточности.

Отметим, что теорема 19.1 лишь тогда позволяет определить, будет ли за-
данное фиксированное решение u гладким вблизи множества K, когда мы

знаем асимптотику решения u вида (18.12) вблизи множества K (т. е. име-

ем вектор-полином W ). Теорема 19.1 показывает в принципе, какие факторы

влияют на гладкость обобщенных решений. Ниже будут получены также необ-

ходимые и достаточные условия того, что любое обобщенное решение принад-

лежит W 2m(G).

19.2. Задача с неоднородными нелокальными условиями

В этом пункте сформулируем необходимые и достаточные условия сохране-

ния гладкости обобщенных решений. Вначале покажем, что правые части fiµ
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в нелокальных условиях (18.2) не могут быть произвольными функциями из

W 2m−miµ−1/2(Γi), а должны удовлетворять условию согласования.

Обозначим через S̃2m−m−1/2(∂G) множество, состоящее из функций {fiµ} ∈
W2m−m−1/2(∂G) таких, что функции fjσµ (см. (18.3)) удовлетворяет условию

согласования (19.5). Введем также пространство

S̃0(G, ∂G) = L2(G)× S̃2m−m−1/2(∂G).

Очевидно,

S2m−m−1/2(∂G) ∩ S̃2m−m−1/2(∂G) = Ŝ2m−m−1/2(∂G) ⊂
⊂ S̃2m−m−1/2(∂G) ⊂ W2m−m−1/2(∂G),

S0(G, ∂G) ∩ S̃0(G, ∂G) = Ŝ0(G, ∂G) ⊂ S̃0(G, ∂G) ⊂ W0(G, ∂G).

Гладкость обобщенных решений задачи (18.1), (18.2) может нарушаться, ес-

ли правые части в нелокальных условиях (18.2) не удовлетворяют условию

согласования.

Теорема 19.2. Пусть выполнены условия 19.1 и 18.2–18.4. Тогда существуют
такие функции {f0, fiµ} ∈ W0(G, ∂G), {fiµ} /∈ S̃2m−m−1/2(∂G), и u ∈ W 2m−1(G),
что u — обобщенное решение задачи (18.1), (18.2) с правой частью {f0, fiµ} и
u /∈ W 2m(G).

Докажем предварительно один вспомогательный результат. Положим

ε′ = d1 min(ε,κ2), (19.8)

где d1 определено в (6.15).

Лемма 19.1. Предположим, что выполнено условие 19.1. Пусть функция
{Zjσµ} ∈ W2m−m−1/2(γε) такова, что supp {Zjσµ} ⊂ Oε/2(0), Dβ

τjσ
Zjσµ|y=0 = 0,

β 6 2m − mjσµ − 2, и функции Zjσµ не удовлетворяют условию согласо-
вания (19.5). Тогда существует функция U ∈ H2m

δ (K) ⊂ W2m−1(K), δ > 0

произвольно, такая, что supp U ⊂ Oε′(0), U /∈ W2m(Kε) и U удовлетворяет
соотношениям

{Pj(y,D)Uj} ∈ W0(Kε), {Bjσµ(y, D)U − Zjσµ} ∈ H2m−m−1/2
0 (γε). (19.9)

Доказательство. В силу леммы 5.1 существует такая последовательность фун-

кций {Zn
jσµ} ∈ W2m−m−1/2(γ), n = 1, 2, . . . , что supp Zn

jσµ ⊂ Oε(0), Zn
jσµ равны

173



нулю вблизи начала координат (и, значит, удовлетворяют условию согласова-

ния (19.5)) и {Zn
jσµ} → {Zjσµ} в W 2m−m−1/2(γ). Учитывая лемму 5.4, видим так-

же, что {Zn
jσµ} → {Zjσµ} в H

2m−m−1/2
δ (γ), δ > 0 произвольно. Теперь применим

лемму 7.6, согласно которой существует последовательность V n = (V n
1 , . . . , V n

N ),

удовлетворяющая следующим условиям: V n ∈ W2m(Kd) ∩ H2m
δ (Kd) для любо-

го d > 0,

Pj(D)V n
j = 0 (y ∈ Kj), Bjσµ(D)V n = Zn

jσµ(y) (y ∈ γjσ) (19.10)

и последовательность V n сходится к функции V ∈ H2m
δ (Kd) в H2m

δ (Kd) для

любого d > 0. Переходя к пределу в (19.10) (соответственно в пространствах

H0
δ(K

d) и H2m−m−1/2
δ (Kd)), получаем

Pj(D)Vj = 0 (y ∈ Kj), Bjσµ(D)V = Zjσµ(y) (y ∈ γjσ). (19.11)

Рассмотрим срезающую функцию ξ ∈ C∞
0 (Oε′(0)), равную единице вблизи

начала координат. Положим U = ξV . Очевидно, supp U ⊂ Oε′(0) и

U ∈ H2m
δ (K) ⊂ W2m−1(K).

2. Покажем, что функция U искомая. Действительно, используя формулу

Лейбница, соотношения (19.11) и леммы 5.5 и 5.6, выводим (19.9).

Осталось показать, что U /∈ W2m(Kε). Предположим противное: пусть U ∈
W2m(Kε). Тогда в силу теоремы вложения Соболева и принадлежности U ∈
H2m

δ (Kε) (δ > 0 произвольно) имеем DαU |y=0 = 0, |α| 6 2m − 2. Отсюда и

из леммы 7.2 заключаем, что функции Bjσµ(y, D)U удовлетворяют условию

согласования (19.5). Однако в таком случае функции Bjσµ(y, D)U − Zjσµ не

удовлетворяют условию согласования (19.5). Это противоречим (19.9) (см. за-

мечание 19.1).

Доказательство теоремы 19.2. 1. Построим обобщенное решение u /∈ W 2m(G)

с носителем вблизи множества K; в этом случае B2
iµu = 0 в силу (6.5) (при

l = 0).

В доказательстве леммы 7.3 было показано, что существует такая функция

{Zjσµ} ∈ W2m−m−1/2(γ), что supp Zjσµ ⊂ Oε/2(0), Dβ
τjσ

Zjσµ|y=0 = 0, β 6 2m −
mjσµ − 2, и функции Zjσµ не удовлетворяют условию согласования (19.5). По

лемме 19.1 существует такая функция U ∈ H2m
δ (K) ⊂ W2m(K), что supp U ⊂

Oε′(0), U /∈ W2m(K) и U удовлетворяет соотношениям (19.9). Следовательно,

{Pj(y, D)Uj} ∈ W0(Kε), {Bjσµ(y,D)U} ∈ W2m−m−1/2(γε)
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и функции Bjσµ(y, D)U не удовлетворяют условию согласования (19.5).

2. Введем функцию u(y) такую, что u(y) = Uj(y
′(y)) при y ∈ Oε′(gj) и

u(y) = 0 при y /∈ Oε′(K), где y′ 7→ y(gj) — замена переменных, обратная к

замене y 7→ y′(gj) из п. 6.1 (главы II). Поскольку supp u ⊂ Oκ1(K), то B2
iµu = 0.

Следовательно, u(y) — искомое обобщенное решение задачи (18.1), (18.2).

Теорема 19.2 показывает, что если мы хотим, чтобы любое обобщенное реше-

ние задачи (18.1), (18.2) было гладким, необходимо брать правые части {f0, fiµ}
из пространства S̃0(G, ∂G).

Пусть v — произвольная функция из W 2m(G \ Oκ1(K)). Рассмотрим снова

замену переменных y 7→ y′(gj) из п. 6.1 (главы II) и введем функции

Bv
jσµ(y′) = (B2

iµv)(y(y′)), y′ ∈ γε
jσ (19.12)

(ср. функции (18.3)). Докажем, что следующее условие необходимо и достаточ-

но для того, чтобы любое обобщенное решение было гладким.

Условие 19.3. 1. Для любой v ∈ W 2m(G\Oκ1(K)) функции Bv
jσµ удовлетво-

ряют условию согласования (19.5).

2. Для любого вектор-полинома W степени 2m− 2 функции Bjσµ(y, D)W

удовлетворяют условию согласования (19.5).

Отметим, что выполнение условия 19.3, в отличие от условия 19.2, не за-

висит от конкретного обобщенного решения, а зависит только от операторов

B0
iµ, B1

iµ и B2
iµ и от геометрии области G вблизи множества K. Это вполне

естественно, так как в этом пункте мы изучаем гладкость всех обобщенных

решений (тогда как в п. 19.1 изучали гладкость фиксированного решения).

Теорема 19.3. Пусть выполнены условия 19.1 и 18.2–18.4. Тогда справедливы
следующие утверждения.

1. Если выполнено условие 19.3 и u — обобщенное решение задачи (18.1),
(18.2) с правой частью {f0, fiµ} ∈ S̃0(G, ∂G), то u ∈ W 2m(G).

2. Если условие 19.3 нарушено, то существует правая часть {f0, fiµ} ∈
S̃0(G, ∂G) и обобщенное решение u задачи (18.1), (18.2), такие, что
u /∈ W 2m(G).
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Доказательство. 1. Достаточность. Пусть выполнено условие 19.3, и пусть

u — произвольное обобщенное решение задачи (18.1), (18.2) с правой частью

{f0, fiµ} ∈ S̃0(G, ∂G). В силу (13.21) имеем u ∈ W 2m(G \ Oκ1(K)). Следователь-

но, по условию 19.3 функции Bu
jσµ удовлетворяют условию согласования (19.5).

Пусть W — вектор-полином степени 2m − 2 из леммы 18.1. Снова используя

условие 19.3, видим, что функции Bjσµ(y, D)W удовлетворяют условию согла-

сования (19.5). Так как {fiµ} ∈ S̃2m−m−1/2(∂G), то функции fjσµ удовлетворяют

условию согласования (19.5). Следовательно, функции ψjσµ = fjσµ − Bu
jσµ и

Bjσµ(y,D)W удовлетворяют условию 19.2. Применяя теорему 19.1, получаем

u ∈ W 2m(G).

2. Необходимость. Пусть условие 19.3 нарушено. Тогда существуют функ-

ция v ∈ W 2m(G \ Oκ1(K)) и вектор-полином W = (W1, . . . , WN) степени 2m− 2

такие, что функции Bv
jσµ+BjσµW не удовлетворяют условию согласования (19.5)

(можно считать, что либо v = 0, W 6= 0, либо v 6= 0, W = 0). Продолжим

функцию v в область G таким образом, чтобы v(y) = 0 при y ∈ Oκ1/2(K) и

v ∈ W 2m(G).

В силу леммы 5.3 существуют такие полиномы f ′jσµ(r) степени 2m−mjσµ−2

(если mjσµ = 2m− 1, то f ′jσµ(r) ≡ 0), что

{Bv
jσµ + Bjσµ(y, D)W − f ′jσµ} ∈ H2m−m−1/2

δ (γε) ∩W2m−m−1/2(γε),

где δ > 0 произвольно. Следовательно,

Dβ
τjσ

(Bv
jσµ + Bjσµ(y, D)W − f ′jσµ)(0) = 0, β 6 2m−mjσµ − 2.

Так как D
2m−mjσµ−1
r f ′jσµ(r) ≡ 0, то функции f ′jσµ удовлетворяют условию

согласования (19.5). Тогда функции Bv
jσµ +Bjσµ(y,D)W −f ′jσµ не удовлетворяют

условию согласования (19.5).

В силу леммы 19.1 существует такая функция U ′ ∈ H2m
δ (K) ⊂ W2m−1(K),

что supp U ′ ⊂ Oε′(0), U ′ /∈ W2m(Kε) и

{Pj(y,D)U ′
j} ∈ W0(Kε), (19.13)

{Bjσµ(y, D)U ′ − (f ′jσµ −Bv
jσµ −Bjσµ(y,D)W ))} ∈ H2m−m−1/2

0 (γε).

Последнее соотношение можно также записать в виде

{Bjσµ(y, D)(U ′ + W ) + Bv
jσµ − f ′jσµ} ∈ H2m−m−1/2

0 (γε). (19.14)
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Введем функцию u′(y) такую, что u′(y) = U ′
j(y

′(y)) + ξj(y)Wj при y ∈ Oε′(gj)

и u′(y) = 0 при y /∈ Oε′(K), где y′ 7→ y(gj) — замена переменных, обратная к

замене y 7→ y′(gj) из п. 6.1 (главы II), ξj ∈ C∞
0 (Oε′(gj)), ξj(y) = 1 при y ∈

Oε′/2(gj) и ε′ определено в (19.8). Докажем, что функция u = u′ + v искомая.

Очевидно, u ∈ W 2m−1(G), u /∈ W 2m(G) и u удовлетворяет соотношениям (13.21).

Из принадлежности v ∈ W 2m(G) и соотношений (19.13) имеем

P(y,D)u ∈ L2(G).

Рассмотрим функции fiµ = B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu. Из принадлежности v ∈

W 2m(G), соотношений (13.21) и неравенства (6.5) (при l = 0) вытекает, что

fiµ ∈ W 2m−miµ−1/2
(
Γi \ Oδ(K)

)
при любом δ > 0. Рассмотрим поведение fiµ

вблизи множества K. Заметим, что B2
iµu

′ = 0 в силу (6.5) (при l = 0). Кроме

того, B0
iµv + B1

iµv = 0 при y ∈ Oκ1/d2(K). Следовательно,

fiµ = B0
iµu

′ + B1
iµu

′ + B2
iµv (y ∈ Oκ1/d2(K)). (19.15)

Введем функции fjσµ(y′) = fiµ(y(y′)), где y 7→ y′(gj) — замена переменных из

п. 6.1 (главы II). Из (19.15) и (19.14) вытекает, что {fjσµ−f ′jσµ} ∈ H2m−m−1/2
0 (γε).

Следовательно, {fjσµ} ∈ W2m−m−1/2(γε) и функции fjσµ (так же как и f ′jσµ)

удовлетворяют условию согласования (19.5). Значит, {fiµ} ∈ S̃2m−m−1/2(∂G).

19.3. Задача с регулярными нелокальными условиями

Определение 19.2. Будем говорить, что функция v ∈ W 2m(G \ Oκ1(K)) допу-
стимая, если существует такой вектор-полином W = (W1, . . . , WN) степени

2m− 2, что

Dβ
τjσ

(Bv
jσµ + Bjσµ(y, D)W )|y=0 = 0,

β 6 2m−mjσµ − 2, j = 1, . . . , N, σ = 1, 2, µ = 1, . . . , m. (19.16)

Любой вектор-полином W степени 2m − 2, удовлетворяющий соотношениям

(19.16), будем называть допустимым вектор-полиномом, соответствующим
функции v.

Замечание 19.4. Множество допустимых функций линейно. Очевидно, функ-

ция v = 0 допустимая и ей соответствует допустимый вектор W = 0.
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Множество допустимых вектор-полиномов, соответствующих допустимой

функции v, образует аффинное пространство вида
{

W + W̃ : W̃ есть вектор-полином степени 2m− 2,

Dβ
τjσ

Bjσµ(y, D)W̃ |y=0 = 0, β 6 2m−mjσµ − 2
}

,
(19.17)

где W — фиксированный допустимый вектор-полином, соответствующий v.

Определение 19.3. Правые части fiµ в нелокальных условиях (18.2) назовем

регулярными, если

1. выполнено условие 18.1 и {fiµ} ∈ S2m−m−1/2(∂G) или

2. выполнено условие 19.1 и {fiµ} ∈ Ŝ2m−m−1/2(∂G).

Правые части ψjσµ в нелокальных условиях (18.5) назовем регулярными,

если

1. выполнено условие 18.1 и {ψjσµ} ∈ S2m−m−1/2(γε) или

2. выполнено условие 19.1 и {ψjσµ} ∈ Ŝ2m−m−1/2(γε).

Таким образом, регулярные правые части fiµ (ψjσµ) имеют ноль определен-

ного порядка вблизи множества K (соответственно вблизи начала координат).

В частности, правые части {fiµ} ∈ H2m−m−1/2
0 (∂G) и {ψjσµ} ∈ H2m−m−1/2

0 (γε)

регулярны в силу теоремы вложения Соболева и замечания 19.1.

Если правые части fiµ в нелокальных условиях (18.2) регулярны, то будем

также говорить, что правая часть {f0, fiµ} задачи (18.1), (18.2) регулярна.

В этом пункте мы докажем, что следующее условие является необходимым

и достаточным для того, чтобы любое обобщенное решение задачи (18.1), (18.2)

с регулярной правой частью {fiµ} ∈ Ŝ2m−m−1/2(∂G) было гладким.

Условие 19.4. Для любой допустимой функции v и любого допустимого
вектор-полинома W ( степени 2m−2), соответствующего v, функции Bv

jσµ+

Bjσµ(y,D)W удовлетворяют условию согласования (19.5).

Отметим, что условие 19.4 слабее условия 19.3.

Теорема 19.4. Пусть выполнены условия 19.1 и 18.2–18.4. Тогда справедливы
следующие утверждения.
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1. Если выполнено условие 19.4 и функция u есть обобщенное решение
задачи (18.1), (18.2) с регулярной правой частью {f0, fiµ} ∈ Ŝ0(G, ∂G),
то u ∈ W 2m(G).

2. Если условие 19.4 нарушено, то существует правая часть {f0, fiµ} ∈
H0

0(G, ∂G) и обобщенное решение u задачи (18.1), (18.2), такие, что
u /∈ W 2m(G).

Доказательство. 1. Достаточность. Пусть выполнено условие 19.4 и u —

обобщенное решение задачи (18.1), (18.2) с регулярной правой частью {f0, fiµ} ∈
Ŝ0(G, ∂G). В силу (13.21) u ∈ W 2m(G \ Oκ1(K)).

Из условий на функции fiµ вытекает, что правые части в нелокальных усло-

виях (18.5) имеют вид

ψjσµ = fjσµ −Bu
jσµ, (19.18)

где {fjσµ} ∈ W2m−m−1/2(γε),

Dβ
τjσ

fjσµ|y=0 = 0, β 6 2m−mjσµ − 2, (19.19)

и fjσµ удовлетворяют условию согласования (19.5).

Далее, пусть U = W + U ′, где U ′ ∈ H2m
δ (Kε) и W — функция и вектор-

полином (степени 2m− 2) из леммы 18.1. Из (18.5) и (19.18) следует, что

Bjσµ(y, D)U ′ = fjσµ − (Bu
jσµ + Bjσµ(y,D)W ).

Так как {Bu
jσµ + Bjσµ(y, D)W − fjσµ} ∈ W2m−m−1/2(γε) и U ′ ∈ H2m

δ (Kε), то

{Bu
jσµ + Bjσµ(y, D)W − fjσµ} =

= {−Bjσµ(y, D)U ′} ∈ H2m−m−1/2
δ (γε) ∩W2m−m−1/2(γε).

Отсюда и из (19.19) выводим

Dβ
τjσ

(Bu
jσµ + Bjσµ(y,D)W )|y=0 = 0, β 6 2m−mjσµ − 2,

т. е. u — допустимая функция, W — допустимый вектор полином соответствую-

щий u. Следовательно, в силу (19.18) и условия 19.4 выполнено условие 19.2.

Отсюда и из теоремы 19.1 заключаем, что u ∈ W 2m(G).

2. Необходимость. Пусть условие 19.4 нарушено. Тогда существует функция

v ∈ W 2m(G\Oκ1(K)) и вектор-полином W = (W1, . . . , WN) степени 2m−2 такие,

что

Dβ
τjσ

(Bu
jσµ + Bjσµ(y,D)W )|y=0 = 0, β 6 2m−mjσµ − 2,
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и функции Bv
jσµ + Bjσµ(y, D)W не удовлетворяют условию согласования (19.5).

Нам нужно получить функцию u ∈ W `(G), удовлетворяющую соотношени-

ям (13.21) и такую, что u /∈ W 2m(G) и

P(y,D)u ∈ L2(G), {B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu} ∈ H2m−m−1/2

0 (∂G).

Для этого достаточно повторить доказательство утверждения 2 из теоремы 19.3,

полагая в нем, что v — указанная выше функция, W — указанный выше поли-

ном и f ′jσµ(y) ≡ 0 (это возможно в силу соотношения Bv
jσµ + Bjσµ(y, D)W ∈

H2m−m−1/2
δ (γε) ∩W2m−m−1/2(γε), где δ > 0 произвольно).

19.4. Однородные нелокальные условия.
Нарушение гладкости обобщенных решений

В этом пункте мы рассмотрим некоторые ситуации, в которых нарушение усло-

вия 19.4 приводит к нарушению гладкости обобщенных решений даже в случае

однородных нелокальных условий.

При изучении однородных нелокальных условий, так же как и в § 11 (гла-

вы III) и § 16 (главы IV), будем считать, что «локальные» операторы образуют

нормальную систему (см. например, [39, гл. 2, § 1]).

Условие 19.5. Система операторов {B0
iµ}m

µ=1 нормальна на Γi, i = 1, . . . , N .

Лемма 19.2. При выполнении условия 19.5 справедливы следующие утвер-
ждения.

1. Пусть {fiµ} ∈ H2m−m−1/2
0 (∂G). Тогда существует функция u0 ∈ H2m

0 (G)

такая, что
supp u0 ⊂ Oκ1(K),

B0
iµu0 = fiµ(y), y ∈ Γi ∩ Oκ2(K),

B1
iµu0 = B2

iµu0 = 0. (19.20)

2. Пусть {fiµ} ∈ H2m−m−1/2
0 (∂G) и supp fiµ ⊂ Oκ2(K). Тогда существует

функция u0 ∈ H2m
0 (G) такая, что

supp u0 ⊂ Oκ2(K),

B0
iµ = fiµ(y), y ∈ Γi,

и имеют место соотношения (19.20).
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Доказательство. 1. Используя лемму 11.1, разбиение единицы и соответству-

ющие срезающие функции с носителем в Oκ1(K), построим такую функцию

u0 ∈ H2m
0 (G), что

supp u0 ⊂ Oκ1(K), (19.21)

B0
iµu0 = fiµ(y), y ∈ Γi ∩ Oκ2(K), (19.22)

B1
iµu0 = 0.

В силу (19.21) и (6.5) (при l = 0) имеем B2
iµu0 = 0. Следовательно, u0 — искомая

функция.

2. Если supp fiµ ⊂ Oκ2(K), то можем считать, что supp u0 ⊂ Oκ2(K). В этом

случае равенства (19.22) справедливы при y ∈ Γi.

Вначале рассмотрим нарушение гладкости в том случае, когда правые части

в нелокальных условиях равны нулю вблизи множества K.

Следствие 19.1. Пусть выполнены условия 19.1, 19.5 и 18.2–18.4. Если усло-
вие 19.4 нарушено, то существует правая часть {f0, fiµ} ∈ H0

0(G, ∂G), где
fiµ(y) = 0 при y ∈ Γi ∩ Oκ2(K), и обобщенное решение u задачи (18.1), (18.2)

такие, что u /∈ W 2m(G).

Доказательство. Доказательство этого следствия вытекает из утверждения 2

в теореме 19.4, утверждения 1 в лемме 19.2 и вложения H2m
0 (G) ⊂ W 2m(G).

Теперь изучим нарушение гладкости в случае, когда правые части в нело-

кальных условиях, равны нулю на всей границе области.

Из утверждения 2 в теоремы 19.4 получаем следующее следствие.

Следствие 19.2. Пусть выполнены условия 19.1 и 18.2–18.4, но нарушено
условие 19.4. Пусть {f0, fiµ} ∈ H0

0(G, ∂G) — функция из утверждения 2 тео-
ремы 19.4, и пусть существует такая функция u0 ∈ W 2m(G), что

B0
iµu0 + B1

iµu0 + B2
iµu0 = fiµ(y), y ∈ Γi. (19.23)

Тогда найдется правая часть {f0, 0}, где f0 ∈ L2(G), и обобщенное решение
u задачи (18.1), (18.2) такие, что u /∈ W 2m(G).

Это следствие не дает в общем случае конструктивного алгоритма постро-

ения функции u0, удовлетворяющей соотношениям (19.23). Однако мы можем

доказать существование такой функции в некоторых частных случаях, описан-

ных ниже в следствиях 19.3 и 19.4 (см. также п. 22.2).

181



Следствие 19.3. Предположим, что операторы B2
iµ удовлетворяют при неко-

тором ρ > 0 условию

‖B2
iµv‖W 2m−miµ−1/2(Γi)

6 c‖v‖W 2m(Gρ) ∀v ∈ W 2m(Gρ). (19.24)

Пусть выполнены условия 19.1, 19.5 и 18.2–18.4, но нарушено условие 19.4.
Тогда справедливо заключение следствия 19.2.

Доказательство вытекает из следствия 19.2, вложения H2m
0 (G) ⊂ W 2m(G) и

следующей леммы.

Лемма 19.3. Предположим, что выполнено условие 19.5. Пусть операто-
ры B2

iµ удовлетворяют условию (19.24), и пусть {fiµ} ∈ H2m−m−1/2
0 (∂G). То-

гда существует функция u0 ∈ H2m
0 (G), удовлетворяющая (19.23).

Доказательство. Используя лемму 11.1 и разбиение единицы, построим такую

функцию u0 ∈ H2m
0 (G), что

supp u0 ⊂ G \Gρ, (19.25)

B0
iµu0 = fiµ, B1

iµu0 = 0.

В силу (19.25) и (19.24) имеем B2
iµu0 = 0. Следовательно, u0 удовлетворя-

ет (19.23).

Замечание 19.5. Условие (19.24) (которое является более строгим, чем усло-

вие 6.4) означает, что операторы B2
iµ соответствуют нелокальным членам с

носителем внутри области G.

Следствие 19.4. Пусть выполнены условия 19.1, 19.5 и 18.2–18.4. Предполо-
жим, что условие 19.4 нарушается для такой допустимой функции v, что

supp (B0
iµv + B1

iµv + B2
iµv) ⊂ Γi ∩ Oκ2(K). (19.26)

Тогда справедливо заключение следствия 19.2.

Доказательство. Если supp (B0
iµv + B1

iµv + B2
iµv) ⊂ Γi ∩ Oκ2(K), то функция

{fiµ} = {B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu} ∈ H2m−m−1/2

0 (∂G),

построенная в доказательстве утверждения 2 теоремы 19.4 (см. также дока-

зательство утверждения 2 теоремы 19.3), имеет носитель, сосредоточенный

в Oκ2(K). Следовательно, применяя утверждение 2 леммы 19.2, получим функ-

цию u0, удовлетворяющую (19.23). Применяя следствие 19.2, завершаем дока-

зательство.
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20. Нелокальные условия специального вида.
Регулярные и нулевые правые части

В этом параграфе мы покажем, что в некоторых случаях гладкость обобщен-
ных решений задачи (18.1), (18.2) сохраняется вне зависимости от выпол-
нения условий 18.3 и 18.4, если ограничиться рассмотрением регулярных (см.

определение 19.3) или, в частности, нулевых правых частей в нелокальных усло-

виях. Если же правые части нерегулярны (и ` 6 2m− 2), то условия 18.3 и 18.4

необходимы для сохранения гладкости обобщенных решений (см. теорему 21.2

в п. 21.2). Очевидно, если ` = 2m − 1, то условия 18.3 и 18.4 не возникают; в

этом случае результаты настоящего параграфа следуют из результатов преды-

дущих параграфов.

20.1. Нелокальные условия специального вида.
Вспомогательный результат

Итак, предположим, что выполнено хотя бы одно из следующих двух условий.

Условие 20.1. 1. ` 6 2m− 2;

2. Bjσµ(y, D) = Bjσµ(D) при y ∈ γε
jσ;

3. множество Λ содержит только правильные собственные значения опе-
ратора L̃(λ).

Часть 2 в условии 20.1 означает, что операторы Biµs(y, D) однородны и име-

ют постоянные коэффициенты вблизи множества K.

Условие 20.2. 1. ` 6 2m− 2;

2. если ` > 1, Q — однородный полином степени не выше `− 1 и

Bjσµ(D)Q|γjσ
= 0

при всех j, σ, µ, то Q = 0;

3. множество Λ пусто.

Замечание 20.1. Часть 2 в условии 20.1 выполнена, например, в случае «ло-

кальной» задачи Дирихле. Если при этом обобщенные решения ищутся в про-

странстве W `(G) при ` 6 m, то выполнена также часть 2 в условии 20.2. Таким
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образом, результаты этого параграфа обобщают результаты В. А. Кондратье-

ва [36, § 5].

Наконец, предположим, что абстрактные нелокальные операторы B2
iµ «име-

ют ноль соответствующего порядка» в точках множества K:

Условие 20.3. Dβ
τjσ

Bv
jσµ|y=0 = 0, β 6 2m −mjσµ − 2, для любой функции v ∈

W 2m(G \Oκ1(K)), где Bv
jσµ(y) — функции, определенные в (19.12) (если mjσµ =

2m− 1, то соответствующие соотношения отсутствуют).

Вначале докажем следующий аналог леммы 18.1.

Лемма 20.1. Пусть выполнено условие 20.1 или 20.2. Пусть U ∈ W`(Kε) —
решение задачи (18.4), (18.5) с правой частью {fj, ψjσµ} ∈ S0(Kε, γε).

Тогда
U = W + U ′, (20.1)

где U ′ ∈ H2m
δ (Kε) для любого δ > 0, W = (W1, . . . , WN) — такой вектор

полином степени 2m− 2, что

Bjσµ(D)W |γjσ
= 0, (20.2)

если выполнено условие 20.1, и W = 0, если выполнено условие 20.2.

Доказательство. 1. Так как {ψjσµ} ∈ S2m−m−1/2(γε), то из леммы 5.4 вытекает,

что {ψjσµ} ∈ H2m−m−1/2
δ (γε) при всех δ > 0. В частности, отсюда и из вложения

W0(Kε) ⊂ H0
δ(K

ε) (при любом δ > 0) следует, что

{Pj(y, D)Uj} ∈ H0
δ(K

ε), {Bjσµ(y, D)U} ∈ H2m−m−1/2
δ (γε) ∀δ > 0. (20.3)

Рассмотрим такое число δ > 0, при котором полосы

1− δ 6 Im λ < 1, −δ 6 Im λ < 0, . . . , 1− `− δ 6 Im λ < 1− ` (20.4)

не содержат собственных значений оператора L̃(λ) (существование такого δ

гарантируется леммой 6.1).

Из (20.3), соотношения U ∈ H2m
2m(Kε) (см. (15.14)) и лемм 5.5 и 5.6 следует,

что

{Pj(D)Uj} ∈ H0
2m−δ(K

ε), {Bjσµ(y,D)U} ∈ H2m−m−1/2
2m−δ (γε). (20.5)
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Используя (20.5), теорему 2.2 в [13] и тот факт, что в полосе 1− δ 6 Im λ < 1

нет собственных значений оператора L̃(λ), получим

U ∈ H2m
2m−δ(K

ε). (20.6)

Из (20.3), (20.6) и лемм 5.5 и 5.6 вытекает, что

{Pj(D)Uj} ∈ H0
2m−1−δ(K

ε), {Bjσµ(y, D)U} ∈ H2m−m−1/2
2m−1−δ (γε) ∀δ > 0. (20.7)

Следовательно, используя (20.7) и применяя теорему 2.2 в [13], получаем

U = W 1 + U1, (20.8)

где

W 1 =

n1∑
n=1

l1∑

l=0

riµn(i ln r)lϕnl(ω),

{µ1, . . . , µn1}— множество всех собственных значений из полосы 0 6 Im λ < 1−
δ (на самом деле надо брать собственные значения из полосы −δ < Im λ < 1−δ,

но мы учли, что вторая полоса в (20.4) не содержит собственных значений),

ϕnl ∈ W2m(−ω, ω) и U1 ∈ H2m
2m−1−δ(K

ε); более того,

Bjσµ(D)W 1|γjσ
= 0. (20.9)

Так как Re iµn 6 0 и

W 1 = U − U1 ∈ W1(Kε),

то из леммы 4.20 в [36] следует, что W 1 — однородный вектор-полином степе-

ни 0 по переменным y1, y2 (т. е. постоянный вектор) и W 1 = 0, если выполнено

условие 20.2.

2. Если 2m − 2 > 0, то сделаем следующий шаг. Используя (20.3), (20.8),

лемму 5.5 и тот факт, что W 1 — вектор-полином (на данном шаге — постоянный

вектор), получим

{Pj(D)U1
j } = {Pj(y, D)Uj} − {P(y,D)W 1

j }+
+ {(Pj(D)−Pj(y, D))U1

j } ∈ H0
2m−2−δ(K

ε).
(20.10)

Если выполнено условие 20.1, то используя равенство Bjσµ(y, D) = Bjσµ(D)

и соотношения (20.3), (20.8) и (20.9), получаем

{Bjσµ(D)U1} = {Bjσµ(y,D)U} ∈ H2m−m−1/2
2m−2−δ (γε). (20.11)
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Если выполнено условие 20.2, то W 1 = 0, т. е. U = U1, и тогда имеем

{Bjσµ(D)U1} = {Bjσµ(y,D)U}+
+ {(Bjσµ(D)−Bjσµ(y, D))U1} ∈ H2m−m−1/2

2m−2−δ (γε)
(20.12)

в силу (20.3) и леммы 5.6.

Повторяя описанную процедуру конечное число раз, получим

U = W 1 + · · ·+ W ` + U `,

Bjσµ(D)W 1|γjσ
= · · · = Bjσµ(D)W `|γjσ

= 0,

где W s (s = 1, . . . , `) — однородный вектор-полином степени s − 1 и U ` ∈
H2m

2m−`−δ(K
ε). Более того, если выполнено условие 20.2, то W 1 = · · · = W ` = 0,

и тогда

U = U ` ∈ H2m
2m−`−δ(K

ε).

3. Аналогично (20.10)–(20.12) можно проверить, что функция U ` удовлетво-

ряет соотношениям

{P(D)U `
j} ∈ H0

2m−`−1−δ(K
ε), {Bjσµ(D)U `} ∈ H2m−m−1/2

2m−`−1−δ (γε).

Повторяя описанную процедуру еще раз, получаем

U = W 1 + · · ·+ W 2m−1 + U ′,

Bjσµ(D)W `+1|γjσ
= · · · = Bjσµ(D)W 2m−1|γjσ

= 0,

где W `+1, . . . , W 2m−1 — однородные вектор-полиномы степени `, . . . , 2m − 2 со-

ответственно, возникающие за счет того, что множество Λ содержит только

правильные собственные значения, если выполнено условие 20.1, и W `+1 =

· · · = W 2m−1 = 0 в силу того факта, что Λ = ∅, если выполнено условие 20.2;

наконец, U ′ ∈ H2m
δ (Kε).

20.2. Основные результаты

Докажем аналог теоремы 18.1.

Теорема 20.1. Пусть выполнены условия 18.1 и 20.3. Предположим также,
что выполнено условие 20.1 или 20.2. Пусть u — обобщенное решение за-
дачи (18.1), (18.2) с регулярной правой частью {f0, fiµ} ∈ S0(G, ∂G). Тогда
u ∈ W 2m(G).
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Доказательство. Так как правые части fiµ регулярны и при этом выполне-

но условие 20.3, то ψjσµ = fjσµ − Bu
jσµ ∈ S2m−mjσµ−1/2(γε

jσ) (т. е. правые ча-

сти ψjσµ регулярные). Следовательно, справедливо заключение леммы 20.1. В

силу (18.4), (18.5), (20.1) и (20.2) функция U ′ ∈ H2m
δ (Kε) из леммы 20.1 удо-

влетворяет соотношениям

{Pj(y,D)U ′
j} = {fj −Pj(y, D)Wj} ∈ H0

0(K
ε),

{Bjσµ(y, D)U ′} ∈ H2m−m−1/2
δ (γε) ∀δ > 0,

{Bjσµ(y, D)U ′} = {ψjσµ −Bjσµ(y, D)W} ∈ W2m−m−1/2(γε),

(20.13)

ср. (18.13). Аналогично доказательству леммы 18.2 мы выводим из (20.13), что

U ′ ∈ W2m(Kε); значит, U ∈ W2m(Kε). Комбинируя это включение с (13.21),

завершаем доказательство.

Далее докажем аналог теоремы 19.4, в котором будет изучена ситуация,

когда прямая Im λ = 1− 2m содержит только правильное собственное значение

i(1− 2m) оператора L̃(λ).

Следующее условие есть аналог условия 19.4.

Условие 20.4. Для любой функции v ∈ W 2m(G \ Oκ1(K)) функции Bv
jσµ удо-

влетворяют условию согласования (19.5).

Теорема 20.2. Пусть выполнены условия 19.1 и 20.3. Предположим также,
что выполнено условие 20.1 или 20.2. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения.

1. Если выполнено условие 20.4 и u — обобщенное решение задачи (18.1),
(18.2) с регулярной правой частью {f0, fiµ} ∈ Ŝ0(G, ∂G), то u ∈ W 2m(G).

2. Если условие 20.4 нарушено, то существуют правая часть {f0, fiµ} ∈
H0

0(G, ∂G) и обобщенное решение u задачи (18.1), (18.2) такие, что
u /∈ W 2m(G).

Доказательство. 1. Достаточность. Пусть выполнено условие 20.4 и u —

обобщенное решение задачи (18.1), (18.2) с регулярной правой частью {f0, fiµ} ∈
Ŝ0(G, ∂G). Так как правые части fiµ регулярны, то в силу условия 20.3 ψjσµ =

fjσµ − Bu
jσµ ∈ S2m−mjσµ−1/2(γε

jσ). Следовательно, справедливо заключение лем-

мы 20.1. Согласно (18.4), (18.5), (20.1) и (20.2) функция U ′ ∈ H2m
δ (Kε) из

леммы 20.1 удовлетворяет соотношениям (20.13).
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Далее, заметим, что {fiµ} ∈ Ŝ2m−m−1/2(∂G), т. е. функции fjσµ удовлетворя-

ют условию согласования (19.5). Функции Bu
jσµ также удовлетворяют условию

согласования (19.5) согласно условию 20.4. Следовательно, функции ψjσµ =

fjσµ −Bu
jσµ удовлетворяют условию согласования (19.5).

Пусть W — вектор-полином из леммы 20.1. Покажем, что функции

Bjσµ(y, D)W

удовлетворяют условию согласования (19.5). Действительно, если выполнено

условие 20.1, то, используя (20.2), имеем

D2m−mjσµ−1
τjσ

Bjσµ(y,D)W |γε
jσ

= D2m−mjσµ−1
τjσ

Bjσµ(D)W |γε
jσ

= 0.

Если выполнено условие 20.2, то W = 0 по лемме 20.1. Таким образом, в обоих

случаях функции Bjσµ(y, D)W удовлетворяют условию согласования (19.5).

Следовательно, используя включение U ′ ∈ H2m
δ (Kε) и соотношения (20.13),

мы можем повторить рассуждения из доказательства теоремы 19.1 (в части

достаточности). В результате получим U ′ ∈ W2m(Kε); значит, U ∈ W2m(Kε).

Отсюда и из (13.21) имеем u ∈ W 2m(G).

2. Необходимость. Пусть условие 20.4 нарушено. Тогда существует такая

функция v ∈ W 2m(G \ Oκ1(K)), что функции Bv
jσµ не удовлетворяют условию

согласования (19.5). Продолжим функцию v в область G так, чтобы v(y) = 0

при y ∈ Oκ1/2(K) и v ∈ W 2m(G).

Согласно лемме 19.1 существует такая функция U ′ ∈ H2m
δ (K) ⊂ W2m−1(K),

что supp U ′ ⊂ Oε′(0), U ′ /∈ W2m(Kε) и

{Pj(y,D)U ′
j} ∈ W0(Kε), (20.14)

{Bjσµ(y, D)U ′ + Bv
jσµ} ∈ H2m−m−1/2

0 (γε). (20.15)

Введем функцию u′(y) такую, что u′(y) = U ′
j(y

′(y)) при y ∈ Oε′(gj) и u′(y) =

0 при y /∈ Oε′(K), где y′ 7→ y(gj) — замена переменных, обратная к замене

y 7→ y′(gj) из п. 6.1 (главы II), ξj ∈ C∞
0 (Oε′(gj)), ξj(y) = 1 при y ∈ Oε′/2(gj),

а ε′ задано в (19.8). Докажем, что функция u = u′ + v искомая. Очевидно, u ∈
W 2m−1(G), u /∈ W 2m(G) и u удовлетворяет соотношениям (13.21). Из включения

v ∈ W 2m(G) и соотношений (20.14) вытекает, что

P(y,D)u ∈ L2(G).
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Рассмотрим функции

fiµ = B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu.

Из включения v ∈ W 2m(G), соотношений (13.21) и неравенства (6.5) (при l =

0) следует, что fiµ ∈ W 2m−miµ−1/2
(
Γi \ Oδ(K)

)
при всех δ > 0. Рассмотрим

поведение fiµ вблизи множества K. Заметим, что B2
iµu

′ = 0 в силу (6.5) (при

l = 0). Далее, B0
iµv + B1

iµv = 0 при y ∈ Oκ1/d2(K). Значит,

fiµ = B0
iµu

′ + B1
iµu

′ + B2
iµv (y ∈ Oκ1/d2(K)). (20.16)

Введем функции fjσµ(y′) = fiµ(y(y′)), где y 7→ y′(gj) — замена переменных из

п. 6.1 (главы II). Из (20.16) и (20.15) имеем {fjσµ} ∈ H2m−m−1/2
0 (γε). Следова-

тельно, {fiµ} ∈ H2m−m−1/2
0 (∂G).

Замечание 20.2. Также имеют место аналоги следствий 19.1–19.4 (для их до-

казательства следует воспользоваться утверждением 2 теоремы 20.2 вместо

утверждения 2 теоремы 19.4).

21. Нарушение гладкости обобщенных решений

21.1. Одновременное нарушение условий 18.1 и 19.1
или нарушение условия 18.2

Название данного пункта эквивалентно следующему условию.

Условие 21.1. Полоса 1−2m 6 Im λ < 1−` содержит неправильное собствен-
ное значение оператора L̃(λ).

Покажем, что в этом случае гладкость обобщенных решений может нару-

шаться для любых операторов B2
iµ.

Теорема 21.1. 1. Пусть выполнено условие 21.1. Тогда существует правая
часть {f0, fiµ} ∈ H0

0(G, ∂G) и обобщенное решение u задачи (18.1), (18.2)

такие, что u /∈ W 2m(G).

2. Пусть выполнены условия 21.1 и 19.5. Тогда утверждение 1 выполнено
с fiµ = 0.

Доказательство. 1. Пусть λ = λ0 — неправильное собственное значение опе-

ратора L̃(λ), 1− 2m 6 Im λ0 < 1− `. Рассмотрим функцию

V = riλ0

l0∑

l=0

1

l!
(i ln r)lϕ(l0−l)(ω) ∈ W`(Kd) ∀d > 0, (21.1)
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где ϕ(0), . . . , ϕ(κ−1) — собственный и присоединенные векторы (жорданова цепоч-

ка длины κ > 1) оператора L̃(λ), соответствующая собственному значению λ0.

Число l0 (0 6 l0 6 κ− 1) из определения функции V таково, что функция V не

является вектор-полиномом по переменным y1, y2. Такое l0 действительно суще-

ствует, так как λ0 — неправильное собственное значение (если Im λ — нецелое

число или Im λ — целое число, но Re λ 6= 0, то можно взять l0 = 0).

Поскольку V не является вектор-полиномом, то по лемме 4.20 в [36]

V /∈ W2m(Kd) ∀d > 0. (21.2)

Из леммы 2.1 в [13] следует, что

Pj(D)Vj = 0, Bjσµ(D)V |γjσ
= 0. (21.3)

Используя равенства (21.3) и разложение Тейлора для коэффициентов опе-

раторов Pj(y, D) и Bjσµ(y, D), получим

{Pj(y,D)Vj − Pj} ∈ W0(Kε), {Bjσµ(y,D)V − Pjσµ} ∈ H2m−m−1/2
0 (γε), (21.4)

где Pj — линейная комбинация слагаемых вида

riλ0−2m+1(i ln r)lϕ(ω), . . . , riλ0−2m+k0(i ln r)lϕ(ω),

Pjσµ — линейная комбинация слагаемых вида

riλ0−mjσµ+1(i ln r)l, . . . , riλ0−mjσµ+k0(i ln r)l,

ϕ(ω) — бесконечно дифференцируемые вектор-функции, а число k0 ∈ N таково,

что

−Im λ0 − 2m + k0 6 −1, −Im λ0 − 2m + k0 + 1 > −1. (21.5)

Очевидно, если неравенства (21.5) выполнены при k0 = 0, т. е. если 1 − 2m 6
Im λ0 < 2− 2m, то можно считать Pj = 0 и Pjσµ = 0.

Используя лемму 4.3 в [13], построим функцию

V ′ =
k0∑

k=1

l′∑

l=0

riλ0+k(i ln r)lkϕkl(ω) ∈ W `(Kd) ∀d > 0 (21.6)

такую, что

{Pj(y, D)V ′
j − Pj} ∈ W0(Kε), {Bjσµ(y, D)V ′ − Pjσµ} ∈ H2m−m−1/2

0 (γε). (21.7)
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Рассмотрим срезающую функцию ξ ∈ C∞
0 (Oε′(0)), равную единице вблизи

начала координат, где ε′ задано в (19.8). Положим U = ξ(V − V ′). Очевидно,

supp U ⊂ Oε′(0); следовательно,

suppBjσµ(y, D)U ⊂ γjσ ∩ Oκ2(0). (21.8)

Из (21.1), (21.6) и (21.2) вытекает, что

U ∈ W`(K), U /∈ W2m(Kd) ∀d > 0. (21.9)

Более того, в силу (21.4) и (21.7)

{Pj(y, D)Uj} ∈ W0(Kε), {Bjσµ(y,D)U} ∈ H2m−m−1/2
0 (γε). (21.10)

2. Рассмотрим функцию u(y) такую, что u(y) = Uj(y
′(y)) при y ∈ Oε′(gj) и

u(y) = 0 при y /∈ Oε′(K), где y′ 7→ y(gj) — замена переменных, обратная к замене

y 7→ y′(gj) из п. 6.1 (главы II). Функция u искомая. Действительно, u /∈ W 2m(G)

согласно (21.9). Далее, B2
iµu = 0 в силу неравенства (6.5) (при l = 0), поскольку

supp u ⊂ Oκ1(K). Из равенства B2
iµu = 0 и соотношений (21.10) вытекает, что

функция u удовлетворяет соотношениям

P(y, D)u ∈ L2(G), B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu ∈ H

2m−miµ−1/2
0 (Γi),

supp (B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu) ⊂ Γi ∩ Oκ2(K).

(21.11)

Утверждение 1 доказано.

Утверждение 2 вытекает из (21.11) и утверждения 2 леммы 19.2.

21.2. Нарушение условия 18.3 или 18.4

При ` = 2m − 1 изучены все возможные случаи расположения собственных

значений оператора L̃(λ). Осталось предположить, что ` 6 2m − 2 и нарушено

условие 18.3 или 18.4.

Теорема 21.2. Пусть выполнено условие 18.2, однако нарушено условие 18.3

или 18.4. Тогда существует правая часть {f0, f
1
iµ + f 2

iµ} ∈ W0(G, ∂G) и обоб-
щенное решение u задачи (18.1), (18.2) такие, что u /∈ W 2m(G), где f 1

iµ —
полином степени 6 2m −miµ − 2 в окрестности точки g ∈ Γi ∩ K и {f 2

iµ} ∈
H2m−m−1/2

0 (∂G).
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Доказательство. 1. Согласно части 2 замечания 18.3 для некоторого s из мно-

жества {`, . . . , 2m− 2} и некоторого (ненулевого) вектора {cjσµ} ∈ Cs найдется

такая функция V вида (18.8), что

V ∈ W`(Kd), V /∈ W2m(Kd) ∀d > 0, (21.12)

Pj(D)Vj = 0, Bjσµ(D)V |γjσ
= cjσµr

s−mjσµ . (21.13)

Используя равенство (21.13) и формулу Тейлора для коэффициентов опера-

торов Pj(y, D) и Bjσµ(y, D), получим

{Pj(y,D)Vj − Pj} ∈ W0(Kε),

{Bjσµ(y, D)V − cjσµr
s−mjσµ − Pjσµ} ∈ H2m−m−1/2

0 (γε),
(21.14)

где функции Pj и Pjσµ имеют тот же вид, что в (21.4).

Аналогично доказательству теоремы 21.1 построим функцию V ′ вида (21.6)

(где iλ0 следует заменить на s), удовлетворяющую соотношениям (21.7).

Рассмотрим срезающую функцию ξ ∈ C∞
0 (Oε′(0)), равную единице вблизи

начала координат, где ε′ задано в (19.8). Положим U = ξ(V − V ′). Очевидно,

supp U ⊂ Oε′(0) и

U ∈ W`(K), U /∈ W2m(Kd) ∀d > 0. (21.15)

Более того, в силу (21.14) и (21.7)

{Pj(y,D)Uj} ∈ W0(Kε), {Bjσµ(y, D)U−cjσµr
s−mjσµ} ∈ H2m−m−1/2

0 (γε). (21.16)

Заметим, что, поскольку {cjσµ} ∈ Cs, функция cjσµr
s−mjσµ либо равна ну-

лю (в частности, она равна нулю, если (j, σ, µ) ∈ Js), либо является мономом

степени s−mjσµ (т. е. степень монома не превосходит 2m−mjσµ − 2).

2. Рассмотрим функцию u(y) такую, что u(y) = Uj(y
′(y)) при y ∈ Oε′(gj)

и u(y) = 0 при y /∈ Oε′(K), где y′ 7→ y(gj) — замена переменных, обратная к

замене y 7→ y′(gj) из п. 6.1 (главы II). Функция u искомая. Действительно,

u /∈ W 2m(G) согласно (21.15). Далее, B2
iµu = 0 в силу неравенства (6.5) (при

l = 0), поскольку supp u ⊂ Oκ1(K). Из равенства B2
iµu = 0 и соотношений (21.16)

вытекает, что функция u удовлетворяет соотношениям

P(y, D)u ∈ L2(G), B0
iµu + B1

iµu + B2
iµu = f 1

iµ + f 2
iµ,

где f 1
iµ — полином2 степени не выше 2m−miµ−2 в окрестности точки g ∈ Γi∩K

и {f 2
iµ} ∈ H2m−m−1/2

0 (∂G).

2Функция f1
iµ (будучи записанной в системе координат с началом в точке g ∈ Γi ∩ K) либо

равна нулю, либо есть моном степени s−mjσµ.
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Замечание 21.1. Напомним, что пространство S̃2m−m−1/2(∂G) было введено в

п. 19.2 в случае, когда прямая Im λ = 1− 2m содержит единственное собствен-

ное значение i(1− 2m). Согласно теореме 19.2 гладкость обобщенных решений

может нарушаться, если правая часть {fiµ} ∈ W2m−m−1/2(∂G) не принадлежит

S̃2m−m−1/2(∂G). Теорема 21.2 показывает, что если условие 18.3 или 18.4 не

выполнено, то гладкость обобщенных решений может нарушаться даже для

правых частей {fiµ} ∈ S̃2m−m−1/2(∂G). Это следует из того, что правые ча-

сти {f 1
iµ + f 2

iµ} в формулировке теоремы 21.2 принадлежат S̃2m−m−1/2(∂G) (ср.

замечание 19.1).

С другой стороны, принципиальным является тот факт, что нарушение глад-

кости в теореме 21.2 имеет место для ненулевых (и даже нерегулярных, т. е. не

принадлежащих Ŝ2m−m−1/2(∂G)) правых частей {fiµ}. Как показывают теоре-

мы 20.1 и 20.2, если мы ограничимся рассмотрением регулярных правых частей,

гладкость обобщенных решений может сохраняться даже тогда, когда нарушено

условие 18.3 или 18.4.

22. Пример

Приведем пример, иллюстрирующий результаты этой главы. В примере множе-

ство K состоит из нескольких орбит, поэтому, ссылаясь на теоремы из преды-

дущих параграфов, будем иметь в виду очевидные обобщения на этот случай.

22.1. Задача с неоднородными нелокальными условиями

Постановка задачи

Пусть ∂G \K = Γ1 ∪Γ2, где Γi — открытые (в топологии ∂G) кривые класса C∞

и K = Γ1∩Γ2 = {g, h}, где g, h — концевые точки кривых Γ1 и Γ2. Предположим,

что область G совпадает с плоским углом раствора π в окрестности каждой из

точек g, h. Таким образом, граница G бесконечно гладкая. Рассмотрим следую-

щую нелокальную задачу в области G (ср. пример в п. 6.2 главы II):

∆u = f0(y) (y ∈ G), (22.1)

u|Γ1 + b1(y)u
(
Ω1(y)

)∣∣
Γ1

+ a(y)u
(
Ω(y)

)∣∣
Γ1

= f1(y) (y ∈ Γ1),

u|Γ2 + b2(y)u
(
Ω2(y)

)∣∣
Γ2

= f2(y) (y ∈ Γ2).
(22.2)

Здесь b1, b2 и a — вещественнозначные бесконечно дифференцируемые функ-

ции; Ωi (Ω) — диффеоморфизмы класса C∞, отображающие некоторую окрест-
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ность Oi (O1) кривой Γi (Γ1) на множество Ωi(Oi) (Ω(O1)) так, что Ωi(Γi) ⊂ G,

Ωi(g) = g, Ωi(h) = h и преобразование Ωi вблизи точек g, h есть поворот грани-

цы Γi на угол π/2 внутрь области G (соответственно Ω(Γ1) ⊂ G, Ω(Γ1)∩{g, h} =

∅, но подход кривой Ω(Γ1) к границе ∂G произвольный), см. рис. 22.1.

Рис. 22.1. Область G с границей ∂G = Γ1 ∪ Γ2 ∪ {g, h}.

Для того чтобы записать нелокальные условия (22.2) в виде (18.2), выберем

такое достаточно малое число ε, чтобы множества Oε(g) и Oε(h) не пересека-

лись с кривой Ω(Γ1).

Рассмотрим функцию ζ ∈ C∞
0 (R2) такую, что ζ(y) = 1 при y ∈ Oε/2(K)

и supp ζ ⊂ Oε(K). Введем операторы

B1
i u = ζ(y)bi(y)u(Ωi(y))|Γi

,

B2
1u = (1− ζ(y))b1(y)u(Ω1(y))|Γ1 + a(y)u(Ω(y))|Γ1 ,

B2
2u = (1− ζ(y))b2(y)u(Ω2(y))|Γ2 .

В этом примере множество K образовано двумя орбитами; первая орбита со-

стоит из точки g, вторая — из точки h. Так как носитель ζ содержится вблизи

окрестности множества K, то можно считать, что преобразования Ωi в опреде-

лении операторов B1
iµ также определены в окрестности множества K и удовле-

творяют условию 6.3. Нетрудно также видеть, что операторы B2
iµ удовлетворяют

условию 6.4 с κ1 = ε/2 и некоторыми κ2 < κ1 и ρ.

В этом параграфе будем использовать пространства вектор-функций, вве-

денные в (5.3) и (5.21) при N = 2.

Запишем модельную задачу, соответствующую точке g (модельная задача,

соответствующая точке h записывается аналогично). Предположим для опре-
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деленности, что точка g совпадает с началом координат: g = 0, а ось Oy1

направлена внутрь области G, перпендикулярно к границе. Рассмотрим множе-

ства

Kε = {y ∈ R2 : 0 < r < ε, |ω| < π/2},
γε

σ = {y ∈ R2 : 0 < r < ε, ω = (−1)σπ/2}.

Выберем ε настолько малым, чтобы Oε(0) ∩G = Kε. Модельная задача примет

вид

∆U = F (y) (y ∈ Kε), (22.3)

U(y) + bσ(y)U(Gσy) = ψσ(y) (y ∈ γε
σ, σ = 1, 2). (22.4)

Здесь Gσ =

(
0 (−1)σ

(−1)σ+1 0

)
— оператор поворота на угол (−1)σ+1π/2,

F (y) = f0(y), y ∈ Kε, ψσ(y) = fσ(y)−Bu
σ(y), y ∈ γε

σ;

кроме того,

Bu
1 (y) = a(y)u

(
Ω(y)

)
, y ∈ γ

ε/2
1 , Bu

2 (y) = 0, y ∈ γ
ε/2
2 ,

поскольку (1− ζ(y))bσ(y)u(Ωσ(y)) = 0 при y ∈ γ
ε/2
σ , σ = 1, 2.

Задача на собственные значения имеет вид

ϕ′′(ω)− λ2ϕ(ω) = 0 (|ω| < π/2), (22.5)

ϕ(−π/2) + b1(0)ϕ(0) = 0, ϕ(π/2) + b2(0)ϕ(0) = 0. (22.6)

Обозначим I1 = (−∞,−2] ∪ (0,∞) и I2 = (−2, 0). Непосредственной провер-

кой убеждаемся в том, что собственные значения задачи (22.5), (22.6) могут

быть расположены относительно полосы −1 6 Im λ < 0 следующим образом.

Случай 1 (b1(0) + b2(0) ∈ I1): полоса −1 6 Im λ < 0 не содержит собственных

значений.

Случай 2 (b1(0) + b2(0) = 0): полоса −1 6 Im λ < 0 содержит единственное

собственное значение λ = −i; это собственное значение правильное.

Случай 3 (b1(0) + b2(0) ∈ I2): полоса −1 6 Im λ < 0 содержит неправильное

собственное значение

λ = 2π−1i arctg

√
4− (b1(0) + b2(0))2

b1(0) + b2(0)
.
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Случай 1

Теорема 22.1. Пусть b1(0) + b2(0) ∈ I1 и b1(h) + b2(h) ∈ I1. Пусть u ∈ W 1(G) —
обобщенное решение задачи (22.1), (22.2) с правой частью

{f0, fiµ} ∈ W0(G, ∂G).

Тогда u ∈ W 2(G).

Доказательство. В данном случае полоса −1 6 Im λ < 0 не содержит соб-

ственных значений задачи (22.5), (22.6) (а также собственных значений анало-

гичной задачи, соответствующей точке h). Следовательно, утверждение теоре-

мы вытекает из теоремы 18.1.

Отметим, что на коэффициенты bi и a, а также на правые части fiµ никаких

условий согласования в случае 1 не налагется.

Случай 2

Предположим для определенности, что

b1(h) + b2(h) ∈ I1.

В этом случае условие согласования (19.5) рассматривается только вблизи на-

чала координат. Запишем это условие для задачи (22.1), (22.2). Пусть τσ обо-

значает вектор с координатами (0, (−1)σ). Тогда3 ∂/∂τσ = (−1)σ∂/∂y2 и

∂

∂τ1

(
U(y) + b1(0)U(G1y)

)
= −Uy2(y) + b1(0)Uy1(G1y),

∂

∂τ2

(
U(y) + b2(0)U(G2y)

)
= Uy2(y) + b2(0)Uy1(G2y).

Следовательно,

B̂σ(D)U = (−1)σUy2 + bσ(0)Uy1 , σ = 1, 2.

Так как b1(0) + b2(0) = 0, то операторы B̂1(D) и B̂2(D) линейно зависимы:

B̂1(D) + B̂2(D) = 0.

3В этом примере для простоты записи будем пользоваться операторами ∂/∂τσ вместо Dτσ =
−i∂/∂τσ.
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Таким образом, условие согласования (19.5) для функций Zσ ∈ W 3/2(γε
σ) при-

нимает вид
ε∫

0

r−1

∣∣∣∣∣
∂Z1

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,−r)

− dZ2

dy2

∣∣∣∣
y=(0,r)

∣∣∣∣∣

2

dr < ∞. (22.7)

Учитывая (22.7), обозначим через S̃3/2(∂G) множество, состоящее из всех

функций {fiµ} ∈ W3/2(∂G) таких, что
ε∫

0

r−1

∣∣∣∣∣
∂f1

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,−r)

− ∂f2

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,r)

∣∣∣∣∣

2

dr < ∞. (22.8)

Положим S̃0(G, ∂G) = S̃0(G, ∂G).

По теореме 19.2 включение {fiµ} ∈ S̃3/2(∂G) необходимо для того, чтобы

любое обобщенное решение задачи (22.1), (22.2) принадлежало W 2(G).

Теорема 22.2. Пусть b1(0) + b2(0) = 0 и b1(h) + b2(h) ∈ I1. Тогда справедливы
следующие утверждения.

1. Если

a(0) = 0,
∂a

∂y2

∣∣∣∣
y=0

= 0, (22.9)

ε∫

0

r−1

∣∣∣∣∣
∂b1

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,−r)

− ∂b2

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,r)

∣∣∣∣∣

2

dr < ∞, (22.10)

и u ∈ W 1(G) — обобщенное решение задачи (22.1), (22.2) с правой ча-
стью {f0, fiµ} ∈ S̃0(G, ∂G), то u ∈ W 2(G).

2. Если условие (22.9)–(22.10) нарушено, то существует правая часть
{f0, fiµ} ∈ S̃0(G, ∂G) и обобщенное решение u ∈ W 1(G) задачи (22.1),
(22.2) такие, что u /∈ W 2(G).

Доказательство. 1. Согласно теореме 19.3 достаточно доказать, что условие

(22.9)–(22.10) эквивалентно условию 19.3.

Для любой функции v ∈ W 2(G\Oκ1(K)) обозначим vΩ(y) = v
(
Ω(y)

)
, y ∈ Γ1.

Тогда

Bv
1(y) = a(y)vΩ(y), y ∈ γ

ε/2
1 , Bv

2(y) = 0, y ∈ γ
ε/2
2 .

Следовательно, функции Bv
σ удовлетворяют условию согласования (22.7) тогда

и только тогда, когда
ε/2∫

0

r−1

∣∣∣∣∣
∂(avΩ)

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,−r)

∣∣∣∣∣

2

dr =

ε/2∫

0

r−1

∣∣∣∣∣
( ∂a

∂y2

vΩ + a
∂vΩ

∂y2

)∣∣∣∣
y=(0,−r)

∣∣∣∣∣

2

dr < ∞. (22.11)
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Мы берем в качестве верхнего предела интегрирования ε/2 вместо ε, поскольку

функции Bv
σ в этом случае выглядят проще; очевидно, замена ε на ε/2 не влияет

на сходимость интеграла.

Докажем, что условие (22.11) эквивалентно (22.9). Предположим, что вы-

полнено (22.11). Выберем такую функцию v, чтобы vΩ(y) = y2 вблизи начала

координат; тогда
∂(avΩ)

∂y2

∣∣∣∣
y=0

= a(0).

Так как функция ∂(avΩ)/∂y2 непрерывна вблизи начала координат, то из послед-

него соотношения и (22.11) имеем a(0) = 0. Аналогично, подставляя в (22.11)

функцию v такую, что vΩ(y) = 1 вблизи начала координат, получим

(∂a/∂y2)|y=0 = 0.

Обратно, предположим, что выполнено (22.9). В силу гладкости преобразо-

вания Ω

vΩ,
∂vΩ

∂y2

∈ W 1/2(γε
1) ⊂ H

1/2
1 (γε

1)

для любой функции v ∈ W 2(G \ Oκ1(K)). Отсюда, из (22.9) и леммы 5.6 выте-

кает, что ∂(avΩ)/∂y2 ∈ H
1/2
0 (γε

1). Следовательно, по лемме 4.8 в [36] выполнено

соотношение (22.11). Таким образом, доказано, что часть 1 условия 19.3 экви-

валентна условию (22.9).

2. Часть 2 условия 19.3 выполнена тогда и только тогда, когда функции

C + b1(y)C и C + b2(y)C удовлетворяют условию согласования (22.7) для любой

константы C. Это, в свою очередь, эквивалентно (22.10).

Таким образом, в случае 2 гладкость обобщенных решений зависит от зна-

чений первых производных коэффициентов b1, b2 вблизи начала координат и от

значений коэффициента a и его первой производной в начала координат.

Случай 3

Теорема 22.3. Пусть b1(0) + b2(0) ∈ I2 или b1(h) + b2(h) ∈ I2. Тогда существу-
ет правая часть {f0, 0}, где f0 ∈ L2(G), и обобщенное решение u ∈ W 1(G)

задачи (22.1), (22.2) такие, что u /∈ W 2(G).

Доказательство. Полоса −1 6 Im λ < 0 содержит неправильное собственное

значение задачи (22.5), (22.6) (или аналогичной задачи, соответствующей точ-

ке h). Следовательно, заключение теоремы вытекает из теоремы 21.1.
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Таким образом, в случае 3 гладкость обобщенных решений может нарушать-

ся вне зависимости от поведения коэффициента a и производных коэффициен-

тов b1, b2 вблизи точки g.

22.2. Задача с регулярными и нулевыми правыми частями
в нелокальных условиях

Рассмотрим задачу (22.1), (22.2) с регулярными и нулевыми правыми частями

в краевых условиях. Согласно теоремам 22.1 и 22.3 гладкость обобщенных ре-

шений сохраняется в случае 1 и может нарушаться в случае 3. Особый интерес

представляет случай 2 («пограничный» случай).

Задача с регулярными правыми частями

Для определенности считаем, что

b1(h) + b2(h) ∈ I1.

Теорема 22.4. Пусть b1(0) + b2(0) = 0 и b1(h) + b2(h) ∈ I1. Тогда справедливы
следующие утверждения.

1. Если
a(0) = 0,

∂a

∂y2

∣∣∣∣
y=0

= 0 (22.12)

и u ∈ W 1(G) — обобщенное решение задачи (22.1), (22.2) с правой ча-
стью {f0, fiµ} ∈ S̃0(G, ∂G), где fiµ(0) = 0, то u ∈ W 2(G).

2. Если условие (22.12) нарушено, то существует правая часть {f0, fiµ} ∈
H0(G, ∂G), где fiµ(y) = 0 вблизи начала координат, и обобщенное ре-
шение u ∈ W 1(G) задачи (22.1), (22.2) такие, что u /∈ W 2(G).

Доказательство. 1. В силу теоремы 19.4 и следствия 19.1 достаточно доказать,

что условие (22.12) эквивалентно условию 19.4.

Согласно определению 19.2 функция v ∈ W 2(G \ Oκ1(K)) допустимая тогда

и только тогда, когда существуют константы C и Ch такие, что

a(0)vΩ(0) + C + b1(0)C = 0, C + b2(0)C = 0,

a(h)vΩ(h) + Ch + b1(h)Ch = 0, Ch + b2(h)Ch = 0,
(22.13)

где vΩ(y) = v
(
Ω(y)

)
, y ∈ Γ1.
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Пусть ξ ∈ C∞(R2) — срезающая функция такая, что

supp ξ ⊂ Oδ(Ω(0)), ξ(y) = 1, y ∈ Oδ/2(Ω(0)),

где δ > 0 настолько мало, что Ω(h) /∈ Oδ(Ω(0)). Так как b1(h) + b2(h) ∈ I1,

то условие согласования (19.5) следует рассматривать только вблизи начала

координат. Следовательно, если v — допустимая функция, C, Ch — допустимые

постоянные, соответствующие функции v и условие 19.4 выполнено (нарушено)

для v и C, то ξv — также допустимая функция, C, 0 — допустимые векторы, со-

ответствующие ξv и условие 19.4 выполнено (соответственно нарушено) для ξv

и C. Таким образом, достаточно рассматривать только функции v с носителем

в Oδ(Ω(0)) (т. е. функции vΩ с носителем вблизи начала координат), и при этом

можно считать, что Ch = 0.

Вначале изучим ситуацию, когда b2(0) 6= −1. В этом случае, согласно (22.13),

функция v с носителем в Oδ(Ω(0)) допустима тогда и только тогда, когда

a(0)vΩ(0) = 0; (22.14)

при этом соответствующее множество допустимы констант состоит из един-

ственной константы C = 0 (напомним, что Ch также равно нулю по предпо-

ложению). Следовательно, условие 19.4 выполнено тогда и только тогда, когда

соотношение

ε/2∫

0

r−1

∣∣∣∣∣
∂(avΩ)

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,−r)

∣∣∣∣∣

2

dr =

ε/2∫

0

r−1

∣∣∣∣∣
( ∂a

∂y2

vΩ + a
∂vΩ

∂y2

)∣∣∣∣
y=(0,−r)

∣∣∣∣∣

2

dr < ∞ (22.15)

справедливо для любой функции vΩ, удовлетворяющей (22.14). Предположим,

что имеет место (22.12). Тогда любая функция v с носителем в Oδ(Ω(0)) допу-

стима (так как a(0) = 0). Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 22.2

получим (22.15).

Обратно, предположим, что (22.15) имеем место для любой функции vΩ,

удовлетворяющей (22.14). Очевидно, функция v такая, что vΩ(y) = y2 вблизи

начала координат, удовлетворяет (22.14). Подставляя функцию vΩ в (22.15),

получим a(0) = 0 (ср. доказательство теоремы 22.2). Следовательно, любая

функция v с носителем в Oδ(Ω(0)), допустима. Подставляя vΩ(y) = 1 в (22.15),

получим (∂a/∂y2)|y=0 = 0.

2. Осталось рассмотреть ситуацию, когда b2(0) = −1. В этом случае b1(0) =

1. Тогда в силу (22.13) любая функция v с носителем в Oδ(Ω(0)) допустима; при
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этом соответствующее множество допустимых констант состоит из единствен-

ной константы C = −a(0)vΩ(0)/2 (константу Ch по-прежнему считаем равной

нулю). Следовательно, условие 19.4 выполнено тогда и только тогда, когда со-

отношение

ε/2∫

0

r−1

∣∣∣∣∣
∂(avΩ)

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,−r)

+ C

(
∂b1

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,−r)

− ∂b2

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,r)

)∣∣∣∣∣

2

dr =

=

ε/2∫

0

r−1

∣∣∣∣∣
( ∂a

∂y2

vΩ + a
∂vΩ

∂y2

)∣∣∣∣
y=(0,−r)

−

− a(0)vΩ(0)

2

(
∂b1

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,−r)

− ∂b2

∂y2

∣∣∣∣
y=(0,r)

)∣∣∣∣∣

2

dr < ∞ (22.16)

справедливо для любой функции v с носителем в Oδ(Ω(0)). Предположим, что

выполнено условие (22.12). Тогда (аналогично предыдущему) видим, что (22.15)

выполнено для любой функции vΩ; значит, (22.16) также выполнено для любой

функции vΩ (поскольку a(0) = 0).

Обратно, предположим, что выполнено (22.16). Подставим в (22.16) функ-

цию v такую, что vΩ(y) = y2 вблизи начала координат. Так как vΩ(0) = 0

и (∂vΩ/∂y2)|y=0 = 1, то из (22.16) (аналогично предыдущему) заключаем, что

a(0) = 0. Следовательно, соотношение (22.16) совпадает с (22.15). Теперь, по-

вторяя приведенные выше рассуждения, получаем (∂a/∂y2)|y=0 = 0.

Очевидно, условие (22.12) слабее условия (22.9)–(22.10): в условии (22.12)

отсутствуют ограничения на поведение коэффициентов b1, b2. Отсутствие этих

ограничений «компенируется» тем, что правые части в нелокальных условиях

регулярны, т. е. {fiµ} ∈ S̃3/2(∂G) и fiµ(0) = 0.

Задача с нулевыми правыми частями

Из утверждения 1 теоремы 22.4 вытекает, что в случае нулевых правых частей

условие (22.12) достаточно для того, чтобы любое обобщенное решение было

гладким. Докажем, что это условие также необходимо в следующих случаях

(см. рисунки 22.2–22.4):

Случай A: supp a(Ω−1(y))|Ω(Γ1) ⊂ G.

Случай B: Ω(0) ∈ G и Ω(0) /∈ Ω1(Γ1) ∪ Ω2(Γ2).
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Рис. 22.2. Случай A.

Случай C:

Ω(0) ∈ Γ1, Ω(Ω(0)) /∈ Ω1(Γ1) ∪ Ω2(Γ2). (22.17)

a(Ω(0)) 6= 0. (22.18)

Следствие 22.1. Пусть b1(0) + b2(0) = 0 и b1(h) + b2(h) ∈ I1. Предположим,
что имеет место случай A, B или C. Если условие (22.12) нарушено, то
существует правая часть {f0, 0}, где f0 ∈ L2(G), и обобщенное решение
u ∈ W 1(G) задачи (22.1), (22.2) такие, что u /∈ W 2(G).

Доказательство. 1. Вначале предположим, что имеет место случай A. Из

непрерывности преобразований Ωi и Ω вытекает, что операторы B2
iµ удовле-

творяют условию (19.24) при всех ρ таких, что

0 < ρ < dist(supp a(Ω−1(y))|Ω(Γ1), ∂G).

Поэтому заключение следствия вытекает из следствия 19.3.

2. Теперь предположим, что имеет место случай B. Как и выше, мы можем

считать, что условие 19.4 нарушено для допустимой функции v с носителем в
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Рис. 22.3. Случай B.

Рис. 22.4. Случай C.

сколь угодно малой δ-окрестности Oδ(Ω(0)) точки Ω(0). Число δ можно выбрать

настолько малым, чтобы

v(y)|Γi
≡ 0, v(Ωi(y))|Γi

= 0, supp v(Ω(y))|Γ1 ⊂ Γ1 ∩ Oκ2(0).

Таким образом, функция v удовлетворяет соотношениям (19.26), и заключение

следствия вытекает из следствия 19.4.

3. Наконец, предположим, что имеет место случай C. Вновь будем считать,

что условие 19.4 нарушено для допустимой функции v с носителем в Oδ(Ω(0)).

В силу соотношений (22.17) число δ можно выбрать так, что

v(Ωi(y))|Γi
≡ 0, (22.19)

supp v(Ω(y))|Γ1 ⊂ Γ1 ∩ Oκ2(0). (22.20)

Пусть fiµ — функции из утверждения 2 теоремы 19.4, построенные по схеме из

доказательства теоремы 19.4. Из (22.19) и (22.20) вытекает, что

supp f1 ⊂ Γ1 ∩
(Oκ2(0) ∪ Oδ(Ω(0))

)
, supp f2 ⊂ Γ2 ∩ Oκ2(0).
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Допустим, нам удалось построить такую функцию u1 ∈ H2
0 (G), что

u1|Γi
+ B1

iµu1 + B2
iµu1 = fi(y), y ∈ Γi \ Oκ2(K), i = 1, . . . , N, (22.21)

u1|Γi
+ B1

iµu1 + B2
iµu1 = 0, y ∈ Γi ∩ Oκ2(K), i = 1, . . . , N. (22.22)

Тогда заключение следствия вытекает из леммы 19.2 и следствия 19.2.

Построим функцию u1. Для этого рассмотрим функцию u1Ω ∈ W 2
(Oδ(Ω(0))

)

с носителем в Oδ(Ω(0)) такую, что

u1Ω(y) = f1(y)/a(y), y ∈ Γ1 ∩ Oδ(Ω(0)),

где δ настолько мало, что a(y) 6= 0 при y ∈ Oδ(Ω(0)) (существование такого δ

следует из (22.18) и непрерывности a(y)).

Положим u1(y) = u1Ω(Ω−1(y)) при y ∈ Ω
(Oδ(Ω(0))

)
и u1(y) = 0 при y /∈

Ω
(Oδ(Ω(0))

)
. Выберем δ настолько малым, чтобы

Γi ∩ Ω
(Oδ(Ω(0))

)
= ∅, Ωi(Γi) ∩ Ω

(Oδ(Ω(0))
)

= ∅, Oδ(Ω(0)) ∩ Oκ2(0) = ∅

(существование такого δ следует из (22.17) и непрерывности преобразования Ω).

Тогда

u1|Γi
= 0, u1(Ωi(y))|Γi

= 0,

a(y)u1(Ω(y)) = f1(y), y ∈ Γ1 \ Oκ2(0),

u1(Ω(y)) = 0, y ∈ Γ1 ∩ Oκ2(0).

Таким образом, функция u1 удовлетворяет соотношениям (22.21) и (22.22), и

следствие доказано.
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Глава VI

Полугруппы Феллера и двумерные
диффузионные процессы

23. Нелокальные задачи
в пространствах непрерывных функций

23.1. Предварительные сведения

В этом пункте мы напомним понятия полугруппы Феллера и ее генератора и

сформулируем теорему Хилле—Иосиды в удобном для нас виде.

Пусть X — замкнутое подпространство в C(G), содержащее по крайней мере

одну неотрицательную функцию.

Определение 23.1. Сильно непрерывная полугруппа операторов Tt : X → X
называется полугруппой Феллера на X , если: 1. ‖Tt‖ 6 1, t > 0; 2. Ttu > 0

для всех t > 0 и u ∈ X , u > 0.

Определение 23.2. Линейный оператор P : D(P) ⊂ X → X называется генера-
тором (инфинитезимальным производящим оператором) сильно непрерыв-

ной полугруппы {Tt}, если

Pu = lim
t→+0

Ttu− u

t
, D(P) = {u ∈ X : предел в X существует}.

Теорема 23.1 (теорема Хилле—Иосиды, см. теорему 9.3.1 в [102]).

1. Пусть P : D(P) ⊂ X → X — генератор полугруппы Феллера на X . Тогда
справедливы следующие утверждения.

(a) Область определения D(P) плотна в X .
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(b) Для любого q > 0 оператор qI−P имеет ограниченный обратный
(qI−P)−1 : X → X и ‖(qI−P)−1‖ 6 1/q.

(c) Оператор (qI−P)−1 : X → X , q > 0, неотрицательный.

2. Если P — линейный оператор из X в X , удовлетворяющий условию (a)

и существует такая константа q0 > 0, что условия (b) и (c) выполне-
ны при q > q0, то P — генератор некоторой полугруппы Феллера на X ,
которая однозначно определена оператором P.

23.2. Постановка нелокальных задач

Пусть pjk, pj ∈ C∞(R2) — вещественнозначные функции, и пусть pjk = pkj,

j, k = 1, 2. В этой главе будем рассматривать дифференциальный оператор вто-
рого порядка

P(y,D)u =
2∑

j,k=1

pjk(y)uyjyk
(y) +

2∑
j=1

pj(y)uyj
(y) + p0(y)u(y). (23.1)

Условие 23.1. 1. Существует такая константа c > 0, что
2∑

j,k=1

pjk(y)ξjξk >

c|ξ|2 для y ∈ G и ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2. 2. p0(y) 6 0, y ∈ G.

Пусть Ωis (i = 1, . . . , N, s = 1, . . . , Si) — диффеоморфизмы класса C∞, удо-

влетворяющие условию 6.3.

Введем нелокальные операторы Biu =
Si∑

s=1

bis(y)u(Ωis(y)) для y ∈ Γi ∩ Oε(K)

и Biu = 0 для y ∈ Γi \Oε(K), где bis ∈ C∞(R2) — вещественнозначные функции,

supp bis ⊂ Oε(K).

Условие 23.2. Имеют место следующие соотношения:

bis(y) > 0,

Si∑
s=1

bis(y) 6 1, y ∈ Γi; (23.2)

Si∑
s=1

bis(g) +

Sj∑
s=1

bjs(g) < 2, g ∈ Γi ∩ Γj ⊂ K, если i 6= j и Γi ∩ Γj 6= ∅. (23.3)

Будем изучать нелокальную задачу

P(y, D)u− qu = f(y), y ∈ G; u|Γi
−Biu = 0, y ∈ Γi, i = 1, . . . , N, (23.4)

206



где q > 0, и ту же задачу, но с неоднородными нелокальными условиями.

Прежде чем рассматривать задачу (23.4) в пространствах непрерывных фун-

кций, изучим ее в весовых пространствах. Рассмотрим ограниченный оператор

L(q) = Ll+1−δ(q) : H l+2
l+1−δ(G) → Hl

l+1−δ(G, ∂G), заданный формулой

L(q)u = {P(y, D)u− qu, u|Γi
−Biu}, q > 0,

где H l+2
l+1−δ(G) и Hl

l+1−δ(G, ∂G) — пространства, определенные в (5.21), с норма-

ми (5.22), зависящими от параметра q > 0.

В п. 23.3 будет доказан следующий результат.

Теорема 23.2. Пусть выполнены условия 23.1 и 23.2, и пусть l > 0 фиксиро-
вано. Тогда для любого достаточно малого δ > 0 существует такое q1 > 0,
что оператор L(q) имеет ограниченный обратный при q > q1 и

c1|||L(q)u|||Hl
l+1−δ(G,∂G) 6 |||u|||Hl+2

l+1−δ(G) 6 c2|||L(q)u|||Hl
l+1−δ(G,∂G), q > q1, (23.5)

где c1, c2 > 0 не зависят от u и q.

Следствие 23.1 (локальная априорная оценка). Пусть G1 и G2 — такие под-
области области G, что G1 ⊂ G2 и dist(∂G1 \ ∂G, ∂G2 \ ∂G) > 0. Тогда при
всех q > q1 имеет место априорная оценка

|||u|||Hl+2
a (G1) 6 c

(
|||P(y, D)u− qu|||Hl

a(G2)+

+
N∑

i=1

|||u|Γi
|||

H
l+3/2
a (Γi∩G2)

+ q−1/2|||u|||Hl+2
a (G2)

)
,

(23.6)

где H l+2
a (Gj) = H l+2

a (Gj,K), H l
a(G2) = H l

a(G2,K), H
l+3/2
a (Γi ∩ G2) = H

l+3/2
a (Γi ∩

G2,K) q1 > 0 достаточно велико, c > 0 не зависит ни от u, ни от q. Если
Γi ∩G2 = ∅, то в (23.6) слагаемое |||u|Γi

|||
H

l+3/2
a (Γi∩G2)

отсутствует.

Доказательство. Рассмотрим срезающую функцию ζ ∈ C∞(R2) такую, что

ζ(y) = 1 при y ∈ G1 и ζ(y) = 0 при y ∈ G \ G2. Применяя теорему 23.2 при

Bi = 0 и используя формулу Лейбница, получим

|||u|||Hl+2
a (G1) 6 |||ζu|||Hl+2

a (G) 6

6 k1

(
|||P(y, D)(ζu)− qζu|||Hl

a(G) +
N∑

i=1

|||(ζu)|Γi
|||

H
l+3/2
a (Γi)

)
6

6 k2

(
|||P(y,D)u− qu|||Hl

a(G2) +
N∑

i=1

|||u|Γi
|||

H
l+3/2
a (Γi∩G2)

+ |||u|||Hl+1
a (G2)

)
,
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где k1, k2 > 0 не зависят ни от u, ни от q. С другой стороны, по лемме 7.1 в [23]

имеем

|||u|||Hl+1
a (G2) 6 q−1/2|||u|||Hl+2

a (G2)
.

Из этих двух неравенств вытекает утверждение следствия.

23.3. Нелокальные задачи в весовых пространствах

Обозначим через uj(y) функцию u(y) при y ∈ Oε1(gj). Если gj ∈ Γi, y ∈ Oε(gj)

и Ωis(y) ∈ Oε1(gk), то обозначим функцию u(Ωis(y)) через uk(Ωis(y)). Тогда

нелокальная задача (23.4) примет следующий вид в ε-окрестности орбиты K:

P(y, D)uj − quj = f(y), y ∈ Oε(gj) ∩G,

uj(y)−
Si∑

s=1

bis(y)uk(Ωis(y)) = 0, y ∈ Oε(gj) ∩ Γi,

i ∈ {1 6 i 6 N : gj ∈ Γi}, j = 1, . . . , N.

Пусть y 7→ y′(gj) — замена переменных из п. 6.1. Введем функции Uj(y
′) =

u(y(y′)) и Fj(y
′) = f(y(y′)) для y′ ∈ Kε

j , где σ = 1 (σ = 2), если преобразование

y 7→ y′(gj) отображает Γi на сторону γj1 (γj2) угла Kj. Переобозначим y′ через y.

Тогда в силу условия 6.3 задача (23.4) примет вид

Pj(y, D)Uj − qUj = Fj(y), y ∈ Kε
j ;

Uj(y)−
N∑

k=1

Sjσk∑
s=1

Bjσks(y)Uk(Gjσksy) = 0, y ∈ γε
jσ.

(23.7)

Здесь Pj(y,D) — эллиптический дифференциальный оператор второго поряд-

ка с вещественнозначными коэффициентами класса C∞, причем главная одно-

родная часть оператора Pj(0, D) есть оператор Лапласа ∆; Bjσks(y) — гладкие

функции; Gjσks — оператор поворота на угол ωjσks и гомотетии с коэффициен-

том χjσks > 0, причем |(−1)σωj + ωjσks| < ωk.

Следуя [23], «заморозим» коэффициенты задачи (23.7) в точке y = 0, заме-

ним операторы Pj(0, D) их главными однородными частями и положим q = 1.

Таким образом, мы рассмотрим следующую задачу:

∆Uj − Uj = Fj(y), y ∈ Kj;

BjσU ≡ Uj(y)−
N∑

k=1

Sjσk∑
s=1

bjσksUk(Gjσksy) = 0, y ∈ γjσ,
(23.8)
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где U = (U1, . . . , UN) и bjσks = Bjσks(0). Из условия 23.2 следует, что

bjσks > 0,
N∑

k=1

Sjσk∑
s=1

bjσks 6 1,
N∑

k=1

(
Sj1k∑
s=1

bj1ks +

Sj2k∑
s=1

bj2ks

)
< 2. (23.9)

Задачу (23.8) следует рассматривать в весовых пространствах с неоднород-

ным весом. Обозначим через El
a(Kj) пополнение множества C∞

0 (Kj \ {0}) по

норме

‖v‖El
a(Kj) =

( ∑

|α|6l

∫

Kj

|y|2a(|y|2(|α|−l) + 1)|Dαv(y)|2 dy

)1/2

,

где l > 0 целое и a ∈ R. Обозначим через E
l−1/2
a (γjσ) (l > 1 целое) пространство

следов на γjσ (с инфимум-нормой). Введем пространства вектор-функций

E l+2
a (K) =

N∏
j=1

El+2
a (Kj), E l

a(K, γ) =
N∏

j=1

(
El

a(Kj)×
∏

σ=1,2

El+3/2
a (γjσ)

)
.

Рассмотрим оператор L : E2
1−δ(K) → E0

1−δ(K, γ), заданный формулой LU =

{∆Uj − Uj, BjσU}.
Наша цель — доказать, что оператор L— изоморфизм для всех достаточно

малых δ > 0. Для этого рассмотрим аналитическую оператор-функцию L̃(λ) :

W2
2 (−ω, ω) →W0[−ω, ω], заданную формулой (ср. (6.18))

L̃(λ)ϕ =
{

ϕ′′j − λ2ϕj, ϕj((−1)σωj)−
∑

k,s

(χjσks)
iλbjσksϕk((−1)σωj + ωjσks)

}
.

Лемма 23.1. Пусть выполнены условия 23.1 и 23.2. Тогда на прямой Im λ = 0

нет собственных значений оператора L̃(λ).

Доказательство. 1. Предположим, что λ0 6= 0 — вещественное собственное

значение оператора L̃(λ) (случай λ0 = 0 проще и рассматривается аналогич-

но). Пусть ϕ(ω) — соответствующий собственный вектор. Запишем его в ви-

де ϕ(ω) = ϕ1(ω) + iϕ2(ω), где ϕ1(ω) и ϕ2(ω) — вещественнозначные функции

класса C∞. Легко видеть, что функция U = riλ0ϕ(ω) = eiλ0 ln rϕ(ω) является

решением задачи

∆Uj = 0, y ∈ Kj; BjσU = 0, y ∈ γjσ. (23.10)

Представим функцию U в виде U = V + iW , где V = cos(λ0 ln r)ϕ1(ω) −
sin(λ0 ln r)ϕ2(ω), W = cos(λ0 ln r)ϕ2(ω) + sin(λ0 ln r)ϕ1(ω). Так как коэффици-

енты в (23.10) вещественны, то V (а также W ) будет решением задачи

∆Vj = 0, y ∈ Kj; BjσV = 0, y ∈ γjσ. (23.11)
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Положим M = max
j=1,...,N

sup
y∈Kj

|Vj(y)|. Докажем, что M = 0. Предположим про-

тивное: пусть M > 0.

2. Если |Vj(y
0)| = M при некотором j и y0 ∈ Kj, то Vj(y) ≡ M по принципу

максимума, и из нелокальных условий в (23.11) получаем

M = |Vj(y
0)| = |Vj|γjσ

| 6 M
∑

k,s

bjσks, σ = 1, 2. (23.12)

Однако 0 6
∑
k,s

bjσks < 1 при σ = 1 или 2 в силу условий (23.9), что противоре-

чит (23.12).

3. Пусть |Vj(y
0)| = M при некотором j, σ = 1 или 2 и y0 ∈ γjσ. В этом

случае, учитывая (23.9), снова из нелокальных условий в (23.11) получаем

M = |Vj(y
0)| 6

∑

k,s

bjσks|Vk(Gjσksy
0)| 6 M (23.13)

при σ = 1 или 2. Следовательно, неравенства в (23.13) принимают вид равенств,

но тогда
∑
k,s

bjσks = 1 и |Vk(Gjσksy
0)| = M по крайней мере для одной пары (k, s).

По доказанному это невозможно, так как Gjσksy
0 ∈ Kk.

4. Наконец, предположим, что существует последовательность {ys}∞s=1 ⊂ Kj

такая, что |Vj(y
s)| → M для некоторого j при |ys| → 0 или |ys| → ∞.

Заметим, что функция Vj периодична относительно ln r, т.е. функция Vj

полностью определяется своими значениями на множестве

K̂j = Kj ∩
{
1 6 r 6 e2π/λ0

}
.

Так как множество K̂j компактно, существует такая последовательность

{ŷs}∞s=1 ⊂ K̂j, что |Vj(ŷ
s)| → M при ŷs → ŷ, где ŷ ∈ K̂j. Из непрерывности Vj(y)

на компакте K̂j вытекает, что |Vj(ŷ)| = M . Снова получили противоречие с

доказанным выше.

5. Из пп. 1–4 доказательства следует, что M = 0. Следовательно, V = 0, т.е.

ϕ1(ω) = ϕ2(ω) = 0.

Лемма 23.2. Пусть выполнены условия 23.1 и 23.2. Тогда оператор L :

E2
1 (K) → E0

1 (K, γ) — изоморфизм.

Доказательство. 1. Вначале покажем, что оператор L : E2
1 (K) → E0

1 (K, γ)

фредгольмов и indL = 0. Рассмотрим семейство операторов Lt : E2
1 (K) →

E0
1 (K, γ), заданных формулой

LtU =
{

∆Uj − Uj, Uj|γjσ
− t

∑

k,s

bjσksUk(Gjσksy)|γjσ

}
, 0 6 t 6 1.
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Аналогично оператору L̃(λ) введем операторы L̃t(λ). По лемме 23.1 на прямой

Im λ = 0 нет собственных значений операторов L̃t(λ). Следовательно, операто-

ры Lt фредгольмовы по теореме 9.1 в [83]. В силу гомотопической устойчивости

индекса фредгольмовых операторов имеем indLt = const, t ∈ [0, 1]. Посколь-

ку локальный оператор L0 — изоморфизм (см., например, § 10.3 в [83]), то

indL = indL0 = 0.

2. Осталось доказать, что dim kerL = 0. Пусть U ∈ E2
1 (K) — веществен-

нозначное решение задачи

∆Uj = Uj, y ∈ Kj; BjσU = 0, y ∈ γjσ. (23.14)

По теореме о внутренней гладкости функции Uj бесконечно дифференцируемы

в Kj. Докажем, что Uj непрерывны на Kj.

Так как на прямой Im λ = 0 нет собственных значений L̃(λ), то из [62]

вытекает существование такого числа δ ∈ [0, 1], что в полосе −1− δ 6 Im λ 6 0

содержится не более конечного множества собственных значений {λk} опера-

тора L̃(λ), причем −1− δ < Im λk < 0. Учитывая, что Uj ∈ E2
1(Kj) ⊂ H2

1 (Kj) —

решение задачи (23.14) с правыми частями Uj ∈ E2
1(Kj) ⊂ H0

−δ(Kj), и применяя

теорему 2.2 в [13] (об асимптотике решений нелокальных задач), получим

U =
∑

k

Jk∑
q=1

κqk−1∑
m=0

c
(m,q)
k W

(m,q)
k + U ′, W

(m,q)
k (ω, r) = riλk

m∑
ν=0

1

ν!
(i ln r)νϕ

(m−ν,q)
k (ω),

(23.15)

где ϕ
(0,q)
k , . . . , ϕ

(κqk−1,q)

k ∈ ∏
j

C∞([−ωj, ωj]) — жорданова цепочка, отвечающая со-

бственному значению λk, c
(m,q)
k — константы и U ′

j ∈ H2
−δ(Kj). Отсюда и из тео-

ремы вложения Соболева следует, что Uj непрерывны на Kj и Uj(0) = 0.

Далее, покажем, что

|Uj(y)| → 0 при |y| → ∞. (23.16)

Так как U ∈ E2
1 (K), то U ∈ E0

1 (K). Отсюда, из того факта, что U — решение

однородной задачи (23.14) и из теоремы 3.2 в [83] получаем, что U ∈ E2
3 (K).

Фиксируя произвольное сколь угодно большое a > 1 и повторяя эти рассуж-

дения конечное число раз, имеем U ∈ E2
a(K). Полагая V (ω, r) = U(ω, r−1) и

используя теорему вложения Соболева и произвольность a, видим, что функ-

ции Vj(y) непрерывны в начале координат и |Vj(y)| → 0 при |y| → 0. Отсюда

вытекает (23.16)
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3. Обозначим M = max
j=1,...,N

sup
y∈Kj

|Uj(y)|. Покажем, что M = 0. Предполо-

жим противное: пусть M > 0. В силу доказанных выше свойств Uj, каждая

из функций |Uj(y)| достигает максимума в некоторой точке y0 ∈ Kj \ {0}.
Если |Uj(y

0)| = M при некотором j и y0 ∈ Kj, то Uj(y) ≡ const по прин-

ципу максимума. Используя дифференциальное уравнение в (23.14), получаем

M ≡ |Uj| = |∆Uj| = 0.

Если |Uj(y
0)| = M при y0 ∈ γjσ, где σ = 1 или 2, то, используя нелокальные

условия в (23.14) и неравенства (23.9), получим

M = |Uj(y
0)| 6

∑

k,s

bjσks|Uk(Gjσksy
0)| 6 M. (23.17)

Таким образом неравенства в (23.17) принимают вид равенств, откуда следует,

что
∑
k,s

bjσks = 1 и |Uk(Gjσksy
0)| = M по крайней мере для одной пары (k, s).

Однако Gjσksy
0 ∈ Kk, что невозможно по доказанному.

Следствие 23.2. Пусть выполнены условия 23.1 и 23.2. Тогда существует
такое δ0 > 0, что при 0 6 δ 6 δ0 оператор L : E l+2

l+1−δ(K) → E l
l+1−δ(K, γ),

l = 0, 1, 2, . . . , — изоморфизм.

Доказательство. По лемме 23.2 оператор L : E2
1 (K) → E0

1 (K, γ) — изоморфизм.

С другой стороны, в силу леммы 23.1 и дискретности спектра L̃(λ) (см. [62])

существует такое δ0 > 0, что при в полосе −δ0 6 Im λ 6 0 нет собственных

значений L̃(λ). Аналогично предложению 2.8 в [46, гл. 6] можно показать,

что при 0 6 δ 6 δ0 оператор L : E2
1−δ(K) → E0

1−δ(K, γ) — изоморфизм. Тогда

в силу теорем 9.2 и 9.3 в [83] оператор L : E l+2
l+1−δ(K) → E l

l+1−δ(K, γ) — также

изоморфизм.

Доказательство теоремы 23.2. Теорема вытекает из следствия 23.2 и теоре-

мы 8.1 в [23].

23.4. Нелокальные задачи
в пространствах непрерывных функций

Пусть число δ ∈ [0, 1] выбрано таким образом, что ни в полосе −δ 6 Im λ 6
0, ни на прямой Im λ = −1 − δ нет собственных значений оператора L̃(λ).

Существование такого числа вытекает из леммы 23.1 и дискретности спектра

L̃(λ) (см. лемму 6.1).
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Пусть q1 — число из теоремы 23.2. Вначале мы построим аналог барьерной

функции для нелокальной задачи. Рассмотрим следующую вспомогательную

задачу:

P(y, D)v − q1v = 0, y ∈ G; v|Γi
−Biv = 1, y ∈ Γi, i = 1, . . . , N. (23.18)

Лемма 23.3. Пусть выполнены условия 23.1 и 23.2. Тогда задача (23.18) име-
ет такое ограниченное решение v ∈ C∞(G \ K), что inf

y∈G\K
v(y) > 0.

Доказательство. 1. Рассмотрим модельную задачу

∆W 1
j = 0, y ∈ Kε

j ; W 1
j (y)−

∑

k,s

bjσksW
1
k (Gjσksy) = 1, y ∈ γε

jσ. (23.19)

Будем искать решение задачи (23.19) в виде

W 1
j = ϕj(ω), |ω| < ωj, j = 1, . . . , N. (23.20)

Очевидно, функции ϕ1(ω), . . . , ϕN(ω) удовлетворяют соотношениям

ϕ′′j (ω) = 0, |ω| < ωj; ϕj((−1)σωj)−
∑

k,s

bjσksϕk((−1)σωj + ωjσks) = 1, (23.21)

или, что то же самое, L̃(0)ϕ = {F̃j, F̃jσ}, где F̃j = 0, F̃jσ = 1. В силу лем-

мы 23.1 число λ = 0 не является собственным значением L̃(λ). Так как опера-

тор L̃(λ) фредгольмов и имеет нулевой индекс [62], то существует единственное

(вещественнозначное) решение ϕ ∈ ∏
j

C∞([−ωj, ωj]) задачи (23.21). Очевидно,

функции ϕj(ω) линейны. Используя нелокальные условия в (23.21) и соотно-

шения (23.9), нетрудно проверить, что ϕj(ω) > 0 при ω ∈ [−ωj, ωj].

2. Рассмотрим такую функцию ξ ∈ C∞(R2), что ξ(y) = 1 при y ∈ Oε/2(K) и

supp ξ ⊂ Oε(K).

Будем искать решение v исходной задачи (23.18) в виде

v(y) = w1(y) + v1(y), y ∈ G, (23.22)

где w1(y) = ξ(y)W 1
j (y′(y)), y ∈ Oε(gj), gj ∈ K, y′ 7→ y(gj) — преобразование,

обратное к преобразованию y 7→ y′(gj) из § 23.2, и функция w1 продолжена

нулем на G \ Oε(K); v1 — неизвестная функция.

Из соотношений (23.18) и (23.22) следует, что функция v1 удовлетворяет

соотношениям

P(y, D)v1 − q1v
1 = f 1(y), y ∈ G; v1|Γi

−Biv
1 = f 1

i (y), y ∈ Γi, (23.23)

213



где

f 1 = −P(y,D)w1 + q1w
1, f 1

i = 1− w1|Γi
+ Biw

1|Γi
. (23.24)

Положим V 1
j (y′) = v1(y(y′)), Fj(y

′) = f 1(y(y′)) и Fjσ(y′) = f 1
i (y(y′)), y′ ∈ Kε

j ,

где y 7→ y′(gj) — преобразование из § 23.2, gj ∈ K∩Γi. Переобозначим y′ через y.

Тогда в силу (23.19) и (23.24) имеем

Fj(y) = (∆−Pj(y, D))W 1
j + q1W

1
j , y ∈ K

ε/2
j ,

Fjσ(y) =
∑

k,s

(Bjσks(y)− bjσks)W
1
k (Gjσksy), y ∈ K

ε/2
j , (23.25)

где Pj(y, D) и Bjσks(y) те же, что в (23.7).

Учитывая, что главные однородные части операторов P(y,D)j(0, D) совпа-

дают с оператором Лапласа и Bjσks(0) = bjσks и используя формулу Тейлора,

из представления (23.20) и соотношений (23.25) получаем Fj ∈ H l
l+1−δ(K

ε/2
j )

и Fjσ ∈ H
l+3/2
l+1−δ(γ

ε/2
jσ ), т.е. {f 1, f 1

i } ∈ Hl
l+1−δ(G, ∂G). Следовательно, по теоре-

ме 23.2 существует единственное решение v1 ∈ H l+2
l+1−δ(G) задачи (23.23). Так

как l > 0 произвольно, то по теореме вложения Соболева функция v, опре-

деленная в (23.22), принадлежит C∞(G \ K). Очевидно, она будет решением

исходной задачи (23.18).

3. Докажем, что v1 ∈ C(G) и v1(y) = 0 при y ∈ K. В силу (23.23) функ-

ции V 1
j (y) удовлетворяют соотношениям

∆V 1
j = F 1

j (y) + Fj(y), y ∈ K
ε/2
j ,

V 1
j (y)−

∑

k,s

bjσksV
1
k (Gjσksy) = F 1

jσ(y) + Fjσ(y), y ∈ γ
ε/2
jσ , (23.26)

где F 1
j = (∆−Pj(y,D))V 1

j + q1V
1
j и F 1

jσ =
∑
k,s

(Bjσks(y)− bjσks)V
1
k (Gjσksy).

Учитывая, что главные однородные части операторов P(y, D)j(0, D) совпада-

ют с оператором Лапласа и Bjσks(0) = bjσks и используя формулу Тейлора еще

раз, мы представим правые части задачи (23.26) в виде

F 1
j + Fj = F 1

j + F 2
j + r−1ψj(ω), F 1

jσ + Fjσ = F 1
jσ + F 2

jσ + ψjσr, (23.27)

где ψj ∈ C∞([−ωj, ωj]), F 1
j + F 2

j ∈ H0
−δ(K

ε/2
j ) и ψjσ ∈ R, F 1

jσ + F 2
jσ ∈ H

3/2
−δ (γ

ε/2
jσ ).

Получим асимптотику функций V 1
j . Для этого обозначим через {λk} конеч-

ное множество собственных значений L̃(λ), лежащих в полосе −1− δ < Im λ <

−δ. Тогда по теореме 2.2 в [13] и лемме 4.3 в [13], примененным к задаче (23.26)
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с правой частью (23.27), получим

V 1 = r

κ∑
ν=0

1

ν!
(i ln r)νu(ν)(ω) +

∑

k

Jk∑
q=1

κqk−1∑
m=0

c
(m,q)
k W

(m,q)
k + V 2, y ∈ K

ε/2
j , (23.28)

где u(ν) ∈ ∏
j

C∞([−ωj, ωj]), функции W
(m,q)
k имеют тот же вид, что в (23.15),

c
(m,q)
k — некоторые константы и V 2

j ∈ H2
−δ(K

ε/2
j ). Из асимптотической форму-

лы (23.28) и теоремы вложения Соболева получаем V 1
j ∈ C(K

ε/2
j ) и V 1

j (0) = 0.

Следовательно, v1 ∈ C(G) и v1(0) = 0 при y ∈ K. В частности, отсюда вытекает,

что функция v = v1 + w1 ограничена.

4. Осталось показать, что m > 0, где m = inf
y∈G\K

v(y). Предположим про-

тивное: пусть m 6 0. Рассмотрим такую последовательность {yk} ⊂ G \ K, что

v(yk) → m при k →∞. Так как последовательность {yk} ограничена, она содер-

жит сходящуюся подпоследовательность (которую мы также обозначим {yk}).
Пусть yk → y0 при k →∞, где y0 ∈ G.

Используя принцип максимума, нелокальные условия в (23.18) и соотноше-

ния (23.2), несложно проверить, что y0 /∈ G \ K. Предположим, что y0 ∈ K. По

доказанному в п. 1 найдется такая константа A > 0, что w1(y) > A в неко-

торой окрестности точки y0 (за исключением самой точки y0, где функция w1

может быть не определена). С другой стороны, в п. 3 доказано, что v1(y0) = 0.

Следовательно, v(y) > A/2 в некоторой окрестности y0 (за исключением, быть

может, самой точки y0). Но в таком случае последовательность {v(yk)} не мо-

жет сходиться к неположительному числу m.

Рассмотрим задачу

P(y, D)u− qu = 0, y ∈ G; u|Γi
−Biu = ψi(y), y ∈ Γi, i = 1, . . . , N. (23.29)

Следующая теорема играет важную роль при изучении полугрупп Феллера.

Теорема 23.3. Пусть выполнены условия 23.1 и 23.2, и пусть q > q1. Тогда
для любой ψ = {ψi} ∈ CK(∂G) существует единственное решение u ∈ C(G)∩
C∞(G) задачи (23.29). При этом u(y) = 0 для y ∈ K и имеет место оценка

‖u‖C(G) 6 c1‖ψ‖CK(∂G), (23.30)

где c1 > 0 не зависит от ψ и q.
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Доказательство. 1. Докажем теорему для бесконечно гладких функций ψi,

равных нулю в некоторой окрестности множеств Γi∩K. Общий случай получа-

ется предельным переходом. Для указанных функций ψi имеем ψi ∈ H
3/2
−δ (Γi).

Следовательно, по теореме 23.2 существует единственное решение u ∈ H2
1−δ(G)

задачи (23.29). В силу (13.22) u ∈ C∞(G \ K). Пусть {λk}— конечное множе-

ство собственных значений L̃(λ), лежащих в полосе −1− δ < Im λ < −δ. Тогда

по теореме 2.2 в [13] (об асимптотике решений нелокальных задач) функция u

представима вблизи точки gj ∈ K (j = 1, . . . , N) в следующем виде:

u(y) =
∑

k

Jk∑
q=1

κqk−1∑
m=0

c
(m,q)
k W

(m,q)
kj + u′(y), y ∈ G ∩ Oε(gj),

где c
(m,q)
k — некоторые константы, функции W

(m,q)
kj (ω, r) имеют тот же вид, что

компоненты вектора W
(m,q)
k (ω, r) в (23.15) (ω, r — полярные координаты с полю-

сом в точке gj) и u′ ∈ H2
−δ(G). Таким образом, применяя теорему вложения

Соболева, видим, что u ∈ C(G) и

u(y) = 0, y ∈ K. (23.31)

2. Докажем оценку (23.30). Положим M = ‖ψ‖CK(∂G) и предположим, что

M > 0.

Обозначим w±(y) = Mv(y)±u(y), где v(y) — функция из леммы 23.3. В силу

равенств (23.18) и (23.29) функции w± удовлетворяют соотношениям

P(y, D)w± − qw± = M(q1 − q)v(y), y ∈ G,

w±|Γi
−Biw± = M ± ψi(y), y ∈ Γi, i = 1, . . . , N.

Так как q1 6 q, v(y) > 0, y ∈ G (по лемме 23.3) и M > ±ψi, то

P(y, D)w±−qw± 6 0, y ∈ G, w±|Γi
−Biw± > 0, y ∈ Γi, i = 1, . . . , N. (23.32)

Покажем, что m± = inf
y∈G\K

w±(y) > 0. Предположим противное: пусть m± <

0. Как и в п. 4 из доказательства леммы 23.3 рассмотрим такую последова-

тельность {yk} ⊂ G \ K, что yk → y0 и w±(yk) → m± при k → ∞, где y0 ∈ G.

Возможны следующие три случая: y0 ∈ G, y0 ∈ Γi при некотором i и y0 ∈ K.

Пусть y0 ∈ G. Так как w±(y) непрерывна в G, то она достигает отрица-

тельного минимума m внутри области. Из первого неравенства в (23.32) и

принципа максимума вытекает, что w±(y) = m± при y ∈ G. Отсюда, учитывая
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условие 23.1, получаем P(y, D)w±(y0)−qw±(y0) = p0(y
0)m±−qm± > −qm± > 0,

что противоречит первому неравенству в (23.32).

Пусть y0 ∈ Γi при некотором i. Тогда из (23.32) и (23.2) получим

m± = w±(y0) >
Si∑

s=1

bis(y
0)w±(Ωis(y

0)) > m±
Si∑

s=1

bis(y
0) > m±. (23.33)

Следовательно, неравенства (23.33) принимают вид равенств, т. е.
Si∑

s=1

bis(y
0) = 1

и w±(Ωis(y
0)) = m± при некотором s, т.е. функция w±(y) достигает отрицатель-

ного минимума во внутренней точке Ωis(y
0) ∈ G. По доказанному выше это

невозможно.

Наконец, предположим, что y0 ∈ K. По лемме 23.3 m = inf
y′∈G\K

v(y′) > 0,

откуда получим

Mv(y) > Mm > 0, y ∈ G \ K.

Из последнего неравенства и (23.31) вытекает, что

w±(y) = Mv(y)± u(y) > Mm/2 > 0

в некоторой окрестности y0 (за исключением самой точки y0, где w±(y) может

быть не определена). Следовательно, последовательность {w±(yk)} не может

сходиться к отрицательному числу m±.

Итак, доказано, что inf
y∈G\K

w±(y) > 0, откуда

|u(y)| 6 Mv(y) 6 M sup
y′∈G\K

v(y′), y ∈ G \ K.

Так как функция u(y) непрерывна в G, то из последнего неравенства получаем

оценку (23.30), где c1 = sup
y′∈G\K

v(y′). Очевидно, константа c1 > 0 не зависит от ψ

и q.

Рассмотрим нелокальную задачу

P(y, D)u− qu = f0(y), y ∈ G; u|Γi
−Biu = ψi(y), y ∈ Γi, i = 1, . . . , N.

(23.34)

Следующий результат вытекает из теорем 23.2 и 23.3 и асимптотических

свойств решений нелокальных задач [13].
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Следствие 23.3. Пусть выполнены условия 23.1, 23.2. Тогда найдется такое
число q1 > 0, что для любых f0 ∈ C(G), ψ = {ψi} ∈ CK(∂G) и q > q1 существу-
ет единственное решение u ∈ CK(G) ∩ W 2

loc(G) задачи (23.34). Кроме того,
если f0 = 0, то u ∈ CK(G) ∩ C∞(G) и имеет место оценка

‖u‖CK(G) 6 c1‖ψ‖CK(∂G), (23.35)

где c1 > 0 не зависит от ψ и q.

24. Ограниченные возмущения
диффузионных процессов

24.1. Задачи с нелокальными членами,
носитель которых содержится вблизи точек сопряжения

В дальнейшем нам понадобится принцип максимума, который мы сформулируем

в следующем виде.

Принцип максимума 24.1 (см. теорему 9.6 в [11]). Пусть D ⊂ R2 — огра-
ниченная или неограниченная область, и пусть условие 23.1 выполнено для
области D. Если функция u ∈ C(D) достигает положительного максимума
в точке y0 ∈ D и1 P(y, D)u ∈ C(D), то P(y, D)u(y0) 6 0.

Сформулируем некоторые вспомогательные результаты, которые понадобят-

ся в следующих параграфах.

Пусть u ∈ C∞(G) ∩ CK(G) — решение задачи (23.34) с f0 = 0 и ψ = {ψi} ∈
CK(∂G). Обозначим u = Sqψ. В силу следствия 23.3 оператор

Sq : CK(∂G) → CK(G), q > q1,

ограничен и ‖Sq‖ 6 c1, где c1 > 0 не зависит от q.

Лемма 24.1. Пусть выполнены условия 23.1 и 23.2, пусть Q1 и Q2 — такие
замкнутые множества, что Q1 ⊂ ∂G, Q2 ⊂ G и Q1 ∩ Q2 = ∅, и пусть
q > q1. Тогда для всех ψ ∈ CK(∂G) таких, что supp (Sqψ)|∂G ⊂ Q1, выполнено
неравенство

‖Sqψ‖C(Q2) 6 c2

q
‖ψ‖CK(∂G), q > q1,

где c2 > 0 не зависит от ψ и q.
1Здесь и далее оператор P(y,D) действует в смысле обобщенных функций.
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Доказательство. Используя2 лемму 1.3 в [10] и следствие 23.3, получим

‖Sqψ‖C(Q2) 6 k

q
‖(Sqψ)|∂G‖C(∂G) 6 k

q
‖Sqψ‖C(G) 6 kc1

q
‖ψ‖CK(∂G), q > q1,

(24.1)

где число q1 из следствия 23.3 предполагается достаточно большим (настолько,

чтобы лемма 1.3 в [10] была справедлива при q > q1); число k = k(q1) не зависит

от ψ и q.

Лемма 24.2. Пусть выполнены условия 23.1 и 23.2, пусть Q1 и Q2 те же, что
в лемме 24.1, и пусть q > q1. Предположим также, что Q2 ∩ K = ∅. Тогда
для всех ψ ∈ CK(∂G) таких, что supp ψ ⊂ Q1, имеет место неравенство

‖Sqψ‖C(Q2) 6 c3

q
‖ψ‖CK(Q1), q > q1,

где c3 > 0 не зависит от ψ и q.

Доказательство. 1. Рассмотрим такое число σ > 0, что

dist(Q1, Q2) > 3σ, dist(K, Q2) > 3σ. (24.2)

Введем функцию ξ ∈ C∞(R2) такую, что 0 6 ξ(y) 6 1, ξ(y) = 1 при dist(y, Q2) 6
σ, и ξ(y) = 0 при dist(y, Q2) > 2σ.

Рассмотрим вспомогательную задачу

P(y,D)v − qv = 0, y ∈ G; v(y) = ξ(y)u(y), y ∈ ∂G, (24.3)

где u = Sqψ ∈ CK(G). Применяя следствие 23.3 (с Bi = 0), видим, что суще-

ствует единственное решение v ∈ C∞(G) ∩ CK(G) задачи (24.3). Из принципа

максимума 24.1 и определения функции ξ следует, что

‖v‖C(G) 6 ‖ξu‖C(∂G) 6 max
i=1,...,N

‖u|Q2,2σ∩Γi
‖C(Q2,2σ∩Γi)

, (24.4)

где Q2,2σ = {y ∈ ∂G : dist(y, Q2) 6 2σ}.
Так как supp ψ ∩Q2,2σ = ∅, то

u−Biu = 0, y ∈ Q2,2σ ∩ Γi. (24.5)

2В лемме 1.3 из [10] предполагается, что граница области бесконечно гладкая. Это предполо-
жение используется для доказательства существования классических решений эллиптических
уравнений с неоднородными краевыми условиями. Однако, если известно, что классическое
решение существует, то при доказательстве первого неравенства в (24.1) предположение о
гладкости границы можно опустить.
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Поскольку Biu = 0 при y /∈ Oε(K), из (24.5) следует

u(y) = 0, y ∈ [Q2,2σ ∩ Γi] \ Oε(K). (24.6)

Используя (24.4)–(24.6), определение операторов Bi и условие 23.2, полу-

чаем

‖v‖C(G) 6 max
i=1,...,N

‖u|Q2,2σ∩Γi∩Oε(K)‖C(Q2,2σ∩Γi∩Oε(K)) 6

6 max
i=1,...,N

max
s=1,...,Si

‖u|Ωis(Q2,2σ∩Γi∩Oε(K))‖C(Ωis(Q2,2σ∩Γi∩Oε(K))).
(24.7)

Так как Q2,2σ ∩ K = ∅ (см. (24.2)), то из определения преобразований Ωis

вытекает, что

Ωis(Q2,2σ ∩ Γi ∩ Oε(K))) ⊂ G.

Следовательно, используя неравенства (24.7) и лемму 24.1, в которой роль Q1

и Q2 играют множества ∂G и Ωis(Q2,2σ ∩ Γi ∩ Oε(K))), имеем

‖v‖C(G) 6 c2

q
‖ψ‖CK(∂G). (24.8)

2. Положим w = u− v. Очевидно, функция w удовлетворяет соотношениям

P(y, D)w − qw = 0, y ∈ G; w(y) = u(y)− v(y) = 0, y ∈ Q2,σ.

Применяя лемму 24.1 (с Bi = 0), в которой роль Q1 играет множество ∂G \Q2,σ,

и учитывая, что w|∂G = (1− ξ)u|∂G, получим

‖w‖C(Q2) 6 c2

q
‖w|∂G‖C(∂G) 6 c2

q
‖u‖C(G).

Из последнего неравенства и следствия 23.3 имеем

‖w‖C(Q2) 6 c2c1

q
‖ψ‖CK(∂G).

Объединяя эту оценку с (24.8), завершаем доказательство.

24.2. Ограниченные возмущения эллиптических операторов
и их свойства

Рассмотрим линейный оператор P1, удовлетворяющий следующему свойству.

Условие 24.1. Оператор P1 : C(G) → C(G) ограничен, и если функция u ∈
C(G) достигает в точке y0 ∈ G положительного максимума, то P1u(y0) 6 0.
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Оператор P1 будет играть роль ограниченного возмущения неограниченных

эллиптических операторов в пространствах непрерывных функций (ср. [10,81]).

Следующий результат вытекает из условий 23.1 и 24.1 и принципа максиму-

ма 24.1.

Лемма 24.3. Пусть выполнены условия 23.1 и 24.1. Если функция u ∈ C(G)

достигает в точке y0 ∈ G положительного максимума и P(y, D)u ∈ C(G),
то P(y, D)u(y0) + P1u(y0) 6 0.

В настоящей работе будем рассматривать следующие нелокальные условия

в нетрансверсальном случае:

b(y)u(y) +

∫

G

[u(y)− u(η)]µ(y, dη) = 0, y ∈ ∂G, (24.9)

где b(y) > 0, µ(y, ·) — неотрицательная борелевская мера на G.

Положим N = {y ∈ ∂G : µ(y, G) = 0} и M = ∂G \ N . Будем предполагать,

что N и M— борелевские множества.

Условие 24.2. K ⊂ N .

Введем функцию b0(y) = b(y) + µ(y, G).

Условие 24.3. b0(y) > 0 при y ∈ ∂G.

В силу условий 24.2 и 24.3 соотношение (24.9) можно записать в виде

u(y)−
∫

G

u(η)µi(y, dη) = 0, y ∈ Γi; u(y) = 0, y ∈ K, (24.10)

где µi(y, ·) =
µ(y, ·)
b0(y)

, y ∈ Γi. По определению функции b0(y) имеем

µi(y, G) 6 1, y ∈ Γi. (24.11)

Для любого множества Q обозначим через χQ(y) функцию, равную единице

на Q и нулю на R2 \Q.

Пусть bis(y) и Ωis те же, что выше. Введем меры δis следующим образом:

δis(y, Q) =

{
bis(y)χQ(Ωis(y)), y ∈ Γi ∩ Oε(K),

0, y ∈ Γi \ Oε(K),

где Q — произвольное борелевское множество.
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Будем изучать меры µi(y, ·), представимые в виде

µi(y, ·) =

Si∑
s=1

δis(y, ·) + αi(y, ·) + βi(y, ·), y ∈ Γi, (24.12)

где αi(y, ·) и βi(y, ·) — неотрицательные борелевские меры, удовлетворяющие

приведенным ниже условиям.

Для любой борелевской меры µ(y, ·) назовем замкнутое множество

spt µ(y, ·) = G \
⋃
V ∈T

{V ∈ T : µ(y, V ∩G) = 0}

(где T — множество всех открытых множеств в R2) носителем меры µ(y, ·).

Условие 24.4. Существуют такие числа κ1 > κ2 > 0 и σ > 0, что

1. spt αi(y, ·) ⊂ G \ Oκ1(K) для y ∈ Γi,

2. spt αi(y, ·) ⊂ Gσ для y ∈ Γi \ Oκ2(K),

где Oκ1(K) = {y ∈ R2 : dist(y,K) < κ1} и Gσ = {y ∈ G : dist(y, ∂G) < σ}.

Условие 24.5. βi(y,M) < 1 для y ∈ Γi ∩M, i = 1, . . . , N .

Замечание 24.1. Условие 24.5 слабее аналогичных условий 2.2 в [10] и 3.2

в [81], в которых требуется, чтобы µi(y,M) < 1 для y ∈ Γi ∩M.

Замечание 24.2. Можно показать, что если выполнены условия 24.3–24.5, то

b(y) + µ(y, G \ {y}) > 0, y ∈ ∂G, т. е. краевое условие (24.9) задано в каждой

точке границы.

Используя соотношения (24.12), запишем нелокальные условия (24.10) в

виде

u(y)−Biu(y)−Bαiu(y)−Bβiu(y) = 0, y ∈ Γi; u(y) = 0, y ∈ K, (24.13)

где операторы Bi определены в п. 23.2,

Bαiu(y) =

∫

G

u(η)αi(y, dη), Bβiu(y) =

∫

G

u(η)βi(y, dη), y ∈ Γi.

Введем пространство

CB(G) = {u ∈ C(G) : u удовлетворяют (24.9)}.
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Очевидно, в определении пространства CB(G) можно также использовать усло-

вия (24.10) или (24.13). Из определения пространства CB(G) и условия 24.2

следует, что

CB(G) ⊂ CN (G) ⊂ CK(G). (24.14)

Лемма 24.4. Пусть выполнены условия 23.1, 23.2 и 24.1–24.5. Пусть функция
u ∈ CB(G) достигает в точке y0 ∈ G положительного максимума, и пусть
P(y, D)u ∈ C(G). Тогда найдется такая точка y1 ∈ G, что u(y1) = u(y0) и
P(y, D)u(y1) + P1u(y1) 6 0.

Доказательство. 1. Если y0 ∈ G, то заключение леммы вытекает из лем-

мы 24.3. Пусть y0 ∈ ∂G. Предположим, что лемма неверна, т. е. u(y0) > u(y)

для всех y ∈ G.

Так как u(y0) > 0 и u ∈ CB(G) ⊂ CN (G), то y0 ∈M. Пусть y0 ∈ Γi ∩M при

некотором i. Если µi(y
0, G) > 0, то, учитывая (24.11), имеем

u(y0)−
∫

G

u(η)µi(y
0, dη) >

∫

G

[u(y0)− u(η)]µi(y
0, dη) > 0,

что противоречит (24.10). Следовательно, spt µi(y
0, ·) ⊂ ∂G. Отсюда, из (24.12)

и условия 24.4 (часть 1) вытекает, что

bis(y
0) = 0, spt αi(y

0, ·) ⊂ ∂G \ Oκ1(K), spt βi(y
0, ·) ⊂ ∂G. (24.15)

2. Предположим, что αi(y
0, ∂G\Oκ1(K)) = 0. В этом случае согласно (24.15)

αi(y
0, G) = 0. (24.16)

Далее, из (24.12), (24.15), (24.16) и условия 24.5 получаем

µi(y
0, ·) = βi(y

0, ·), spt βi(y
0, ·) ⊂ ∂G, βi(y

0,M) < 1.

Следовательно, для u ∈ CB(G) ⊂ CN (G) имеют место соотношения

u(y0)−
∫

G

u(η)µi(y
0, dη) = u(y0)−

∫

M

u(η)βi(y
0, dη) > u(y0)− u(y0)βi(y

0,M) > 0,

что противоречит (24.10).

Полученное противоречие означает, что αi(y
0, ∂G \ Oκ1(K)) > 0. Таким об-

разом, учитывая условие 24.4 (часть 2), имеем y0 ∈ Oκ2(K).
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3. Покажем, что найдется точка

y′ ∈ ∂G \ Oκ1(K) (24.17)

такая, что u(y′) = u(y0). Предположим противное: u(y0) > u(y) для y ∈ ∂G \
Oκ1(K). Тогда, используя (24.11), (24.12) и (24.15), получаем

u(y0)−
∫

G

u(η)µi(y
0, dη) >

∫

G

[u(y0)− u(η)]µi(y
0, dη) >

>
∫

∂G\Oκ1 (K)

[u(y0)− u(η)]αi(y
0, dη) > 0,

(24.18)

поскольку αi(y
0, ∂G \ Oκ1(K)) > 0. Неравенство (24.18) противоречит (24.10).

Следовательно, функция u достигает в некоторой точке y′ ∈ ∂G \ Oκ1(K) поло-

жительного максимума. Повторяя рассуждения пп. 1 и 2 доказательства, полу-

чаем, что y′ ∈ Oκ2(K). Но это противоречит (24.17).

Итак, доказано существование такой точки y1 ∈ G, что u(y1) = u(y0). При-

меняя лемму 24.3, получим P(y, D)u(y1) + P1u(y1) 6 0.

Следствие 24.1. Пусть выполнены условия 23.1, 23.2 и 24.1–24.5. Пусть u ∈
CB(G) — решение уравнения

qu(y)−P(y, D)u(y)−P1u(y) = f0(y), y ∈ G,

где q > 0 и f0 ∈ C(G). Тогда

‖u‖C(G) 6 1

q
‖f0‖C(G). (24.19)

Доказательство. Пусть max
y∈G

|u(y)| = u(y0) > 0 для некоторого y0 ∈ G. Тогда

по лемме 24.4 найдется такая точка y1 ∈ G, что u(y1) = u(y0) и P(y,D)u(y1) +

P1u(y1) 6 0. Следовательно,

‖u‖C(G) = u(y0) = u(y1) =
1

q
(P(y,D)u(y1) + P1u(y1) + f0(y

1)) 6 1

q
‖f0‖C(G).

Если max
y∈G

|u(y)| = −u(y0) > 0, то, повторяя приведенные рассуждения при-

менительно к решению v(y) = −u(y) уравнения qv −P(y, D)v −P1v = −f0, мы

снова получим (24.19).
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24.3. Сведение к операторному уравнению на границе

В этом параграфе мы наложим на нелокальные операторы дополнительные огра-

ничения, которые позволят свести нелокальные эллиптические задачи к опера-

торным уравнениям на границе.

Заметим, что если u ∈ CN (G), то функция Biu непрерывна на Γi и может

быть продолжена до непрерывной функции на Γi (которую также будем обо-

значать Biu), принадлежащей CN (Γi). Предположим, что операторы Bαi и Bβi

обладают аналогичным свойством.

Условие 24.6. Для любой u ∈ CN (G) функции Bαiu и Bβiu могут быть про-
должены на Γi таким образом, что продолженные функции (которые также
будем обозначать Bαiu и Bβiu соответственно) принадлежат CN (Γi).

Следующая лемма непосредственно вытекает из определения нелокальных

операторов.

Лемма 24.5. Пусть выполнены условия 6.3, 23.2, 24.2, 24.3 и 24.6. Тогда
операторы Bi,Bαi,Bβi : CN (G) → CN (Γi) ограничены и

‖Biu‖CN (Γi)
6 ‖u‖CN (G), ‖Bαiu‖CN (Γi)

6 ‖u‖CN (G\Oκ1 (K)),

‖Bβiu‖CN (Γi)
6 ‖u‖CN (G), ‖Bαiu + Bβiu‖ 6 ‖u‖CN (G),

‖Biu + Bαiu + Bβiu‖ 6 ‖u‖CN (G).

Введем операторы

B = {Bi} : CN (G) → CN (∂G), Bαβ = {Bαi + Bβi} : CN (G) → CN (∂G),

(24.20)

где CN (∂G) определено в (5.1).

Используя определенный в п. 24.1 оператор Sq, введем ограниченный опера-

тор

I−BαβSq : CN (∂G) → CN (∂G), q > q1. (24.21)

Так как Sqψ ∈ CN (G) для ψ ∈ CN (∂G), то оператор в (24.21) определен кор-

ректно.

Далее будут сформулированы достаточные условия, гарантирующие суще-

ствование ограниченного оператора (I−BαβSq)
−1 : CN (∂G) → CN (∂G).

Представим меры βi(y, ·) в виде

βi(y, ·) = β1
i (y, ·) + β2

i (y, ·), (24.22)
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где β1
i (y, ·) и β2

i (y, ·) — неотрицательные борелевские меры. Опишем их. Для

каждого p > 0 рассмотрим покрытие множества M p-окрестностями всех его

точек. Обозначим через Mp некоторое конечное подпокрытие. Очевидно, Mp —

открытое борелевское множество. Далее, для каждого p > 0 рассмотрим среза-

ющую функцию ζ̂p ∈ C∞(R2) такую, что 0 6 ζ̂p(y) 6 1, ζ̂p(y) = 1, если y ∈Mp/2,

и ζ̂p(y) = 0, если y /∈Mp. Положим ζ̃p = 1− ζ̂p. Введем операторы

B̂1
βiu(y) =

∫

G

ζ̂p(η)u(η)β1
i (y, dη), B̃1

βiu(y) =

∫

G

ζ̃p(η)u(η)β1
i (y, dη),

B2
βiu(y) =

∫

G

u(η)β2
i (y, dη).

Условие 24.7. При всех i = 1, . . . , N имеем:

1. операторы B̂1
βi, B̃

1
βi : CN (G) → CN (Γi) ограничены;

2. существует такое число p > 0, что3

‖B̂1
βi‖ <





1

c1

, если αj(y, G) = 0 ∀y ∈ Γj, j = 1, . . . , N,

1

c1(1 + c1)
в противном случае,

где c1 — константа из следствия 23.3.

Замечание 24.3. Операторы B̂1
βi, B̃

1
βi : CN (G) → CN (Γi) ограничены тогда и

только тогда, когда оператор B̂1
βi + B̃1

βi : CN (G) → CN (Γi) ограничен. Это сле-

дует из соотношений B̂1
βiu = (B̂1

βi + B̃1
βi)(ζ̂pu) и B̃1

βiu = (B̂1
βi + B̃1

βi)(ζ̃pu) и

непрерывности функций ζ̂p и ζ̃p.

Условие 24.8. Операторы B2
βi : CN (G) → CN (Γi), i = 1, . . . , N , компактные.

Из (24.12) и (24.22) следует, что меры µi(y, ·) представимы в виде

µi(y, ·) =

Si∑
s=1

δis(y, ·) + αi(y, ·) + β1
i (y, ·) + β2

i (y, ·), y ∈ Γi.

Меры δis(y, ·) отвечают нелокальным членам с носителем вблизи множества K
точек сопряжения. Меры αi(y, ·) соответствуют нелокальным членам с носи-

телем вне множества K. Меры β1
i (y, ·) и β2

i (y, ·) соответствуют нелокальным

3Часть 2 условия 24.7 может быть заменена более сильным предположением: «‖B̂1
βi‖ → 0

при p → 0», которое проще проверить в конкретных приложениях.
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членам, носитель которых имеет произвольную геометрическую структуру (в

частности, может пересекаться с множеством K); однако мера β1
i (y,Mp) множе-

ства Mp при малых p должна быть мала (условие 24.7), а мера β2
i (y, ·) должна

порождать компактный оператор (условие 24.8).

Лемма 24.6. Пусть выполнены условия 23.1, 23.2, 24.1–24.5 и 24.6–24.8. Тогда
существует ограниченный оператор (I−BαβSq)

−1 : CN (∂G) → CN (∂G), q > q1,
где q1 > 0 достаточно велико.

Доказательство. 1. Рассмотрим ограниченные операторы B̂1
β = {B̂1

βi}, B̃1
β =

{B̃1
βi}, B2

β = {B2
βi} и Bα = {Bαi}, действующие из CN (G) в CN (∂G) (ср. (24.20)).

Докажем, что оператор I − BαSq : CN (∂G) → CN (∂G) имеет ограниченный

обратный.

Введем функцию ζ ∈ C∞(G) такую, что 0 6 ζ(y) 6 1, ζ(y) = 1 при y ∈ Gσ и

ζ(y) = 0 при y /∈ Gσ/2, где σ > 0 — число из условия 24.4.

Имеем

I−BαSq = I−Bα(1− ζ)Sq −BαζSq. (24.23)

1a. Вначале покажем, что оператор I − Bα(1 − ζ)Sq имеет ограниченный

обратный. По лемме 24.5 и следствию 23.3

‖Bα(1− ζ)Sq‖ 6 c1. (24.24)

Далее, (1 − ζ)Sqψ = 0 в Gσ для любого ψ ∈ CN (∂G). Следовательно, по усло-

вию 24.4

suppBα(1− ζ)Sqψ ⊂ ∂G ∩ Oκ2(K). (24.25)

Покажем, что

‖[Bα(1− ζ)Sq]
2‖ 6 c

q
, q > q1, (24.26)

где q1 > 0 достаточно велико и c > 0 не зависит от q. Последовательно применяя

(I) лемму 24.5, (II) лемму 24.2 и соотношение (24.25) и (III) лемму 24.5 и

следствие 23.3, получаем

‖Bα(1− ζ)Sq Bα(1− ζ)Sqψ‖CN (∂G) 6 ‖SqBα(1− ζ)Sqψ‖CN (G\Oκ1 (K)) 6

6 c3

q
‖Bα(1− ζ)Sqψ‖CN (∂G∩Oκ2 (K)) 6 c3c1

q
‖ψ‖CN (∂G).

Отсюда вытекает (24.26) с c = c3c1.
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Если q > 2c, то оператор I − [Bα(1 − ζ)Sq]
2 имеет ограниченный обратный.

Тогда оператор I−Bα(1− ζ)Sq также имеет ограниченный обратный и

[I−Bα(1− ζ)Sq]
−1 = [I + Bα(1− ζ)Sq][I− (Bα(1− ζ)Sq)

2]−1. (24.27)

Из (24.27), леммы 24.5, следствия 23.3 и соотношений (24.24) и (24.26) следует,

что

‖[I−Bα(1− ζ)Sq]
−1‖ = 1 + c1 + O(q−1), q → +∞. (24.28)

1b. Теперь оценим норму оператора BαζSq. Из лемм 24.5 и 24.2 получаем

‖BαζSqψ‖CN (∂G) 6 ‖Sqψ‖C(Gσ/2) 6 c2

q
‖ψ‖CN (∂G). (24.29)

Следовательно, используя представление (24.23), видим, что оператор I−BαSq

имеет ограниченный обратный при всех достаточно больших q и

(I−BαSq)
−1 = [I− (I−Bα(1− ζ)Sq)

−1BαζSq]
−1[I−Bα(1− ζ)Sq]

−1. (24.30)

Из (24.28)–(24.30) вытекает, что

‖(I−BαSq)
−1‖ = 1 + c1 + O(q−1), q → +∞. (24.31)

2. Докажем, что оператор I − (Bα + B̂1
β + B̃1

β)Sq : CN (∂G) → CN (∂G) имеет

ограниченный обратный.

2a. Из определения оператора B̃1
β и леммы 24.1 (с Q1 = M и Q2 = G\Mp/2)

следует, что

‖B̃1
βiSqψ‖CN (Γi)

6 ‖Sqψ‖C(G\Mp/2) 6 c2

q
‖ψ‖CN (∂G), (24.32)

поскольку (G \Mp/2) ∩M = ∅ и supp (Sqψ)|∂G ⊂M для ψ ∈ CN (∂G).

2b. Пусть αj(y, G) 6= 0 при некоторых j и y ∈ Γj. В силу условия 24.7

(часть 2) и следствия 23.3 найдется такое число d, что 0 < 2d < 1/(1 + c1) и

‖B̂1
βiSqψ‖CN (Γi)

6
(

1

c1(1 + c1)
− 2d

c1

)
‖Sqψ‖CN (G) 6

(
1

1 + c1

− 2d

)
‖ψ‖CN (∂G).

(24.33)

Из неравенств (24.32) и (24.33) получаем

‖(B̂1
β + B̃1

β)Sq‖ 6 1

1 + c1

− d (24.34)

для всех достаточно больших q. Из (24.31) и (24.34) имеем

‖(I−BαSq)
−1(B̂1

β + B̃1
β)Sq‖ < 1
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для достаточно больших q. Следовательно, существует ограниченный обратный

оператор

[I− (Bα + B̂1
β + B̃1

β)Sq]
−1 = [I− (I−BαSq)

−1(B̂1
β + B̃1

β)Sq]
−1[I−BαSq]

−1. (24.35)

2c. Если αj(y, G) = 0 при y ∈ Γj, j = 1, . . . , N , то в силу условия 24.7

(часть 1) неравенство (24.33) принимает вид

‖B̂1
βiSqψ‖CN (Γi)

6
(

1

c1

− 2d

c1

)
‖Sqψ‖CN (G) 6 (1− 2d)‖ψ‖CN (∂G).

Следовательно, неравенство (24.34) примет вид

‖(B̂1
β + B̃1

β)Sq‖ 6 1− d. (24.36)

Так как в данном случае Bα = 0, то из (24.36) следует, что оператор

I− (Bα + B̂1
β + B̃1

β)Sq = I− (B̂1
β + B̃1

β)Sq

имеет ограниченный обратный.

3. Осталось доказать, что оператор I − BαβSq также имеет ограниченный

обратный. По условию 24.8 оператор B2
β компактный. Следовательно, оператор

B2
βSq также компактный. Так как индекс фредгольмова оператора устойчив по

отношению к компактным возмущениям, то оператор I − BαβSq фредгольмов

и ind (I − BαβSq) = 0. Чтобы доказать, что I − BαβSq имеет ограниченный

обратный, достаточно показать, что dim ker (I−BαβSq) = 0.

Пусть ψ ∈ CN (∂G) и (I − BαβSq)ψ = 0. Тогда функция u = Sqψ ∈ C∞(G) ∩
CN (G) является решением задачи

P(y, D)u− qu = 0, y ∈ G,

u(y)−Biu(y)−Bαiu(y)−Bβiu(y) = 0, y ∈ Γi; u(y) = 0, y ∈ K.

В силу следствия 24.1 имеем u = 0. Значит, ψ = BαβSqψ = Bαβu = 0.

24.4. Существование полугрупп Феллера

В этом параграфе мы докажем, что ограниченные возмущения эллиптических

операторов с нелокальными членами, удовлетворяющими условиям пп. 24.1–

24.3, являются генераторами полугрупп Феллера.

Сводя нелокальные задачи на границу и используя лемму 24.6, докажем,

что нелокальные задачи разрешимы в пространствах непрерывных функций.
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Лемма 24.7. Пусть выполнены условия 23.1, 23.2, 24.2–24.5 и 24.6–24.8, и
пусть q1 > 0 достаточно велико. Тогда для любых q > q1 и f0 ∈ C(G) задача

qu(y)−P(y, D)u(y) = f0(y), y ∈ G, (24.37)

u(y)−Biu(y)−Bαiu(y)−Bβiu(y) = 0, y ∈ Γi; u(y) = 0, y ∈ K, (24.38)

имеет единственное решение u ∈ CB(G) ∩W 2
loc(G).

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную задачу

qv(y)−P(y, D)v(y) = f0(y), y ∈ G; v(y)−Biv(y) = 0, y ∈ Γi, i = 1, . . . , N.

(24.39)

Так как f0 ∈ C(G), то по следствию 23.3 существует единственное решение

v ∈ CK(G) задачи (24.39). Следовательно, v ∈ CN (G).

2. Положим w = u − v. Неизвестная функция w принадлежит CN (G) и в

силу (24.37)–(24.39) удовлетворяет соотношениям

qw(y)−P(y, D)w(y) = 0, y ∈ G,

w(y)−Biw(y)−Bαiw(y)−Bβiw(y) = Bαiv(y) + Bβiv(y), y ∈ Γi, i = 1, . . . , N,

w(y) = 0, y ∈ K.
(24.40)

В силу условия 24.6 задача (24.40) эквивалентна операторному уравнению

ψ −BαβSqψ = Bαβv относительно неизвестной функции ψ ∈ CN (∂G). Согласно

лемме 24.6 это уравнение имеет единственное решение ψ ∈ CN (∂G). Тогда

задача (24.37), (24.38) также имеет единственное решение

u = v + w = v + Sqψ = v + Sq(I−BαβSq)
−1Bαβv ∈ CB(G).

Более того, u ∈ W 2
loc(G) в силу теоремы о внутренней гладкости решений эл-

липтических уравнений.

Используя лемму 24.7 и условие 24.1, докажем, что задачи с ограниченными

возмущениями также разрешимы в пространствах непрерывных функций.

Лемма 24.8. Пусть выполнены условия 23.1, 23.2 и 24.1–24.8, и пусть q1 > 0

достаточно велико. Тогда для любых q > q1 и f0 ∈ C(G) задача

qu− (P(y, D) + P1)u = f0(y), y ∈ G, (24.41)

u(y)−Biu(y)−Bαiu(y)−Bβiu(y) = 0, y ∈ Γi; u(y) = 0, y ∈ K, (24.42)

имеет единственное решение u ∈ CB(G) ∩W 2
loc(G).
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Доказательство. Обозначим через I единичный оператор в C(G). Рассмотрим

оператор qI − P(y, D) как оператор, действующий из C(G) в C(G) с областью

определения D(qI − P(y, D)) = {u ∈ CB(G) ∩ W 2
loc(G) : P(y,D)u ∈ C(G)}. В

силу леммы 24.7 и следствия 24.1 существует ограниченный оператор (qI −
P(y, D))−1 : C(G) → C(G) и

‖(qI −P(y, D))−1‖ 6 1/q.

Введем оператор qI − P(y, D)− P1 : C(G) → C(G) с областью определения

D(qI −P(y, D)−P1) = D(qI −P(y, D)). Так как

qI −P(y, D)−P1 = (I −P1(qI −P(y,D))−1)(qI −P(y,D)),

то оператор qI−P(y,D)−P1 : C(G) → C(G) имеет ограниченный обратный при

q > q1, где q1 настолько велико, что ‖P1‖ · ‖(qI −P(y, D))−1‖ 6 1/2, q > q1.

Рассмотрим неограниченный оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G), за-

данный формулой

PBu = P(y, D)u + P1u,

u ∈ D(PB) = {u ∈ CB(G) ∩W 2
loc(G) : P(y, D)u + P1u ∈ CB(G)}.

(24.43)

Лемма 24.9. Пусть выполнены условия 23.1, 23.2 и 24.1–24.8. Тогда D(PB)

плотно в CB(G).

Доказательство. Будем проводить доказательство по схеме, предложенной

в [81].

1. Пусть u ∈ CB(G). Так как CB(G) ⊂ CN (G) в силу (24.14), то для любых

ε > 0 и q > q1 существует такая функция u1 ∈ C∞(G) ∩ CN (G), что

‖u− u1‖C(G) 6 min(ε, ε/(2c1kq)), (24.44)

где kq = ‖(I−BαβSq)
−1‖.

Положим

f0(y) ≡ qu1 −P(y, D)u1, y ∈ G,

ψi(y) ≡ u1(y)−Biu1(y)−Bαiu1(y)−Bβiu1(y), y ∈ Γi, i = 1, . . . , N.
(24.45)

Поскольку u1 ∈ CN (G), то согласно условию 24.6 {ψi} ∈ CN (∂G). Используя

соотношение

u(y)−Biu(y)−Bαiu(y)−Bβiu(y) = 0, y ∈ Γi,
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неравенство (24.44) и лемму 24.5, получим

‖{ψi}‖CN (∂G) 6 ‖u− u1‖C(G) + ‖(B + Bαβ)(u− u1)‖CN (∂G) 6 ε/(c1kq). (24.46)

Рассмотрим вспомогательную нелокальную задачу

qu2 −P(y, D)u2 = f0(y), y ∈ G,

u2(y)−Biu2(y)−Bαiu2(y)−Bβiu2(y) = 0, y ∈ Γi; u2(y) = 0, y ∈ K.
(24.47)

Так как f0 ∈ C∞(G), то по лемме 24.7 задача (24.47) имеет единственное

решение u2 ∈ CB(G) ⊂ CN (G).

Используя (24.45), (24.47) и соотношения u1(y) = u2(y) = 0, y ∈ K, видим,

что функция w1 = u1 − u2 удовлетворяет соотношениям

qw1 −P(y, D)w1 = 0, y ∈ G,

w1(y)−Biw1(y)−Bαiw1(y)−Bβiw1(y) = ψi(y), y ∈ Γi; w1(y) = 0, y ∈ K.
(24.48)

Из условия 24.6 следует, что задача (24.48) эквивалентна операторному урав-

нению ϕ − BαβSqϕ = ψ в CN (∂G), где w1 = Sqϕ. Согласно лемме 24.6 это

уравнение имеет единственное решение ϕ ∈ CN (∂G). Таким образом, пользуясь

следствием 23.3 и неравенством (24.46), получаем

‖w1‖C(G) 6 c1‖(I−BαβSq)
−1‖ · ‖{ψi}‖CN (∂G) 6 c1kqε/(c1kq) = ε. (24.49)

2. Наконец, рассмотрим задачу

λu3 −P(y,D)u3 −P1u3 = λu2, y ∈ G,

u3(y)−Biu3(y)−Bαiu3(y)−Bβiu3(y) = 0, y ∈ Γi; u3(y) = 0, y ∈ K.
(24.50)

Так как u2 ∈ CB(G), то по лемме 24.8 задача (24.50) имеет единственное

решение u3 ∈ D(PB) при всех достаточно больших λ.

Обозначим w2 = u2 − u3. Из (24.50) вытекает, что

λw2 −P(y, D)w2 −P1w2 = −P(y, D)u2 −P1u2 = f0 − qu2 −P1u2.

Применяя следствие 24.1, имеем

‖w2‖C(G) 6 1

λ
‖f0 − qu2 −P1u2‖C(G).

Выбирая достаточно большое λ, получаем

‖w2‖C(G) 6 ε. (24.51)
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Из неравенств (24.44), (24.49) и (24.51) следует, что

‖u− u3‖C(G) 6 ‖u− u1‖C(G) + ‖u1 − u2‖C(G) + ‖u2 − u3‖C(G) 6 3ε.

Докажем теперь основной результат статьи.

Теорема 24.1. Пусть выполнены условия 23.1, 23.2 и 24.1–24.8. Тогда опе-
ратор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) является генератором полугруппы
Феллера.

Доказательство. 1. В силу леммы 24.8 и следствия 24.1 при всех достаточно

больших q > 0 существует ограниченный оператор (qI − PB)−1 : CB(G) →
CB(G) и

‖(qI −PB)−1‖ 6 1/q.

2. Поскольку оператор (qI−PB)−1 ограничен и определен на всем простран-

стве CB(G), он замкнут. Следовательно, оператор qI −PB : D(PB) ⊂ CB(G) →
CB(G) замкнут. Значит, и оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) также

замкнут.

3. Докажем, что оператор (qI−PB)−1 неотрицателен. Предположим против-

ное; тогда найдется такая функция f0 > 0, что решение u ∈ D(PB) уравнения

qu − PBu = f0 достигает в некоторой точке y0 ∈ G отрицательного минимума.

В этом случае функция v = −u достигает в точке y0 положительного макси-

мума. Согласно лемме 24.4 существует такая точка y1 ∈ G, что v(y1) = v(y0)

и PBv(y1) 6 0. Следовательно, 0 < v(y0) = v(y1) = (PBv(y1) − f0(y
1))/q 6 0.

Полученное противоречие доказывает, что u > 0.

Таким образом, выполнены все условия теоремы Хилле—Иосиды (теоре-

мы 23.1), и оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) — генератор полугруппы

Феллера.

В следующем пункте приведем пример нелокальных операторов, удовлетво-

ряющих условиям теоремы 24.1.

24.5. Пример

Пусть ∂G = Γ1 ∪ Γ2 ∪ K, где Γ1 и Γ2 открытые связные в топологии ∂G кри-

вые класса C∞, причем Γ1 ∩ Γ2 = ∅ и Γ1 ∩ Γ2 = K; множество K состоит
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из двух точек: g1 и g2. Предположим, что область G совпадает с плоским уг-

лом в ε-окрестности точек gi, i = 1, 2. Пусть Ωj, j = 1, . . . , 4, — непрерывные

преобразования, заданные на Γ1 и удовлетворяющие следующим условиям (см.

рис. 24.1):

Рис. 24.1. Нетрансверсальные нелокальные условия

1. Ω1(K) ⊂ K, Ω1(Γ1 ∩ Oε(K)) ⊂ G, Ω1(Γ1 \ Oε(K)) ⊂ G ∪ Γ2 и Ω1(y) есть

композиция операторов сдвига аргумента, поворота и гомотетии при y ∈
Γ1 ∩ Oε(K);

2. существуют такие числа κ1 > κ2 > 0 и σ > 0, что Ω2(Γ1) ⊂ G \ Oκ1(K) и

Ω2(Γ1 \ Oκ2(K)) ⊂ Gσ; кроме того, Ω2(g1) ∈ Γ1 и Ω2(g2) ∈ G;

3. Ω3(Γ1) ⊂ G ∪ Γ2 и Ω3(K) ⊂ Γ2;

4. Ω4(Γ1) ⊂ G ∪ Γ2 и Ω4(K) ⊂ K.

Пусть b1 ∈ C(Γ1) ∩ C∞(Γ1 ∩ Oε(K)), b2, b3, b4 ∈ C(Γ1) и bj > 0, j = 1, . . . , 4.

Пусть G1 ограниченная область, G1 ⊂ G, и Γ ⊂ G — кривая класса C1.

Введем непрерывные неотрицательные функции c(y, η), y ∈ Γ1, η ∈ G1, и d(y, η),

y ∈ Γ1, η ∈ Γ.

Рассмотрим следующие нелокальные условия:

u(y)−
4∑

j=1

bj(y)u(Ωj(y))−
∫

G1

c(y, η)u(η)dη −
∫

Γ

d(y, η)u(η)dΓη = 0, y ∈ Γ1,

u(y) = 0, y ∈ Γ2.
(24.52)
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Пусть Q ⊂ G — произвольное борелевское множество; введем меры µ(y, ·),
y ∈ ∂G:

µ(y,Q) =
4∑

j=1

bj(y)χQ(Ωj(y)) +

∫

G1∩Q

c(y, η)dη +

∫

Γ∩Q

d(y, η)u(η)dΓη, y ∈ Γ1,

µ(y,Q) = 0, y ∈ Γ2.
(24.53)

Пусть N и M определены, как выше. Предположим, что

µ(y, G) =
4∑

j=1

bj(y) +

∫

G1

c(y, η) dη +

∫

Γ

d(y, η) dΓη 6 1, y ∈ ∂G,

∫

Γ∩M

d(y, η)dΓη < 1, y ∈M;

b2(g1) = 0 или µ(Ω2(g1), G) = 0, b2(g2) = 0;

b4(gj) = 0; c(gj, ·) = 0; d(gj, ·) = 0.

(24.54)

Полагая b(y) = 1− µ(y, G), мы можем переписать (24.52) в виде (ср. (24.9))

b(y)u(y) +

∫

G

[u(y)− u(η)]µ(y, dη) = 0, y ∈ ∂G.

Введем срезающую функцию ζ ∈ C∞(R2) с носителем в Oε(K), равную

единице на Oε/2(K) и такую, что 0 6 ζ(y) 6 1 при y ∈ R2. Пусть y ∈ Γ1, а

Q ⊂ G — произвольное борелевское множество; обозначим

δ(y, Q) = ζ(y)b1(y)χQ(Ω1(y)), α(y, Q) = b2(y)χQ(Ω2(y)),

β1(y, Q) =
(
1− ζ(y)

)
b1(y)χQ(Ω1(y)) +

∑
j=3,4

bj(y)χQ(Ωj(y)),

β2(y,Q) =

∫

G1∩Q

c(y, η)dη +

∫

Γ∩Q

d(y, η)u(η)dΓη.

(24.55)

Непосредственно проверяется, что эти меры удовлетворяют условиям 6.3, 23.2,

24.2–24.8.

25. Неограниченные возмущения
диффузионных процессов

В этом параграфе мы докажем существование полугруппы Феллера, генератор

которой есть неограниченное в C(G) возмущение эллиптического оператора.
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25.1. Предположения о неограниченных возмущениях
и нелокальных операторах

Рассмотрим те же нелокальные условия, что в § 24 (см. (24.9), (24.10) или

(24.13)). Пусть N ⊂ ∂G и M = ∂G \ N — те же множества, что в § 24. Зафик-

сируем натуральное l и вещественное a такие, что

l > 2, a = l + 1− δ,

где δ ∈ (0, 1) то же, что в п. 23.4.

Замечание 25.1. В силу теоремы 23.2 и следствия 23.3 операторы

Sq : Hl+3/2
a (∂G) → H l+2

a (G), Sq : Hl+3/2
N ,a (∂G) → H l+2

N ,a(G)

ограничены в соответствующих нормах ||| · ||| равномерно по q при q > q1, где

q1 > 0 достаточно большое число (указанные пространства определены в п. 5.3).

Рассмотрим линейный ограниченный оператор P1 : H l+2
a (G) → H l

a−1(G),

удовлетворяющий следующему условию.

Условие 25.1. 1. Если функция u ∈ H l+2
a (G) достигает положительного

максимума в точке y0 ∈ G, то P1u(y0) 6 0.

2. Если u ∈ C(G) ∩H l+2
a (G), то функция P1u ограничена в области G.

3. Для всех достаточно малых % > 0 справедливо представление

P1 = P1
1% + P2

1%;

здесь операторы P1
1%,P

2
1% : H l+2

a (G) → H l
a−1(G) таковы, что

• ‖P1
1%u‖Hl

a−1(G) 6 c(%)‖u‖Hl+2
a (G), где c(%) > 0 не зависит от u и c(%) →

0 при % → 0,

• оператор P2
1% компактный.

Заметим, что D(P1) ⊂ C l(G \ K) ⊂ C2(G) и R(P1) ⊂ C l−2(G \ K) ⊂ C(G)

в силу соотношения l > 2 и теоремы вложения Соболева. Более того, если

u ∈ C(G)∩H l+2
a (G), то функция P1u ограничена в области G, но необязательно

непрерывна на G.

Рассмотрим пример оператора P1.
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Пример 25.1. 1. Пусть l > 2, 0 < δ < 1 и a = l + 1 − δ те же, что и вы-

ше. Пусть F — пространство с σ-алгеброй F и борелевской мерой π. Рассмот-

рим вектор-функцию z(y, η) со значениями в R2 и скалярную неотрицательную

функцию m(y, η), где y ∈ G и η ∈ F .

При описании движения со «скачками» частицы в области G функция z(y, η)

характеризует направление скачка и длину скачка, а функция m(y, η) — плот-
ность скачка.

Предположим, что z(·, η),m(·, η) ∈ C l(G) для любого фиксированного η ∈ F

и функции Dα
y z(y, η) и Dα

y m(y, η) ограничены и π-измеримы по переменной η

при |α| 6 l, y ∈ G.

Пусть функция z(y, η) удовлетворяет следующим условиям:

y + θz(y, η) ∈ G ∀y ∈ G, η ∈ F, θ ∈ [0, 1], (25.1)

|Dα
y z(y, η)| 6 Z(η) ∀y ∈ G, η ∈ F, |α| 6 l, (25.2)

∫

Z6%

Z2(η)π(dη) 6 c1(%),

∫

Z>%

π(dη) 6 c2(%), (25.3)

где Z(η) — неотрицательная π-измеримая ограниченная функция, c1(%), c2(%) >

0 и c1(%) → 0 при % → 0.

В частности, условие (25.1) означает, что скачки за пределы G невозможны.

Условие (25.3) характеризует поведение меры π по отношению к малым скачкам

и большим скачкам.

Для доказательства оценок в весовых пространствах мы также предполо-

жим, что

c|y − y′| 6 |(y − y′) + θ(z(y, η)− z(y′, η))| 6 C|y − y′|,
y, y′ ∈ G, η ∈ F, θ ∈ [0, 1], (25.4)

где c, C > 0. Используя неравенства (25.4), нетрудно показать, что замена пере-

менных Y : y 7→ y + θz(y, η) есть диффеоморфизм класса C1 (и даже класса C l,

так как z(·, η) ∈ C l(G) при любом η ∈ F ), отображающий G на Y (G) ⊂ G при

любых η ∈ F и θ ∈ [0, 1] и

c2 6 Jη,θ(y) 6 C2, y ∈ G, η ∈ F, θ ∈ [0, 1]. (25.5)

где Jη,θ(y) — модуль якобиана этой замены переменных.
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Теперь наложим некоторые ограничения на размер, амплитуду и плотность

скачков вблизи множества K и вне K. Для любого % > 0 положим

G% = G ∩ O%(K), G′
% = G \G%.

Зафиксируем достаточно малые числа %1 > %2 > 0. Для y ∈ G′
%1

предположим,

что

y + θz(y, η) ∈ G′
%2

∀y ∈ G′
%1

, η ∈ F, θ ∈ [0, 1]. (25.6)

Чтобы описать функции z(y, η) и m(y, η) при y ∈ G%1, зафиксируем произволь-

ную точку gj и предположим, что она совпадает с началом координат: gj = 0.

Пусть

y + θz(y, η) ∈ Oχ̃r(K) \ Oχr(K) ∀y ∈ G ∩ O%1(gj), η ∈ F, (25.7)

m(y, η) = Mj(η)rl+1−δµj(ω) ∀y ∈ G ∩ O%1(gj), η ∈ F, (25.8)

где ω, r — полярные координаты точки y, µj(ω) — неотрицательная l + 2 раза

непрерывно дифференцируемая функция, χ̃ > χ > 0, Mj(η) — неотрицательная

ограниченная π-измеримая функция.

Будем считать %1 настолько малым, чтобы область G совпадала с плоским

углом в окрестности Oχ̃%1(gj), j = 1, . . . , N , и Oχ̃%1(gi) ∩ Oχ̃%1(gj) = ∅, i 6= j.

Условие (25.6) означает, что частица, находящаяся «вдали» от множества K
(т. е. вне G%1), не может «перескочить» в малую окрестность множества K (т. е.

в G%2). Условие (25.7) означает, что если частица находится «вблизи» множе-

ства K (т. е. в G%1), то она не может «перескочить» далеко от множества K
(т. е. она остается в Gχ̃%1); более того, в силу условия (25.8) плотность такого

«скачка» стремится к нулю при стремлении y к множеству K.

Зададим операторы P1, P1
1% и P2

1% на множестве C∞
0 (G \ K) по формулам

P1u(y) =

∫

F

[u(y + z(y, η))− u(y)− (∇u(y), z(y, η))]m(y, η)π(dη),

P1
1%u(y) =

∫

Z6%

[u(y + z(y, η))− u(y)− (∇u(y), z(y, η))]m(y, η)π(dη),

P2
1%u(y) =

∫

Z>%

[u(y + z(y, η))− u(y)− (∇u(y), z(y, η))]m(y, η)π(dη),

где (·, ·) — скалярное произведение в R2 (ср. [74,81,82, 103]). Ниже будет пока-

зано, что операторы P1,P
1
1%,P

2
1% : H l+2

l+1−δ(G) → H l
l−δ(G) с областью определения
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C∞
0 (G \ K) ограничены, и, следовательно, их можно продолжить по непрерыв-

ности на все пространство H l+2
l+1−δ(G).

2. Покажем, что оператор P1 удовлетворяет условию 25.1.

2.1. Вначале докажем, что

‖P1
1%u‖W l(G) 6 c(%)‖u‖Hl+2

l+1−δ(G), (25.9)

где c(%) > 0 не зависит от u и c(%) → 0 при % → 0.

Обозначим

U(y, η) = u(y + z(y, η))− u(y)− (∇u(y), z(y, η)) =

=

1∫

0

dθ

θ∫

0

2∑
i,j=1

uyiyj
(y + θ′z(y, η))zi(y, η)zj(y, η) dθ′

(25.10)

и запишем

‖P1
1%u‖2

W l(G) =
∑

|α|6l

∫

G%1

∣∣∣∣∣∣

∫

Z6%

Dα
y

(
U(y, η)m(y, η)

)
π(dη)

∣∣∣∣∣∣

2

dy +

+
∑

|α|6l

∫

G′ρ1

∣∣∣∣∣∣

∫

Z6%

Dα
y

(
U(y, η)m(y, η)

)
π(dη)

∣∣∣∣∣∣

2

dy.

(25.11)

Используя неравенство Шварца, соотношения (25.2), явный вид функции

m(y, η) (см. (25.8)) и равенство (25.10), имеем

∑

|α|6l

∫

G%1

∣∣∣∣∣∣

∫

Z6%

Dα
y

(
U(y, η)m(y, η)

)
π(dη)

∣∣∣∣∣∣

2

dy 6

6 c1

∑

|β|6l+2

∫

G%1

ρ2(|β|−δ−1)

1∫

0

dθ

θ∫

0

dθ′
∫

Z6%

|(Dβ
y u)(y + θ′z(y, η))|2Z2(η)π(dη)×

×
∫

Z6%

Z2(η)π(dη),

где ρ(y) = dist(y,K) и c1, c2, . . . > 0 не зависят от u и %. В силу (25.1), (25.4)

и (25.5), мы можем сделать замену переменных Y = y + θ′z(y, η); тогда, поль-
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зуясь (25.7), из последнего неравенства получим

∑

|α|6l

∫

G%1

∣∣∣∣∣∣

∫

Z6%

Dα
y

(
U(y, η)m(y, η)

)
π(dη)

∣∣∣∣∣∣

2

dy 6

6 c2‖u‖2
Hl+2

l+1−δ(Gχ̃%1
)




∫

Z6%

Z2(η)π(dη)




2

. (25.12)

Аналогично, используя условие (25.6), получаем

∑

|α|6l

∫

G′%1

∣∣∣∣∣∣

∫

Z6%

Dα
y

(
U(y, η)m(y, η)

)
π(dη)

∣∣∣∣∣∣

2

dy 6

6 c3‖u‖2
W l+2(G′%2

)




∫

Z6%

Z2(η)π(dη)




2

6 c4‖u‖2
Hl+2

l+1−δ(G′%2
)




∫

Z6%

Z2(η)π(dη)




2

.

(25.13)

Соотношения (25.11)–(25.13) и первое неравенство в (25.3) дают (25.9).

2.2. Разделив область G на две части G%1 и G′
%1

и используя оценку

∣∣DαU(y, η)
∣∣ 6 c5


 ∑

|β|6|α|

∣∣(Dβ
y u)(y + z(y, η))

∣∣ +
∑

|β|6|α|+1

∣∣Dβ
y u(y)

∣∣



и второе неравенство в (25.3), убеждаемся в том, что

‖P2
1%u‖W l+1(G) 6 ĉ(%)‖u‖Hl+2

l+1−δ(G), (25.14)

где ĉ(%) > 0 не зависит от u.

Из оценок (25.9) и (25.14) и теоремы вложения Соболева (напомним: l > 2)

вытекает, что функция P1u = P1
1%u+P2

1%u непрерывна на G; следовательно, она

ограничена на G. Таким образом, часть 2 в условии 25.1 выполнена.

Выполнение части 3 в условии 25.1 вытекает из оценок (25.9) и (25.14),

ограниченности оператора вложения W l(G) ⊂ H l
l−δ(G) (см. часть 1 леммы 5.2)

и компактности оператора вложения W l+1(G) ⊂ W l(G).

Выполнение части 1 в условии 25.1 следует из неотрицательности функции

m(y, η) и меры π.

Пусть Bαi, Bβi и т. д. — операторы, определенные посредством мер αi(y, ·)
и βi(y, ·) (см. § 24). В этом параграфе, наряду с условиями 23.1, 23.2, 24.2–24.6

и 25.1, рассмотрим следующие условия.
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Условие 25.2. Для u ∈ H l+2
N ,a(G) и q > q1 выполнены оценки

|||Bαiu|||Hl+3/2
a (Γi)

6 c|||u|||Hl+2
a (G\Oκ1 (K)), (25.15)

|||Bαiu|||Hl+3/2
a (Γi\Oκ2 (K))

6 c|||u|||Hl+2
a (Gσ), (25.16)

где q1 > 0 достаточно велико, i = 1, . . . , N , числа κ1, κ2 и σ те же, что в
условии 24.4 и c > 0 не зависит от u и q.

Отметим, что нормы в весовых пространствах H l+2
a (G \ Oκ1(K)), H

l+3/2
a (Γi \

Oκ2(K)) и H l+2
a (Gσ) эквивалентны нормам в соответствующих пространствах

Соболева, так как множества G \Oκ1(K), Γi \Oκ2(K) и Gσ отделены от множе-

ства K.

Условие 25.3. Существует такое q1 > 0, что для i = 1, . . . , N и любого
достаточно малого p > 0 справедливы следующие утверждения:

1. оператор B̂1
βi : H l+2

N ,a(G ∩Mp) → H
l+3/2
N ,a (Γi) ограничен в нормах ||| · ||| при

q > q1 и
|||B̂1

βi|||Hl+2
N ,a(G∩Mp)→H

l+3/2
N ,a (Γi)

→ 0

равномерно по q при p → 0;

2. оператор B̃1
βi : H l+2

N ,a(G \ Mp/2) → H
l+3/2
N ,a (Γi) ограничен в нормах ||| · |||

равномерно по q при q > q1.

Условие 25.4. Операторы B2
βi : H l+2

N ,a(G) → H
l+3/2
N ,a (Γi), i = 1, . . . , N , компакт-

ные.

Условия 25.2, 25.3 и 25.4 являются аналогами в весовых пространствах

условий 24.4, 24.7 и 24.8 соответственно.

25.2. Сведение на границу

Введем операторы

B = {Bi} : H l+2
N ,a(G) → Hl+3/2

N ,a (∂G),

Bαβ = {Bαi + Bβi} : H l+2
N ,a(G) → Hl+3/2

N ,a (∂G).

Используя оператор Sq, определенный в п. 24.1, введем ограниченный опе-

ратор

I−BαβSq : Hl+3/2
N ,a (∂G) → Hl+3/2

N ,a (∂G), q > q1. (25.17)
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В силу замечания 25.1 оператор в (25.17) корректно определен.

Следующая лемма позволяет сводить нелокальные задачи в ограниченных

областях к операторным уравнениям на границе.

Лемма 25.1. Для достаточно большого q1 > 0 существует ограниченный
оператор (I−BαβSq)

−1 : Hl+3/2
N ,a (∂G) → Hl+3/2

N ,a (∂G), q > q1.

Доказательство. 1. Рассмотрим ограниченные операторы B̂1
β = {B̂1

βi}, B̃1
β =

{B̃1
βi}, B2

β = {B2
βi} и Bα = {Bαi}, действующие из H l+2

N ,a(G) в Hl+3/2
N ,a (∂G).

Докажем, что оператор I − BαSq : Hl+3/2
N ,a (∂G) → Hl+3/2

N ,a (∂G) имеет ограни-

ченный обратный.

Введем функцию ζ ∈ C∞(G) такую, что 0 6 ζ(y) 6 1, ζ(y) = 1 при y ∈ Gσ и

ζ(y) = 0 при y /∈ Gσ/2, где σ > 0 — число из условий 24.4 и 25.2.

Имеем

I−BαSq = I−Bα(1− ζ)Sq −BαζSq. (25.18)

1a. Вначале покажем, что оператор I − Bα(1 − ζ)Sq имеет ограниченный

обратный.

Положим Φ = Bα(1− ζ)Sqψ. Из условия 25.2 и теоремы 23.2 вытекает, что

|||Φ|||Hl+3/2
a (∂G)

6 k1|||ψ|||Hl+3/2
a (∂G)

, (25.19)

где k1, k2, . . . > 0 не зависят от q и ψ.

Далее, (1 − ζ)Sqψ = 0 в Gσ для любой ψ ∈ Hl+3/2
N ,a (∂G). Следовательно, по

условию 24.4

supp Φ = suppBα(1− ζ)Sqψ ⊂ ∂G ∩ Oκ2(K). (25.20)

Покажем, что

|||[Bα(1− ζ)Sq]
2ψ|||Hl+3/2

a (∂G)
6 k2q

−1/2|||ψ|||Hl+3/2
a (∂G)

, q > q1, (25.21)

где q1 > 0 достаточно велико. По условию 25.2

|||[Bα(1− ζ)Sq]
2ψ|||Hl+3/2

a (∂G)
= |||Bα(1− ζ)SqΦ|||Hl+3/2

a (∂G)
6 |||SqΦ|||Hl+2

a (G\Oκ1 (K)).

(25.22)

Используя локальную априорную оценку (следствие 23.1), соотношение

P(y,D)SqΦ− qSqΦ = 0
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и замечание 25.1, имеем

|||SqΦ|||Hl+2
a (G\Oκ1 (K)) 6 k4

( N∑
i=1

|||SqΦ|Γi\O(κ1+κ2)/2(K)|||Hl+3/2
a (Γi\O(κ1+κ2)/2(K))

+

+ q−1/2|||SqΦ|||Hl+2
a (G\O(κ1+κ2)/2(K))

)
6

6 k5

(
N∑

i=1

|||SqΦ|Γi\O(κ1+κ2)/2(K)|||Hl+3/2
a (Γi\O(κ1+κ2)/2(K))

+ q−1/2|||Φ|||Hl+3/2
a (∂G)

)
.

(25.23)

Так как функции SqΦ|Γi
− BiSqΦ = Φi равны нулю на Γi \ O(κ1+κ2)/2(K) в

силу (25.20), то

|||SqΦ|Γi\O(κ1+κ2)/2(K)|||Hl+3/2
a (Γi\O(κ1+κ2)/2(K))

=

= |||BiSqΦ|Γi\O(κ1+κ2)/2(K)|||Hl+3/2
a (Γi\O(κ1+κ2)/2(K))

6 k6|||SqΦ|||Hl+2
a (G1),

где G1 ⊂ G. Используя локальную априорную оценку (следствие 23.1), соотно-

шения P(y,D)SqΦ− qSqΦ = 0 и G1 ∩ ∂G = ∅ и замечание 25.1, получим

|||SqΦ|Γi\O(κ1+κ2)/2(K)|||Hl+3/2
a (Γi\O(κ1+κ2)/2(K))

6 k7q
−1/2|||SqΦ|||Hl+2

a (G2) 6

6 k8q
−1/2|||Φ|||Hl+3/2

a (∂G)
,

(25.24)

где G1 ⊂ G2 и G2 ⊂ G.

Неравенства (25.22)–(25.24) и (25.19) дают оценку (25.21). Отсюда и из

оценки (24.26) в доказательстве леммы 24.6 получаем

|||[Bα(1− ζ)Sq]
2ψ|||Hl+3/2

N ,a (∂G)
6 k9q

−1/2|||ψ|||Hl+3/2
N ,a (∂G)

. (25.25)

Из (25.25) вытекает, что существует ограниченный оператор

(I−Bα(1− ζ)Sq)
−1 : Hl+3/2

N ,a (∂G) → Hl+3/2
N ,a (∂G)

и

|||(I−Bα(1− ζ)Sq)
−1|||Hl+3/2

N ,a (∂G)→Hl+3/2
N ,a (∂G)

6 k10 (25.26)

(ср. (24.27) и (24.28)).

1b. Теперь оценим норму оператора BαζSq. Используя условие 25.2, локаль-

ную априорную оценку (следствие 23.1), соотношение P(y, D)Sqψ− qSqψ = 0 и

замечание 25.1, получим

|||BαζSqψ|||Hl+3/2
a (∂G)

6 k11|||Sqψ|||Hl+2
a (Gσ/2) 6

6 k12q
−1/2|||Sqψ|||Hl+2

a (Gσ/4) 6 k13q
−1/2|||ψ|||Hl+3/2

a (∂G)
.
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Отсюда и из неравенства (24.29) в доказательстве леммы 24.6 имеем

|||BαζSqψ|||Hl+3/2
N ,a (∂G)

6 k14q
−1/2|||ψ|||Hl+3/2

N ,a (∂G)
.

Следовательно, учитывая (25.26), видим, что существует ограниченный опера-

тор (I−BαSq)
−1 : Hl+3/2

N ,a (∂G) → Hl+3/2
N ,a (∂G) и

|||(I−BαSq)
−1|||Hl+3/2

N ,a (∂G)→Hl+3/2
N ,a (∂G)

6 k15 (25.27)

(ср. (24.30) и (24.31)).

2. Докажем, что оператор I − (Bα + B̂1
β + B̃1

β)Sq : Hl+3/2
N ,a (∂G) → Hl+3/2

N ,a (∂G)

имеет ограниченный обратный.

Зафиксируем произвольное ε > 0. Используя условие 25.3 (часть 1) и заме-

чание 25.1, имеем

|||B̂1
βSqψ|||Hl+3/2

N ,a (∂G)
6 k16ε|||Sqψ|||Hl+2

N ,a(G) 6 k17ε|||ψ|||Hl+3/2
N ,a (∂G)

(25.28)

для достаточно малого p > 0 (напомним, что p участвует в определении опера-

тора B̂1
β), где k16, k17, . . . > 0 не зависят от ψ, q и ε.

Теперь зафиксируем p. По условию 25.3 (часть 2)

|||B̃1
βiSqψ|||Hl+3/2

N ,a (Γi)
6 k18|||Sqψ|||Hl+2

N ,a(G\Mp/2). (25.29)

Используя локальную априорную оценку (следствие 23.1), соотношения

P(y, D)Sqψ − qSqψ = 0, Sqψ|∂G\Op/4(M) = 0

и замечание 25.1, получим

|||Sqψ|||Hl+2
a (G\Mp/2) 6 k19q

−1/2|||Sqψ|||Hl+2
a (G\Mp/4) 6 k20q

−1/2|||ψ|||Hl+3/2
a (∂G)

. (25.30)

С другой стороны, из леммы 24.1 вытекает

‖Sqψ‖C(G\Mp/2) 6 c2q
−1‖ψ‖CN (∂G) (25.31)

(ср. (24.32)). Объединяя (25.29)–(25.31), имеем

|||B̃1
βiSqψ|||Hl+3/2

N ,a (Γi)
6 k21q

−1/2|||ψ|||Hl+3/2
N ,a (∂G)

. (25.32)

Неравенства (25.28) и (25.32) показывают, что величина

|||(B̂1
β + B̃1

β)Sq|||Hl+3/2
N ,a (∂G)→Hl+3/2

N ,a (∂G)
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может быть сделана сколь угодно малой, если мы вначале выберем достаточ-

но малое p > 0, а затем достаточно большое q > 0. Следовательно, учиты-

вая (25.27), видим, что существует ограниченный оператор

[I− (Bα + B̂1
β + B̃1

β)Sq]
−1 : Hl+3/2

N ,a (∂G) → Hl+3/2
N ,a (∂G).

3. Осталось доказать, что оператор I−BαβSq : Hl+3/2
N ,a (∂G) → Hl+3/2

N ,a (∂G) так-

же имеет ограниченный обратный. Из условия 25.4 и замечания 25.1 вытекает,

что оператор B2
βSq компактный. Применяя теорему 16.4 в [38] (о компактный

возмущениях фредгольмовых операторов), видим, что оператор I−BαβSq также

фредгольмов и ind (I−BαβSq) = 0. Из п. 3 в доказательстве леммы 24.6 следует,

что dim ker (I−BαβSq) = 0, и, значит, оператор I−BαβSq имеет ограниченный

обратный.

25.3. Существование полугрупп Феллера

Всюду в этом пункте считаем выполненными условия 23.1, 23.2, 24.2–24.6

и 25.1–25.4. Мы докажем, что описанные выше неограниченные возмущения

эллиптического оператора с нелокальными краевыми условиями являются ге-

нераторами полугрупп Феллера.

Лемма 25.2. Если функция u ∈ H l+2
a (G) достигает положительного макси-

мума в точке y0 ∈ G, то P(y, D)u(y0) + P1u(y0) 6 0.

Доказательство. Пусть u ∈ H l+2
a (G) достигает положительного максимума в

точке y0 ∈ G. Так как P(y,D)u ∈ H l
a(G) ⊂ C(G), то из принципа максиму-

ма 24.1 имеем P(y,D)u(y0) 6 0. Отсюда и из условия 25.1 (часть 1) получаем

P(y, D)u(y0) + P1u(y0) 6 0.

Лемма 25.3. Пусть функция u ∈ CB(G)∩H l+2
a (G) достигает положительного

максимума в точке y0 ∈ G. Тогда существует такая точка y1 ∈ G, что
u(y1) = u(y0) и P(y,D)u(y1) + P1u(y1) 6 0.

Доказательство аналогично доказательству леммы 24.4, в которой следует

заменить ссылки на лемму 24.3 ссылками на лемму 25.2.

Следствие 25.1. Пусть u ∈ CB(G) ∩H l+2
a (G). Положим

f0(y) = qu(y)−P(y,D)u(y)−P1u(y), y ∈ G,
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где q > 0. Тогда существует такая точка y1 ∈ G, что

‖u‖C(G) 6 1

q
|f0(y

1)|. (25.33)

Доказательство аналогично доказательству следствия 24.1, в котором следует

заменить ссылку на лемму 24.4 ссылкой на лемму 25.3.

Сводя нелокальные задачи на границу и пользуясь леммой 25.1, докажем,

что рассматриваемые нелокальные задачи разрешимы в пространствах непре-

рывных функций для достаточно широкого класса правых частей.

Лемма 25.4. Пусть q > q1, где q1 то же, что в лемме 25.1, и пусть f0 ∈
H l

a−1(G). Тогда задача

qu(y)−P(y, D)u(y) = f0(y), y ∈ G, (25.34)

u(y)−Biu(y)−Bαiu(y)−Bβiu(y) = 0, y ∈ Γi, i = 1, . . . , N,

u(y) = 0, y ∈ K,
(25.35)

допускает единственное решение u ∈ CB(G) ∩H l+2
a (G).

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную задачу

qv(y)−P(y, D)v(y) = f0(y), y ∈ G, (25.36)

v(y)−Biv(y) = 0, y ∈ Γi, i = 1, . . . , N. (25.37)

Аналогично доказательству леммы 24.7, используя теорему 23.2 и асимптоти-

ческие формулы для решений нелокальных задач, можно показать, что зада-

ча (25.36), (25.37) имеет единственное решение v ∈ H l+2
N ,a(G).

Положим w = u − v. Очевидно, неизвестная функция w принадлежит про-

странству H l+2
N ,a(G) тогда и только тогда, когда u ∈ H l+2

N ,a(G), и при этом является

решением задачи

qw −P(y, D)w = 0, y ∈ G,

w(y)−Biw(y)−Bαiw(y)−Bβiw(y) = Bαiv(y) + Bβiv(y), y ∈ Γi, i = 1, . . . , N,

w(y) = 0, y ∈ K.

Пользуясь замечанием 25.1 и тем фактом, что оператор Bαβ : H l+2
N ,a(G) →

Hl+3/2
N ,a (∂G) ограничен, видим, что эта задача эквивалентна операторному урав-

нению ψ−BαβSqψ = Bαβv относительно неизвестной функции ψ ∈ Hl+3/2
N ,a (∂G).

Из леммы 25.1 вытекает, что это уравнение имеет единственное решение ψ ∈
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Hl+3/2
N ,a (∂G). Следовательно, задача (25.34), (25.35) также имеет единственное

решение

u = v + w = v + Sqψ = v + Sq(I−BαβSq)
−1Bαβv ∈ H l+2

N ,a(G).

Так как u удовлетворяет нелокальному условию (25.35), то u ∈ CB(G)∩H l+2
a (G).

Отметим, что решение u задачи (25.34), (25.35) удовлетворяет неравенству

‖u‖Hl+2
a (G) 6 c‖f0‖Hl

a−1(G), (25.38)

где c > 0 не зависит от u и f . Это вытекает из теоремы 23.2 и ограниченности

оператора вложения H l
a−1(G) ⊂ H l

a(G).

Используя лемму 25.5 и предположения о неограниченных возмущениях

(см. условие 25.1), докажем, что возмущенная задача также разрешима в про-

странстве непрерывных функций для достаточно широкого класса правых ча-

стей.

Лемма 25.5. Пусть q > q1, где q1 достаточно велико, и пусть f0 ∈ H l
a−1(G).

Тогда задача
qu− (P(y, D) + P1)u = f0(y), y ∈ G, (25.39)

u(y)−Biu(y)−Bαiu(y)−Bβiu(y) = 0, y ∈ Γi, i = 1, . . . , N,

u(y) = 0, y ∈ K,
(25.40)

имеет единственно решение u ∈ CB(G) ∩H l+2
a (G).

Доказательство. Обозначим через I ограниченный оператор, действующий

из H l+2
a (G) в H l

a−1(G) по формуле Iu = u. Рассмотрим оператор qI − P(y,D)

как оператор, действующий из H l+2
a (G) в H l

a−1(G) с областью определения

D(qI −P(y, D)) = {u ∈ CB(G) ∩H l+2
a (G) : qu−P(y,D)u ∈ H l

a−1(G)}.

В силу леммы 25.4 и неравенства (25.38) существует ограниченный оператор

(qI −P(y,D))−1 : H l
a−1(G) → H l+2

a (G). В частности, это означает, что оператор

qI −P(y, D) фредгольмов и ind (qI −P(y, D)) = 0.

Введем оператор qI −P(y,D)−P1 : H l+2
a (G) → H l

a−1(G) с областью опреде-

ления D(qI −P(y,D)−P1) = D(qI −P(y,D)). Запишем этот оператор в виде

qI −P(y,D)−P1 = [I − (P1
1% + P2

1%)(qI −P(y,D))−1](qI −P(y,D)). (25.41)
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Из условия 25.1 (часть 3) вытекает, что если % = %(q) > 0 достаточно мало, то

оператор

I −P1
1%(qI −P(y, D))−1 : H l

a−1(G) → H l
a−1(G)

есть изоморфизм, а оператор

P2
1%(qI −P(y, D))−1 : H l

a−1(G) → H l
a−1(G)

компактный. Следовательно, в силу результатов из [38, § 16] и теоремы 12.2

в [38] оператор qI −P(y, D)−P1 : H l+2
a (G) → H l

a−1(G) фредгольмов и ind (qI −
P(y, D)−P1) = 0.

Если u ∈ ker (qI −P(y, D)−P1), то u ∈ CB(G) ∩H l+2
a (G) и

(qI −P(y, D)−P1)u = 0.

Значит, u = 0 по следствию 25.1. Таким образом, dim ker (qI−P(y,D)−P1) = 0,

и оператор qI − P(y, D) − P1 имеет ограниченный обратный. Для завершения

доказательства осталось заметить, что

R((qI −P(y, D)−P1)
−1) = D(qI −P(y,D)) ⊂ CB(G) ∩H l+2

a (G).

Рассмотрим неограниченный оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G), за-

данный формулой

PBu = P(y,D)u + P1u,

u ∈ D(PB) = {u ∈ CB(G) ∩H l+2
a (G) : P(y, D)u + P1u ∈ CB(G)}.

Отметим, что D(PB) ⊂ C2(G) ∩ CB(G) в силу соотношения l > 2 и теоремы

вложения Соболева.

Докажем, что область определения нелокального оператора плотна в CB(G)

(одно из предположений в теореме Хилле—Иосиды).

Лемма 25.6. Множество D(PB) плотно в CB(G).

Доказательство. 1. Пусть u ∈ CB(G). Так как CB(G) ⊂ CN (G) в силу (24.14),

то для любых ε > 0 и q > q1 существует такая функция u1 ∈ C∞(G) ∩ CN (G),

что

‖u− u1‖C(G) 6 min(ε, ε/(2c1kq)), (25.42)

где kq = ‖(I−BαβSq)
−1‖CN (∂G)→CN (∂G).
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Положим

f0(y) ≡ qu1 −P(y,D)u1, y ∈ G,

ψi(y) ≡ u1(y)−Biu1(y)−Bαiu1(y)−Bβiu1(y), y ∈ Γi, i = 1, . . . , N.
(25.43)

Так как u1 ∈ CN (G), то {ψi} ∈ CN (∂G). Используя соотношение

u(y)−Biu(y)−Bαiu(y)−Bβiu(y) = 0, y ∈ Γi,

неравенство (25.42) и лемму 24.5, получим

‖{ψi}‖CN (∂G) 6 ‖u− u1‖C(G) + ‖(B + Bαβ)(u− u1)‖CN (∂G) 6 ε/(c1kq). (25.44)

Рассмотрим вспомогательную нелокальную задачу

qu2 −P(y, D)u2 = f0(y), y ∈ G,

u2(y)−Biu2(y)−Bαiu2(y)−Bβiu2(y) = 0, y ∈ Γi, i = 1, . . . , N,

u2(y) = 0, y ∈ K.

(25.45)

Так как f0 ∈ C∞(G) ⊂ H l
a−1(G), то по лемме 25.4 задача (25.45) имеет един-

ственное решение u2 ∈ CB(G) ∩H l+2
a (G).

Используя (25.43), (25.45) и соотношения u1(y) = u2(y) = 0, y ∈ K, видим,

что функция w1 = u1 − u2 удовлетворяет соотношениям

qw1 −P(y,D)w1 = 0, y ∈ G,

w1(y)−Biw1(y)−Bαiw1(y)−Bβiw1(y) = ψi(y), y ∈ Γi, i = 1, . . . , N,

w1(y) = 0, y ∈ K.

(25.46)

В силу условия 24.6 задача (25.46) эквивалентна операторному уравнению ϕ−
BαβSqϕ = ψ в CN (∂G), где w1 = Sqϕ. Согласно лемме 24.6 это уравнение имеет

единственное решение ϕ ∈ CN (∂G). Следовательно, пользуясь теоремой 23.3 и

неравенством (25.44), получаем

‖w1‖C(G) 6 c1‖(I−BαβSq)
−1‖ · ‖{ψi}‖CN (∂G) 6 c1kqε/(c1kq) = ε. (25.47)

2. Наконец, рассмотрим задачу

λu3 −P(y, D)u3 −P1u3 = λu2, y ∈ G,

u3(y)−Biu3(y)−Bαiu3(y)−Bβiu3(y) = 0, y ∈ Γi, i = 1, . . . , N,

u3(y) = 0, y ∈ K.

(25.48)
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Так как u2 ∈ (CB(G) ∩H l+2
a (G)) ⊂ (CB(G) ∩H l

a−1(G)), то по лемме 25.5 задача

(25.48) имеет при достаточно больших λ единственное решение u3 ∈ D(PB).

Обозначим w2 = u2 − u3 ∈ CB(G) ∩ H l+2
a (G). Из (25.45) и (25.48) следует,

что

λw2 −P(y, D)w2 −P1w2 = −P(y, D)u2 −P1u2 = f0 − qu2 −P1u2.

Применяя следствие 25.1, имеем

‖w2‖C(G) 6 1

λ

(
‖f0‖C(G) + q‖u2‖C(G) + sup

y∈G
|P1u2(y)|

)
.

По условию 25.1 (часть 2) величина sup
y∈G

|P1u2(y)| конечна. Таким образом, вы-

бирая достаточно большое λ, получим

‖w2‖C(G) 6 ε. (25.49)

Из неравенств (25.42), (25.47) и (25.49) вытекает

‖u− u3‖C(G) 6 ‖u− u1‖C(G) + ‖u1 − u2‖C(G) + ‖u2 − u3‖C(G) 6 3ε.

Проверим выполнение остальных гипотез теоремы Хилле—Иосиды.

Лемма 25.7. 1. Оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) допускает замы-
кание PB.

2. Пусть q1 достаточно велико. Тогда для любого q > q1 оператор qI−PB :

D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) имеет ограниченный обратный (qI − PB)−1 :

CB(G) → CB(G) и
‖(qI −PB)−1‖ 6 1/q.

3. Оператор (qI −PB)−1 неотрицательный.

Доказательство. 1. Вначале рассмотрим вспомогательный оператор

P : D(P) ⊂ CB(G) → C(G),

заданный формулой

Pu = P(y, D)u + P1u,

u ∈ D(P) = {u ∈ CB(G) ∩H l+2
a (G) : P(y, D)u + P1u ∈ C(G)}.
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Покажем, что P замыкаем. Рассмотрим произвольную последовательность

{un}∞n=1 ⊂ D(P)

такую, что un → 0 и Pun → v в C(G), где v ∈ C(G). Предположим, что v 6= 0.

Тогда найдется точка y0 ∈ G и ее окрестность U ⊂ G такие, что

Pun(y) > ε, y ∈ U, (25.50)

для некоторого ε > 0. Рассмотрим функцию h ∈ C∞
0 (G) такую, что h(y0) = 1 и

h(y) = 0 при y ∈ G \ U . Введем функции

ûn(y) = un(y) +
εh(y)

1 + sup
y′∈G

|Ph(y′)| , n = 1, 2, . . . .

Имеем 



ûn(y0) = un(y0) +
ε

1 + sup
y′∈G

|Ph(y′)| > ε

2 + 2 sup
y′∈G

|Ph(y′)| ,

ûn(y) = un(y), y ∈ G \ U,

при всех достаточно больших n. Следовательно, при достаточно больших n

каждая из функций ûn достигает положительного максимума в некоторой точке

ŷn ∈ U , и по лемме 25.2 Pûn(ŷn) 6 0.

Однако в силу неравенства (25.50) имеем

Pûn(ŷn) = Pun(ŷn) + ε
Ph(ŷn)

1 + sup
y′∈G

|Ph(y′)| > Pun(ŷn)− ε > 0.

Полученное противоречие доказывает, что v = 0 и, значит, оператор P замыка-

ем.

2. Так как C l(G) ⊂ H l
a−1(G), то в силу леммы 25.5 C l(G) ⊂ R(qI − P).

Значит, образ R(qI −P) плотен в C(G).

С другой стороны, согласно следствию 25.1

‖u‖CB(G) 6 1

q
‖(qI −P)u‖C(G) (25.51)

для любой u ∈ D(P). Отсюда, из замкнутости оператора qI − P и плотности

R(qI−P) в C(G) вытекает, что существует ограниченный оператор (qI−P)−1 :

C(G) → CB(G) и для любой u ∈ D(P) выполнена оценка (25.51).

3. Докажем, что оператор (qI − P)−1 неотрицателен. Вначале возьмем про-

извольную функцию f ∈ C(G) такую, что f(y) > 0, y ∈ G. Так как образ
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R(qI−P) плотен в C(G), то найдется такая последовательность fn ∈ R(qI−P),

что fn(y) > 0, y ∈ G, и fn → f в C(G). Следовательно, используя лемму 25.3,

получаем

(qI −P)−1f = lim
n→∞

(qI −P)−1fn.

Если f ∈ C(G) и f(y) > 0, y ∈ G, то существует такая последовательность

Fn ∈ C(G), что Fn(y) > 0, y ∈ G, и Fn → f в C(G). Значит, (qI−P)−1f > 0 для

любой f ∈ C(G) такой, что f(y) > 0, y ∈ G.

4. Теперь рассмотрим оператор PB. Так как PB ⊂ P, то PB замыкаем (т. е.

утверждение 1 доказано).

Поскольку D(PB) ⊂ CB(G) ∩ H l+2
a (G) и D(PB) плотна в CB(G) по лем-

ме 25.6, то множество CB(G)∩H l+2
a (G) также плотно в CB(G). Поэтому в силу

леммы 25.5 образ R(qI −PB) плотен в CB(G).

С другой стороны, согласно следствию 25.1

‖u‖CB(G) 6 1

q
‖(qI −PB)u‖C(G) ∀u ∈ D(PB).

Отсюда, из замкнутости оператора qI − PB и плотности R(qI − PB) в CB(G)

получаем утверждение 2.

3. Утверждение 3 вытекает из неотрицательности (qI −P)−1 и соотношения

(qI −PB)−1 ⊂ (qI −P)−1.

Из лемм 25.6 и 25.7 и теоремы Хилле—Иосиды (теорема 23.1) получаем

основной результат этого параграфа.

Теорема 25.1. Оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) — генератор полу-
группы Феллера.

В следующем пункте приведем пример нелокальных операторов, удовлетво-

ряющих условиям этого пункта.

25.4. Пример

Пусть ∂G = Γ1∪Γ2∪K, где Γ1 и Γ2 — кривые класса C∞, открытые в топологии

∂G, Γ1 ∩ Γ2 = ∅ и Γ1 ∩ Γ2 = K; множество K состоит из двух точек g1 и g2.

Обозначим через Ωj, j = 1, . . . , 4, невырожденные преобразования класса C l+2,

определенные в некоторой окрестности Γ1 и удовлетворяющие следующим усло-

виям (см. рис. 25.1):
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Рис. 25.1. Нетрансверсальные нелокальные условия

1. Ω1(K) = K, Ω1(Γ1 ∩ Oε(K)) ⊂ G, Ω1(Γ1 \ Oε(K)) ⊂ G ∪ Γ2 и Ω1(y) есть

композиция сдвига аргумента, поворота и гомотетии при y ∈ Γ1 ∩ Oε(K);

2. существуют числа такие κ1 > κ2 > 0 и σ > 0, что Ω2(Γ1) ⊂ G \ Oκ1(K) и

Ω2(Γ1 \ Oκ2(K)) ⊂ Gσ; кроме того, Ω2(g1) ∈ Γ1 и Ω2(g2) ∈ G;

3. Ω3(Γ1) ⊂ G ∪ Γ2 и Ω3(K) ⊂ Γ2;

4. Ω4(Γ1) ⊂ G ∪ Γ2 и Ω4(K) = K; угол между лучами, касательными к Γ1 и

Ω4(Γ1) в точке gj, ненулевой.

Введем функции bj ∈ C l+2(Γ1), bj > 0, j = 1, . . . , 4. Пусть G1 — ограниченная

область, G1 ⊂ G, и Γ ⊂ G — кривая класса C1, и пусть c(y, η) и d(y, η) —

неотрицательные функции, Dα
y c(y, η) ∈ C(G×G1), Dα

y d(y, η) ∈ C(G× Γ), |α| 6
l + 2.

Рассмотрим следующие нелокальные краевые условия:

u(y)−
4∑

j=1

bj(y)u(Ωj(y))−
∫

G1

c(y, η)u(η)dη −
∫

Γ

d(y, η)u(η)dΓη = 0, y ∈ Γ1,

u(y) = 0, y ∈ Γ2.

Пусть Q ⊂ G — произвольное борелевское множество; введем меры µi(y, ·):

µ1(y,Q) =
4∑

j=1

bj(y)χQ(Ωj(y)) +

∫

G1∩Q

c(y, η)dη +

∫

Γ∩Q

d(y, η)u(η)dΓη, y ∈ Γ1,

µ2(y,Q) = 0, y ∈ Γ2.

Определим множества N и M так же, как и выше. Предположим, что

µ1(y, G) 6 1, y ∈ Γ1;

∫

Γ∩M
d(y, η)dΓη < 1, y ∈M;

b2(g1) = 0 или µ(Ω2(g1), G) = 0, b2(g2) = 0; b4(gj) = 0; c(gj, ·) = 0; d(gj, ·) = 0.
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Введем срезающую функцию ζ ∈ C∞(R2) с носителем в Oε(K), равную

единице на Oε/2(K) и такую, что 0 6 ζ(y) 6 1, y ∈ R2. Пусть y ∈ Γ1, и пусть

Q ⊂ G — произвольное борелевское множество; тогда меры

δ(y, Q) = ζ(y)b1(y)χQ(Ω1(y)), α(y, Q) = b2(y)χQ(Ω2(y)),

β1(y, Q) =
(
1− ζ(y)

)
b1(y)χQ(Ω1(y)) +

∑
j=3,4

bj(y)χQ(Ωj(y)),

β2(y, Q) =

∫

G1∩Q

c(y, η)dη +

∫

Γ∩Q

d(y, η)u(η)dΓη.

удовлетворяют условиям 6.3, 23.2, 24.2–24.6 и 25.2–25.4.

26. Несуществование полугрупп Феллера

26.1. Оператор Лапласа в весовых пространствах

В этом параграфе будут построены примеры, в которых замыкание операто-

ра, соответствующего нелокальной задаче, не будет генератором полугруппы

Феллера.

Предварительно выведем в пространстве H l
a(R2) асимптотику решений урав-

нения

∆u = f(y), y ∈ R2 \ {0}. (26.1)

Записывая уравнение (26.1) в полярных координатах и формально применяя

преобразование Меллина по переменной r, получим следующую вспомогатель-

ную задачу:

d2ũ(ω, λ)

dω2
− λ2ũ(ω, λ) = F̃ (ω, λ), 0 < ω < 2π,

ũ(0, λ) = ũ(2π, λ),
dũ(0, λ)

dω
=

dũ(2π, λ)

dω
,

где F̃ (ω, λ) — преобразование Меллина функции r2f(ω, r), а λ — комплексный

параметр.

Рассмотрим соответствующую задачу на собственные значения

ϕ′′(ω)− λ2ϕ(ω) = 0, 0 < ω < 2π,

ϕ(0) = ϕ(2π), ϕ′(0) = ϕ′(2π).
(26.2)

Собственными значениями являются числа λs = si, s = 0,±1,±2, . . . . Соб-

ственному значению λ0 = 0 отвечает собственный вектор ϕ0(ω) ≡ 1; кроме то-

го существует присоединенный вектор ϕ̂0(ω) ≡ 0. Собственным значениям λs,
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s = ±1,±2, . . . , отвечают собственные векторы ϕs(ω) = cos sω и ψs(ω) = sin sω;

присоединенных векторов при s 6= 0 нет.

Из теоремы 5.1 в [13] получаем следующий результат.

Лемма 26.1. Пусть f ∈ H0
a(R2)∩H0

a′(R2). Предположим, что число a′ нецелое
и a′ 6= a, а S обозначает множество целых чисел, лежащих в интервале(
min(a, a′), max(a, a′)

)
. Если u — решение задачи (26.1), принадлежащее про-

странству H2
a(R2), то

u =





c0 + ĉ0 ln r +
∑

s∈S\{0}
rs(cs cos sω + ds sin sω) + u′, если 0 ∈ S,

∑
s∈S

rs(cs cos sω + ds sin sω) + u′, если 0 /∈ S,

где cs, ds, s ∈ S, и ĉ0 — некоторые константы, а u′ — решение задачи (26.1),
принадлежащее пространству H2

a′(R2).

26.2. «Скачки» с ненулевой вероятностью
за пределы окрестности точек завершения процесса

Постановка нелокальной задачи

В этом примере покажем, что условие 24.6 существенно.

Пусть G ⊂ R2 — ограниченная область с гладкой границей ∂G = Γ1∪Γ2∪K,

где Γ1 и Γ2 открытые и связные в топологии ∂G кривые класса C∞ такие, что

Γ1 ∩ Γ2 = ∅ и Γ1 ∩ Γ2 = K; множество K состоит из двух точек g1 и g2. Пред-

положим, что в некоторой окрестности точек gi, i = 1, 2, область G совпадает с

плоским углом раствора π.

Рассмотрим задачу (см. рис. 26.1)

∆u(y) = f0(y), y ∈ G, (26.3)

u(y)− b1(y)u(Ω1(y)) = 0, y ∈ Γ1, (26.4)

u(y) = 0, y ∈ Γ2, (26.5)

где функция b1 ∈ C∞(Γ1) такова, что

1. 0 6 b1(y) 6 1,

2. b1(y) = b∗1 > 0 при y ∈ Oε(g1),

3. b1(y) = 0 при y /∈ O2ε(g1),
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Рис. 26.1. Задача (26.3)–(26.5)

а Ω1 — гладкое невырожденное преобразование, заданное в некоторой окрест-

ности кривой Γ1, причем

1. Ω1(Γ1) ⊂ G, Ω1(g1) ∈ G, Ω1(g2) = g2,

2. Ω1(y) при y ∈ Oε(g1) есть композиция поворота вокруг точки g1 и сдвига

на некоторый вектор.

Положим g = Ω1(g1). Пусть ε > 0 настолько мало, что

Oε(g1) ∩ Oε(g2) = ∅, Oε(g) ∩ ∂G = ∅, Oε(g) ∩ Oε(gj) = ∅, j = 1, 2.

Введем меру α(y, ·), y ∈ ∂G, такую, что для любого борелевского множества

Q ⊂ G
α(y, Q) = b1(y)χQ(Ω1(y)), y ∈ Γ1,

α(y, Q) = 0, y ∈ Γ2,

Тогда краевые условия (26.4), (26.5) можно записать в виде

b(y)u(y) +

∫

G

[u(y)− u(η)]α(y, dη) = 0, y ∈ ∂G,

где b(y) = 1 − α(y, G) (ср. (24.9)). Очевидно, Γ2 ⊂ N , Oε(g2) ∩ Γ1 ⊂ N , и

M⊂ Γ1 \ Oε(g2).

Рассмотрим оператор

Bα1u(y) =

∫

G

u(η)α(y, dη) = b1(y)u(Ω1(y)), y ∈ Γ1.

Легко проверить, что условия 23.1, 23.2, 24.1–24.4, 24.7 и 24.8 выполнены

(с P(y, D) = ∆, P1 = 0 и βi(y, G) ≡ 0). Покажем, что условие 24.6 нарушено.
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Действительно, Bα1u ∈ C(Γ1) для любой u ∈ CN (G), так как функция b1 и

преобразование Ω1 непрерывны. Однако если u ∈ CN (G) и u(Ω1(g1)) 6= 0, то

lim
y→g1

Bα1u(y) = b∗1u(Ω1(g1)) 6= 0, т. е. Bα1u /∈ CN (Γ1).

Рассмотрим неограниченный оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G), за-

данный формулой

PBu = ∆u, u ∈ D(PB) = {u ∈ CB(G) : ∆u ∈ CB(G)}, (26.6)

где CB(G) — множество функций из C(G), удовлетворяющих нелокальным ус-

ловиям (26.4), (26.5).

Лемма 26.2. Если u ∈ D(PB), то u ∈ W 2(G′) для любой области G′ такой,
что G′ ⊂ G \ K.

Доказательство. Положим

f = ∆u. (26.7)

Так как f ∈ L2(G), то из теоремы о внутренней гладкости (см., например,

теорему 3.2 в [39, гл. 2]) вытекает, что u ∈ W 2
loc(G). Следовательно, остается

доказать, что u ∈ W 2(G ∩ OR(y0)), где y0 — произвольная точка на Γj, j = 1, 2,

R = R(y0) и OR(y0) ∩ K = ∅.

Рассмотрим область GR с гладкой границей ∂GR такую, что

G ∩ OR(y0) ⊂ GR ⊂ G.

Если y0 ∈ Γ1 ∩ OR(y0), то рассмотрим такую функцию ψ ∈ W 3/2(∂GR), что

ψ(y) = b1(y)u(Ω1(y)) при y ∈ Γ1 ∩OR(y0). Если y0 ∈ Γ2 ∩OR(y0), то рассмотрим

такую функцию ψ ∈ W 3/2(∂GR), что ψ(y) = 0 при y ∈ Γ2 ∩ OR(y0).

Пусть v ∈ W 2(GR) ⊂ C(GR) — решение задачи

∆v = f(y), y ∈ GR,

v|∂GR
= ψ(y), y ∈ ∂GR.

(26.8)

Из (26.7) и (26.8) вытекает, что функция w = u − v ∈ C(GR) удовлетворяет

соотношениям
∆w = 0, y ∈ G ∩ OR(y0),

w(y) = 0, y ∈ ∂G ∩ OR(y0).
(26.9)

Применяя теорему о внутренней гладкости (см., например, теорему 3.2 в [39,

гл. 2]) к уравнению Лапласа в (26.9), видим, что w ∈ C∞(G ∩ OR(y0)) ∩
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C(G ∩ OR(y0)). Далее, применяя лемму 6.18 в [11] к задаче (26.9), получаем

w ∈ C2(G ∩BR/2(y0)). Следовательно,

u = w + v ∈ W 2(G ∩BR/2(y
0)).

Так как y0 ∈ Γj произвольно, лемма доказана.

Лемма 26.3. Оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) допускает замыка-
ние PB.

Доказательство. Оператор PB есть сужение оператора P : C(G) → C(G),

заданного формулой

Pu = ∆u, u ∈ D(P) = {u ∈ C(G) : ∆u ∈ C(G)}.

Следовательно, достаточно доказать, что оператор P допускает замыкание. Оче-

видно, C2(G) ⊂ D(P); значит, множество D(P) плотно в C(G). Более того, по

принципу максимума 24.1 Pu(y0) 6 0, если u ∈ D(P) достигает положитель-

ного максимума в точке y0. Отсюда и из теоремы 9.3.3 в [102] вытекает, что

оператор P допускает замыкание.

В этом пункте мы докажем следующий результат.

Теорема 26.1. Пусть PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) — замыкание операто-
ра (26.6). Тогда PB не является генератором полугруппы Феллера.

В силу теоремы Хилле—Иосиды (теоремы 23.1) достаточно показать, что

для некоторого q > 0 образ R(PB − qI) не совпадает с CB(G).

Доказательство теоремы 26.1

Для доказательства теоремы 26.1 получим асимптотику решения u ∈ D(PB)

задачи (26.3)–(26.5).

Рассмотрим следующую модельную задачу с комплексным параметром λ,

соответствующую точке g1:

ϕ′′(ω)− λ2ϕ(ω) = 0, 0 < ω < π, (26.10)

ϕ(0) = ϕ(π) = 0, (26.11)

где ω, r — полярные координаты с центром в точке g1 такие, что (0, r) ∈ Γ1 и

(π, r) ∈ Γ2 при 0 < r < ε. Собственные значения этой задачи имеют вид λ1,k =
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ki, k = ±1,±2, . . . , а соответствующие собственные векторы — ϕ1,k = sin kω.

Присоединенный векторов нет.

Так как b1(y) = 0 вблизи точки g2, то точке g2 соответствует такая же

модельная задача.

В этом примере будем использовать следующие весовые пространства:

H l
a(G) = H l

a(G,K ∪ {g}),

H l
a(G ∩ Oε(gj)) = H l

a(G ∩ Oε(gj), {gj}), H l
a(Oε(g)) = H l

a(Oε(g), {g}),
а также соответствующие пространства следов. Подчеркнем, что простран-

ство H l
a(G) (в отличие пространств из предыдущих параграфов) состоит из

функций, которые могут иметь степенные особенности не только вблизи мно-

жества K, но и вблизи точки g.

Зафиксируем такое число δ, что

0 < δ < 1. (26.12)

Лемма 26.4. Пусть u ∈ D(PB). Тогда u ∈ H2
1−δ(G).

Доказательство. Из леммы 26.2 следует, что u ∈ W 2(G′) для любой обла-

сти G′ такой, что G′ ⊂ G \ K. Так как u(g) = u(g1)/b
∗
1 = 0, то по лемме 5.2

u ∈ H2
1−δ(Oε(g)). Следовательно, используя (26.4), (26.5) и тот факт, что пре-

образование Ω1 — гладкое и невырожденное, получаем

∆u ∈ C(G) ⊂ H0
1−δ(G ∩ Oε(g1)), (26.13)

u|Γ1∩Oε(g1) ∈ H
3/2
1−δ(Γ1 ∩ Oε(g1)), u|Γ2∩Oε(g1) = 0. (26.14)

Используя (26.13), (26.14) и соотношение u ∈ C(G) ⊂ H0
−1+δ(G ∩ Oε(g1)), из

леммы 14.2 выводим

u ∈ H2
1+δ(G ∩ Oε(g1)). (26.15)

Согласно (26.12) полоса −δ 6 Im λ 6 δ не содержит собственных значе-

ний λ1,k задачи (26.10), (26.11). Следовательно, из соотношений (26.13)–(26.15)

и теоремы 2.2 в [13] получим u ∈ H2
1−δ(G ∩ Oε(g1)).

Аналогично доказывается, что u ∈ H2
1−δ(G ∩ Oε(g2)).

Введем ограниченный оператор La(q) : H2
a(G) → H0

a(G, ∂G) по формуле

La(q)u = {∆u− qu, u|Γ1 − b1(y)u(Ω1(y))|Γ1 , u|Γ2}, q > 0.

Обозначим также La = La(0).
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Лемма 26.5. Пусть q > 0 достаточно мало; тогда dim kerL1−δ(q) = 0.

Доказательство. Вначале положим q = 0 и докажем, что dim kerL1−δ = 0.

Пусть u ∈ kerL1−δ. Без ограничения общности можем считать, что функция u

вещественнозначна. Из леммы 26.1 получаем следующую асимптотику функции

u вблизи точки g:

u(y) = r(c1 cos ω + d1 sin ω) + v(y), y ∈ Oε(g), (26.16)

где ω, r — полярные координаты с центром в точке g такие, что (0, r) ∈ Ω(Γ1)

при 0 < r < ε, c1 и d1 — некоторые константы и v ∈ H2
−δ(Oε(g)). В частности,

из (26.16) и теоремы вложения Соболева вытекает, что u ∈ C(G\K). Используя

соотношения (26.3)–(26.5) и (26.16), получаем

∆u = 0, y ∈ G ∩ Oε(g1),

u|Γ1∩Oε(g1) = b∗1c1r + w(r), u|Γ2∩Oε(g1) = 0,
(26.17)

где w ∈ H
3/2
−δ (Γ1 ∩ Oε(g1)).

Следовательно, применяя лемму 4.3 в [13] и теорему 2.2 в [13], видим, что

u(y) = rψ(ω) + v(y), y ∈ G ∩ Oε(g1), (26.18)

где ω, r — полярные координаты с центром в точке g1, ψ ∈ C∞([0, π]) и v ∈
H2
−δ(G∩Oε(g1)) ⊂ W 2(G∩Oε(g1)). Таким образом, учитывая теорему вложения

Соболева, имеем u ∈ C(G ∩ Oε(g1)).

Аналогично можно показать, что u ∈ C(G ∩ Oε(g2)). Следовательно, u ∈
C(G), и мы можем применить принцип максимума 24.1, который дает u = 0,

т. е. dim kerL1−δ = 0.

По теореме 3.4 в [59] оператор L1−δ(q) фредгольмов при любом q. С другой

стороны, размерность ядра фредгольмова оператора не возрастает при малых

возмущениях (см. [38, § 16]), поэтому dim kerL1−δ(q) = 0 при всех достаточно

малых q > 0.

Лемма 26.6. Пусть q > 0 достаточно мало; тогда dim kerL1+δ(q) 6 1.

Доказательство. 1. Вначале положим q = 0 и докажем, что dim kerL1+δ 6 1.

Пусть u ∈ kerL1+δ. Без ограничения общности предположим, что функция u

вещественнозначная. Из леммы 26.1 получаем следующую асимптотику функ-

ции u вблизи точки g:

u(y) = c0 + ĉ0 ln r + r(c1 cos ω + d1 sin ω) + v(y), y ∈ Oε(g), (26.19)
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где ω, r — полярные координаты с центром в точке g такие, что (0, r) ∈ Ω1(Γ1)

при 0 < r < ε, c0, ĉ0, c1 и d1 — некоторые константы и v ∈ H2
−δ(Oε(g)). Пользуясь

соотношениями (26.3)–(26.5) и (26.19), получим

∆u = 0, y ∈ G ∩ Oε(g1),

u|Γ1∩Oε(g1) = b∗1(c0 + ĉ0 ln r + c1r) + w(r), u|Γ2∩Oε(g1) = 0,
(26.20)

где w ∈ H
3/2
−δ (Γ1 ∩ Oε(g1)).

Следовательно, применяя лемму 4.3 в [13] и теорему 2.2 в [13], видим, что

u(y) = c0b
∗
1ϕ(ω) + ĉ0b

∗
1 ln rϕ̂(ω) + rψ(ω) + v(y), y ∈ G ∩ Oε(g1), (26.21)

где ω, r — полярные координаты с центром в точке g1 такие, что (0, r) ∈ Γ1

при 0 < r < ε, ϕ, ϕ̂, ψ ∈ C∞([0, π]), функции ϕ и ϕ̂ не зависят от u, v, c0, ĉ0

и v ∈ H2
−δ(G ∩ Oε(g1)) ⊂ W 2(G ∩ Oε(g1)). В частности, ϕ(ω) — это функция,

зависящая только от полярного угла ω и являющаяся решением задачи

∆yϕ = 0, r > 0, 0 < ω < π,

ϕ(0) = 1, ϕ(π) = 0,

т. е. ϕ(ω) имеет вид

ϕ(ω) = 1− ω/π. (26.22)

Рассмотрим поведение функции u вблизи точки g2. Имеем

∆u = 0, y ∈ G ∩ Oε(g2),

u|Γ2∩Oε(g1) = 0, u|Γ2∩Oε(g1) = 0.
(26.23)

Следовательно, применяя теорему 2.2 в [13], получим

u(y) = cr sin ω + v(y), y ∈ G ∩ Oε(g2), (26.24)

где ω, r — полярные координаты с центром в точке g2 и v ∈ H2
−δ(G ∩ Oε(g2)) ⊂

W 2(G ∩ Oε(g2)). Таким образом, u ∈ W 2(G ∩ Oε(g2)).

Из соотношений (26.19), (26.21) и (26.24) вытекает, что любая функция

u ∈ kerL1+δ может быть записана в виде

u(y) = c0u0(y) + ĉ0û0(y) + U(y), y ∈ G, (26.25)

где u0, û0 ∈ C∞(G \ {g1, g}) таковы, что4

u0(y) =





1, y ∈ Oε(g),

b∗1ϕ(ω), y ∈ Oε(g1),

0, y ∈ Oε(g2),

û0(y) =





ln r, y ∈ Oε(g),

b∗1 ln rϕ̂(ω), y ∈ Oε(g1),

0, y ∈ Oε(g2),

(26.26)

4Считаем, что в каждой ε-окрестности в (26.26) задана своя система полярных координат
ω, r такая, что точка r = 0 соответствует центру окрестности.
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U ∈ W 2(G) ⊂ C(G) и U(g1) = U(g2) = U(g) = 0. Отсюда и из леммы леммы 5.2

(часть 2), в частности, вытекает, что U ∈ H2
1−δ(G).

Из представления (26.25) и леммы 26.5 следует, что dim kerL1+δ 6 2.

2. Докажем, что dim kerL1+δ 6 1. Предположим противное: пусть существу-

ют две линейно независимые функции v1, v2 ∈ kerL1+δ. Так как каждая из этих

функций представима в виде (26.25), то некоторая их нетривиальная линейная

комбинация (которую мы обозначим через u) имеет вид

u(y) = u0(y) + U(y). (26.27)

Соотношения (26.22), (26.26) и (26.27) дают u ∈ C(G \ {g1}) и

M = sup
y∈G\{g1}

|u(y)| < ∞.

Покажем, что M = 0. Для этого рассмотрим последовательность {yn}∞n=1 ⊂
G \ {g1} такую, что

u(yn) → M, n →∞.

Так как последовательность {yn} ограничена, из нее можно выделить подпо-

следовательность, сходящуюся к некоторой точке y0. Обозначим эту подпосле-

довательность снова через {yn}, т. е.

yn → y0, n →∞.

Если y0 ∈ G, то в силу непрерывности u в области G имеем |u(y0)| = M .

Следовательно, по принципу максимума 24.1 имеем u ≡ const, что невозможно,

так как ϕ(ω) 6≡ const.

Пусть y0 ∈ Γ2 ∪ {g2}. Используя непрерывность u на Γ2 ∪ {g2} и краевое

условие (26.5), получаем

0 = |u(y0)| = lim
n→∞

|u(yn)| = M.

Если y0 ∈ Γ1, то в силу непрерывности u на Γ1 и краевого условия (26.4),

имеем

M = lim
n→∞

|u(yn)| = |u(y0)| = b∗1|u(Ω1(y
0))|.

Следовательно, |u(Ω1(y
0))| = M/b∗1 > M . Это возможно только тогда, когда b∗1 =

1, но в этом случае |u(Ω1(y
0))| = M . Это противоречит тому, что Ω1(y

0) ∈ G.

Наконец рассмотрим случай, когда y0 = g1. Без ограничения общности счи-

таем, что yn ∈ Oε(g1), n = 1, 2, . . . . Обозначим полярные координаты точки yn
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через (ωn, rn). Пусть xn ∈ Γ1 — точка с координатами (0, rn). Из (26.26) и (26.22)

вытекает, что

|u0(x
n)| = |b∗1ϕ(0)| > |b∗1ϕ(ωn)| = |u0(y

n)|.
Следовательно, учитывая, что U ∈ C(G), U(g1) = 0, функции u и u0 непрерывны

на Γ1, имеем

M > lim
n→∞

|u(xn)| = lim
n→∞

|u0(x
n)| > lim

n→∞
|u0(y

n)| = lim
n→∞

|u(yn)| = M.

Таким образом,

lim
n→∞

|u(xn)| = M. (26.28)

Используя тот факт, что xn ∈ Γ1, непрерывность Ω1, непрерывность функции u

в области G и соотношения relations (26.4) и (26.28), получим

|u(g)| = lim
n→∞

|u(Ω1(x
n))| = lim

n→∞
|u(xn)|/b∗1 = M/b∗1 > M,

что невозможно, так как g ∈ G.

Итак, мы доказали, что u = 0, т. е. функции v1 и v2 линейно зависимы, и

dim kerL1+δ 6 1.

3. По теореме 3.4 в [59] оператор L1+δ(q) фредгольмов для любого q. С

другой стороны, размерность ядра фредгольмова оператора не возрастает при

малых возмущениях (см. [38, § 16]). Следовательно, dim kerL1+δ(q) 6 1 для

всех достаточно малых q > 0.

Лемма 26.7. Пусть q > 0 достаточно мало; тогда codimR(L1−δ(q)) > 1.

Доказательство. Полоса −δ 6 Im λ 6 δ не содержит собственных значе-

ний модельной задачи (26.10), (26.11) и содержит единственное собственное

значение λ0 = 0 модельной задачи A3’; при этом алгебраическая кратность

собственного значения λ0 = 0 равна 2. Следовательно, по теореме 4.1 в [84]

indL1+δ(q) = indL1−δ(q) + 2, т. е.

dim kerL1+δ(q)− codimR(L1+δ(q)) = dim kerL1−δ(q)− codimR(L1−δ(q)) + 2.

Отсюда и из лемм 26.5 и 26.6 получаем

codimR(L1−δ(q)) = codimR(L1+δ(q))− dim kerL1+δ(q) + 2 > 1.
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Далее зафиксируем такое число q > 0, для которого codimR(L1−δ(q)) > 1.

Рассмотрим множество

R0
1−δ(G) = {f0 ∈ H0

1−δ(G) : (f0, 0, 0) ∈ R(L1−δ(q))}.

Очевидно, R0
1−δ(G) — замкнутое подпространство в H0

1−δ(G), поскольку образ

R(L1−δ(q)) — замкнутое подпространство в H0
1−δ(G, ∂G).

Лемма 26.8. codim R0
1−δ(G) > 1.

Доказательство. Предположим противное: пусть

R0
1−δ(G) = H0

1−δ(G). (26.29)

Покажем, что в этом случае

R(L1−δ(q)) = H0
1−δ(G, ∂G). (26.30)

Рассмотрим произвольную функцию f = (f0, f1, f2) ∈ H0
1−δ(G, ∂G). По лем-

ме 11.1 существует такая функция v ∈ H2
1−δ(G), что v|Γj

= fj, j = 1, 2, и

носитель функции v содержится в сколь угодно малой окрестности ∂G. Пусть

эта окрестность настолько мала, что b1(y)v(Ω1(y)) = 0, y ∈ Γ1. Тогда функция v

удовлетворяет нелокальным условиям

v|Γ1 − b1(y)u(Ω1(y))|Γ1 = f1, v|Γ2 = f2. (26.31)

С другой стороны, из соотношения (26.29) вытекает существование такой

функции w ∈ H2
1−δ(G), что

∆w − qw = f0 − (∆v − qv), (26.32)

w|Γ1 − b1(y)w(Ω1(y))|Γ1 = 0, w|Γ2 = 0. (26.33)

Из (26.31)–(26.33) получим L1−δ(q)u = f , где u = v + w ∈ H2
1−δ(G). Таким

образом, выполнено соотношение (26.30), что противоречит лемме 26.7.

Теперь, используя теорему Хилле—Иосиды (теорему 23.1) и леммы 26.4

и 26.8, докажем теорему 26.1.

Доказательство теоремы 26.1. 1. Предположим противное: пусть PB — гене-

ратор полугруппы Феллера. Тогда по теореме Хилле—Иосиды (теореме 23.1)

R(PB − qI) = R(PB − qI) = CB(G). Следовательно, R(PB − qI) = CB(G). В
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силу леммы 26.4 это означает, что любую функцию из CB(G) можно аппрокси-

мировать функциями из R0
1−δ(G) ∩ CB(G).

2. Покажем, что в этом случае

R0
1−δ(G) = H0

1−δ(G) (26.34)

(что будет противоречить лемме 26.8). Для этого выберем произвольную функ-

цию f0 ∈ H0
1−δ(G). Так как множество C∞

0 (G \ (K ∪ {g})) плотно в H0
1−δ(G), то

для любого κ > 0 найдется такая функция f ′0 ∈ C∞
0 (G \ (K ∪ {g})), что

‖f0 − f ′0‖H0
1−δ(G) 6 κ. (26.35)

Так как f ′0 ∈ L2(G), то существует функция f ′′0 ∈ C∞(G), равная нулю вблизи

∂G ∪ Ω1(Γ1) и такая, что

‖f ′0 − f ′′0 ‖H0
1−δ(G) 6 k1‖f ′0 − f ′′0 ‖L2(G) 6 κ, (26.36)

где k1 > 0 не зависит от f ′0 и f ′′0 .

Так как f ′′0 ∈ CB(G), то из части 1 доказательства вытекает существование

такой функции f ′′′0 ∈ R0
1−δ(G) ∩ CB(G), что

‖f ′′0 − f ′′′0 ‖H0
1−δ(G) 6 k2‖f ′′0 − f ′′′0 ‖C(G) 6 κ, (26.37)

где k2 > 0 не зависит от f ′′0 и f ′′′0 .

Из соотношений (26.35)–(26.37) получаем

‖f0 − f ′′′0 ‖H0
1−δ(G) 6 3κ.

Следовательно, учитывая, что множество R0
1−δ(G) замкнуто в H0

1−δ(G), получим

соотношение (26.34). Таким образом, пришли к противоречию с леммой 26.8.

Замечание 26.1. Пусть P̂B : CB(G) → CB(G) — сужение оператора PB. Оче-

видно, R(P̂B − qI) ⊂ R(PB − qI). Так как R(PB − qI) не совпадает с CB(G),

то по доказанному R(P̂B − qI) также не совпадает с CB(G). Следовательно,

по теореме Хилле—Иосиды (теореме 23.1) оператор P̂B не будет генератором

полугруппы Феллера.
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26.3. «Скачки» из точек сопряжения,
не являющихся точками завершения процесса

Постановка нелокальной задачи

В этом примере мы покажем, что условие 24.2 существенно.

Пусть G, g1, g2 и K те же, что в п. 26.2. Рассмотрим нелокальную задачу

(см. рис. 26.2):

Рис. 26.2. Задача (26.38)–(26.40)

∆u(y) = f0(y), y ∈ G, (26.38)

u(y)− b1(y)u(Ω1(y)) = 0, y ∈ Γ1, (26.39)

u(y)− b2(y)u(Ω2(y)) = 0, y ∈ Γ2, (26.40)

где bj ∈ C∞(Γj), j = 1, 2, таковы, что

1. 0 6 bj(y) 6 1,

2. bj(y) = b∗ > 0 при y ∈ Oε(g1),

3. bj(y) = 0 при y /∈ O2ε(g1),

и Ωj, j = 1, 2, — гладкое невырожденное преобразование, заданное в окрестно-

сти кривой Γj так, что

1. Ωj(Γj) ⊂ G, Ωj(g1) ∈ G, Ωj(g2) = g2, и Ω1(g1) 6= Ω2(g1),

2. Ωj(y) при y ∈ Oε(g1) есть композиция поворота вокруг точки g1 и сдвига

на некоторый вектор.
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Положим g = Ω1(g1) и h = Ω2(g1). По предположению g, h ∈ G и g 6= h. Пусть

ε > 0 настолько мало, что 2ε-окрестности точек g1, g2, g, h не пересекаются друг

с другом и

O2ε(g) ∩ ∂G = ∅, O2ε(h) ∩ ∂G = ∅.

Введем меры α(y, ·), y ∈ ∂G, следующим образом: для всякого борелевского

множества Q ⊂ G положим

α(y, Q) = b1(y)χQ(Ω1(y)), y ∈ Γ1,

α(y, Q) = b2(y)χQ(Ω2(y)), y ∈ Γ2.

Тогда краевые условия (26.39), (26.40) можно записать в виде

b(y)u(y) +

∫

G

[u(y)− u(η)]α(y, dη) = 0, y ∈ ∂G,

где b(y) = 1− α(y, G).

Очевидно, g2 ∈ N , но g1 /∈ N . Следовательно, условие 24.2 нарушено.

Нетрудно проверить, что условия 23.1, 23.2, 24.1 и 24.3–24.8 выполнены (с

P(y, D) = ∆, P1 = 0 и βi(y, G) ≡ 0).

Рассмотрим неограниченный оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) задан-

ный формулой

PBu = ∆u, u ∈ D(PB) = {u ∈ CB(G) : ∆u ∈ CB(G)}, (26.41)

где CB(G) — множество функций из C(G), удовлетворяющих нелокальным ус-

ловиям (26.39) и (26.40).

Следующие два результата доказываются аналогично леммам 26.2 и 26.3.

Лемма 26.9. Если u ∈ D(PB), то u ∈ W 2(G′) для любой области G′ такой,
что G′ ⊂ G \ K.

Лемма 26.10. Оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) допускает замыка-
ние PB.

В этом пункте мы докажем следующий результат.

Теорема 26.2. Пусть PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) — замыкание операто-
ра (26.41). Тогда PB не является генератором полугруппы Феллера.

В силу теоремы Хилле—Иосиды (теоремы 23.1) достаточно показать, что

при достаточно малом q > 0 образ R(PB − qI) не совпадает с CB(G).
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Доказательство теоремы 26.2

В этом примере будем пользоваться весовыми пространствами

H l
a(G) = H l

a(G,K ∪ {g, h}), H l
a(G ∩ Oε(gj)) = H l

a(G ∩ Oε(gj), {gj}),
H l

a(Oε(g)) = H l
a(Oε(g), {g}), H l

a(Oε(h)) = H l
a(Oε(h), {h})

и соответствующими пространствами следов. Подчеркнем, что пространство

H l
a(G) состоит из функций, которые могут иметь степенные особенности не

только вблизи множества K, но и вблизи точек g и h.

Для доказательства теоремы 26.2 получим асимптотику решений u ∈ D(PB)

задачи (26.38)–(26.40).

Зафиксируем такое число δ, что

0 < δ < 1. (26.42)

Лемма 26.11. Пусть u ∈ D(PB). Тогда u = cw0 + w1, где c — некоторая кон-
станта, функция w0 не зависит от u,

w0 ∈ CB(G) ∩ C∞(G), ∆w0(y) = 0, y ∈ Oε/2(K) ∪ Oε/2(g) ∪ Oε/2(h)

и w1 ∈ CB(G) ∩H2
1−δ(G).

Доказательство. 1. Из леммы 26.9 вытекает, что u ∈ W 2(G′) для любой об-

ласти G′ такой, что G′ ⊂ G \ K. Так как u ∈ W 2(Oε(g)), то по лемме 5.2

u ∈ H2
1+δ(Oε(g)). Так как f0 ∈ C(G) ⊂ H0

−δ(Oε(g)), то аналогично (26.19) полу-

чим

u(y) = cg + ĉg ln r + r(cg1 cos ω + dg1 sin ω) + v(y), y ∈ Oε(g),

где ω, r — полярные координаты с центром в точке g такие, что (0, r) ∈ Ω1(Γ1)

при 0 < r < ε, cg, ĉg, cg1 и dg1 — некоторые константы и v ∈ H2
−δ(Oε(g)).

Используя теорему вложения Соболева, имеем

v ∈ H2
−δ(Oε(g)) ⊂ W 2(Oε(g)) ⊂ C(Oε(g)), v(g) = 0.

Учитывая, что u ∈ C(Oε(g)), видим, что ĉg = 0 и

u(y) = cg + r(cg1 cos ω + dg1 sin ω) + v(y), y ∈ Oε(g), (26.43)

u(g) = cg. (26.44)

Заменяя g на h, аналогичным образом получим

u(y) = ch + r(ch1 cos ω + dh1 sin ω) + v(y), y ∈ Oε(h), (26.45)
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u(h) = ch, (26.46)

где ω, r — полярные координаты с центром в точке h такие, что (0, r) ∈ Ω2(Γ2)

при 0 < r < ε, ch, ch1 и dh1 — некоторые константы и v ∈ H2
−δ(Oε(h)) ⊂

W 2(Oε(g)) ⊂ C(Oε(g)).

Так как функция u ∈ C(G) удовлетворяет нелокальным условиям (26.39),

(26.40), то u(g) = u(g1)/b
∗ = u(h), т. е. cg = ch в силу (26.44) и (26.46).

Положим

c = cg = ch. (26.47)

2. Используя (26.38)–(26.40), (26.43), (26.45), (26.47) и тот факт, что пре-

образования Ω1 и Ω2 гладкие и невырожденные, получим

∆(u− b∗c) = ∆u ∈ C(G) ⊂ H0
1−δ(G ∩ Oε(g1)), (26.48)

(u− b∗c)|Γj∩Oε(g1) ∈ H
3/2
1−δ(Γj ∩ Oε(g1)), j = 1, 2. (26.49)

Пользуясь (26.48), (26.49) и соотношением u− b∗c ∈ C(G) ⊂ H0
−1+δ(G∩Oε(g1)),

из леммы 14.2 выводим, что

u− b∗c ∈ H2
1+δ(G ∩ Oε(g1)). (26.50)

Согласно (26.42) полоса −δ 6 Im λ 6 δ не содержит собственных значе-

ний задачи (26.10), (26.11). Следовательно, из соотношений (26.48)–(26.50) и

теоремы 2.2 в [13] получаем

u− b∗c ∈ H2
1−δ(G ∩ Oε(g1)).

Так как b1(y) = b2(y) = 0 вблизи точки g2, то u ∈ H2
1−δ(G ∩ Oε(g2)) (ср.

доказательство леммы 26.4).

3. Введем срезающую функцию ξ ∈ C∞([0,∞)) такую, что ξ(r) = 1 при r <

ε/2 и supp ξ ⊂ [0, ε). Рассмотрим функцию w0 ∈ C∞(G), заданную формулой5

w0(y) =





b∗ψ(r), y ∈ Oε(g1),

ψ(r), y ∈ Oε(g),

ψ(r), y ∈ Oε(h),

0, y /∈ Oε(g1) ∪ Oε(g) ∪ Oε(h),

(26.51)

и функцию w1 = u− cw0. Легко видеть, что w0 и w1 — искомые функции

5Считаем, что в каждой ε-окрестности в (26.51) задана своя система полярных координат
ω, r такая, что точка r = 0 соответствует центру окрестности.
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Введем ограниченный оператор La(q) : H2
a(G) → H0

a(G, ∂G) по формуле

La(q)u = {∆u− qu, u|Γ1 − b1(y)u(Ω1(y))|Γ1 , u|Γ2}, q > 0.

Обозначим также La = La(0).

Лемма 26.12. Пусть q > 0 достаточно мало; тогда dim kerL1−δ(q) = 0.

Доказательство аналогично доказательству леммы 26.5.

Лемма 26.13. Пусть q > 0 достаточно мало; тогда dim kerL1+δ(q) 6 2.

Доказательство. 1. Вначале положим q = 0 и докажем, что dim kerL1+δ 6 2.

Пусть u ∈ kerL1+δ. Без ограничения общности считаем, что функция u веще-

ственнозначная.

Так же как в доказательстве леммы 26.11, имеем

u(y) = cg + ĉg ln r + r(cg1 cos ω + dg1 sin ω) + v(y), y ∈ Oε(g), (26.52)

где ω, r — полярные координаты с центром в точке g такие, что (0, r) ∈ Ω1(Γ1)

при 0 < r < ε, cg, ĉg, cg1 и dg1 — некоторые константы и v ∈ H2
−δ(Oε(g)).

Заменяя точку g точкой h, аналогично получаем

u(y) = ch + ĉh ln r + r(ch1 cos ω + dh1 sin ω) + v(y), y ∈ Oε(h), (26.53)

где ω, r — полярные координаты с центром в точке h такие, что (0, r) ∈ Ω2(Γ2)

при 0 < r < ε, ch, ĉh, ch1 и dh1 — некоторые константы и v ∈ H2
−δ(Oε(h)).

Пользуясь соотношениями (26.38)–(26.40), (26.52) и (26.53), получим

∆u = 0, y ∈ G ∩ Oε(g1),

u|Γ1∩Oε(g1) = b∗(cg + ĉg ln r + cg1r) + w1(r),

u|Γ2∩Oε(g1) = b∗(ch + ĉh ln r + ch1r) + w2(r),

(26.54)

где wj ∈ H
3/2
−δ (Γj ∩ Oε(g1)).

Следовательно, применяя лемму 4.3 в [13] и теорему 2.2 в [13], видим, что

u(y) = cgϕg(ω) + chϕh(ω) + ĉg ln rϕ̂g(ω) + ĉh ln rϕ̂h(ω) + rψ(ω) + v(y),

y ∈ G ∩ Oε(g1), (26.55)

где ω, r — полярные координаты с центром в точке g1 такие, что (0, r) ∈ Γ1 при

0 < r < ε, ϕg, ϕh, ϕ̂g, ϕ̂h, ψ ∈ C∞([0, π]), функции ϕg, ϕh, ϕ̂g, ϕ̂h не зависят от
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u, v, cg, ch, ĉj, ĉh и v ∈ H2
−δ(G ∩ Oε(g1)) ⊂ W 2(G ∩ Oε(g1)). В частности, ϕg(ω) —

это функция, зависящая только от полярного угла ω и являющаяся решением

задачи
∆yϕg = 0, r > 0, 0 < ω < π,

ϕg(0) = 1, ϕg(π) = 0,

т. е. ϕg(ω) имеет вид

ϕg(ω) = 1− ω/π. (26.56)

Функция ϕh(ω) — это функция, зависящая только от полярного угла ω и явля-

ющаяся решением задачи

∆yϕh = 0, r > 0, 0 < ω < π,

ϕh(0) = 0, ϕh(π) = 1,

т. е. ϕh(ω) имеет вид

ϕh(ω) = ω/π. (26.57)

Аналогично доказательству леммы 26.6 имеем

u ∈ W 2(G ∩ Oε(g2)) ⊂ C(G ∩ Oε(g2)).

Из соотношений (26.52), (26.53) и (26.55) вытекает, что любая функция

u ∈ kerL1+δ может быть записана в виде

u(y) = cgug(y) + chuh(y) + ĉgûg(y) + ĉhûh(y) + U(y), y ∈ G, (26.58)

где ug, uh, ûg, ûh ∈ C∞(G \ {g1, g, h}),

ug(y) =





1, y ∈ Oε(g),

b∗ϕg(ω), y ∈ Oε(g1),

0, y ∈ Oε(g2) ∪ Oε(h),

uh(y) =





1, y ∈ Oε(h),

b∗ϕh(ω), y ∈ Oε(g1),

0, y ∈ Oε(g2) ∪ Oε(g),

ûg(y) =





ln r, y ∈ Oε(g),

b∗ ln rϕ̂g(ω), y ∈ Oε(g1),

0, y ∈ Oε(g2) ∪ Oε(h),

ûh(y) =





ln r, y ∈ Oε(h),

b∗ ln rϕ̂h(ω), y ∈ Oε(g1),

0, y ∈ Oε(g2) ∪ Oε(g),

U ∈ W 2(G) ⊂ C(G) и U(g1) = U(g2) = U(g) = U(h) = 0. Отсюда и из леммы 5.2

(часть 2), в частности, получаем U ∈ H2
1−δ(G).
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Из представления (26.58) и леммы 26.12 вытекает, что dim kerL1+δ 6 4.

2. Докажем, что dim kerL1+δ 6 2. Предположим противное: пусть суще-

ствуют три линейно независимые функции v1, v2, v3 ∈ kerL1+δ. Так как каждая

из этих функций представима в виде (26.58), то некоторая их нетривиальная

линейная комбинация (которую обозначим через u) имеет вид

u(y) = cgug(y) + chuh(y) + U(y). (26.59)

Пользуясь (26.59), явным видом (26.56) и (26.57) функций ϕg и ϕh (описы-

вающих поведение функций ug и uh вблизи точки g1) и рассуждая так же, как

в доказательстве леммы 26.6, получим u = 0. Следовательно, функции v1, v2, v3

линейно зависимы, и dim kerL1+δ 6 2.

3. Аналогично доказательству леммы 26.6 можно показать, что

dim kerL1+δ(q) 6 2

для достаточно малых q > 0.

Лемма 26.14. Пусть q > 0 достаточно мало; тогда codimR(L1−δ(q)) > 2.

Доказательство. Полоса −δ 6 Im λ 6 δ не содержит собственных значений

модельной задачи (26.10), (26.11), содержит единственное собственное значе-

ние λ0 = 0 модельной задачи (26.2), соответствующей точке g и содержит

единственное собственное значение λ0 = 0 той же модельной задачи (26.2),

соответствующей точке h (напомним, что g 6= h). При этом алгебраическая

кратность собственного значения λ0 = 0 в обоих случаях равна 2. Следователь-

но, по теореме 4.1 в [84] имеем indL1+δ(q) = indL1−δ(q) + 4, т. е.

dim kerL1+δ(q)− codimR(L1+δ(q)) = dim kerL1−δ(q)− codimR(L1−δ(q)) + 4.

Отсюда и из лемм 26.12 и 26.13 получим

codimR(L1−δ(q)) = codimR(L1+δ(q))− dim kerL1+δ(q) + 4 > 2.

Далее зафиксируем такое число q > 0, при котором codimR(L1−δ(q)) > 2.

Рассмотрим множество

R0
1−δ(G) = {f0 ∈ H0

1−δ(G) : (f0, 0, 0) ∈ R(L1−δ(q))}.

Очевидно, R0
1−δ(G) — замкнутое подпространство в H0

1−δ(G), поскольку образ

R(L1−δ(q)) — замкнутое подпространство в H0
1−δ(G, ∂G).
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Лемма 26.15. codim R0
1−δ(G) > 2.

Доказательство. 1. В силу леммы 26.14 достаточно доказать, что

codim R0
1−δ(G) = codimR(L1−δ(q)).

Пусть f0 ∈ R0
1−δ(G), т. е. f = (f0, 0, 0) ∈ R(L1−δ(q)). Это эквивалентно

соотношениям

(f, Fl)H0
1−δ(G,∂G) = 0, l = 1, . . . , codimR(L1−δ(q)), (26.60)

где Fl ∈ H0
1−δ(G, ∂G) — линейно независимые функции из ортогонального до-

полнения к подпространству R(L1−δ(q)) в пространстве H0
1−δ(G, ∂G). Из (26.60)

и теоремы Рисса об общем виде линейного непрерывного функционала в гиль-

бертовом пространстве вытекает, что codim R0
1−δ(G) 6 codimR(L1−δ(q)).

2. Теперь докажем обратное неравенство. Пусть f = (f0, f1, f2) ∈ R(L1−δ(q)),

т. е. L1−δ(q)u = f для некоторой функции u ∈ H2
1−δ(G). Согласно лемме 11.1

существует такая функция v ∈ H2
1−δ(G), что v|Γj

= fj, j = 1, 2, носитель v

содержится в сколь угодно малой окрестности O(∂G) границы ∂G и

‖v‖ 6 k
(‖f1‖H

3/2
1−δ(Γ1)

+ ‖f2‖H
3/2
1−δ(Γ2)

)
, (26.61)

где k > 0 зависит от окрестности O(∂G), но не зависит от f1 и f2.

Предположим, что окрестность O(∂G) такова, что bj(y)v(Ωj(y)) = 0, y ∈ Γj.

Тогда функция v удовлетворяет нелокальным условиям

v|Γj
− bj(y)u(Ωj(y))Γj

= fj, j = 1, 2.

Следовательно, функция w = u− v ∈ H2
1−δ(G) удовлетворяет соотношению

L1−δ(q)w = (f0 − (∆v − qv), 0, 0). (26.62)

Из (26.62) вытекает, что f0 − (∆v − qv) ∈ R0
1−δ(G). Это эквивалентно соот-

ношениям

(f0 − (∆v − qv), Φl)H0
1−δ(G) = 0, l = 1, . . . , codim R0

1−δ(G), (26.63)

где Φl ∈ H0
1−δ(G) — линейно независимые функции из ортогонального допол-

нения к подпространству R0
1−δ(G) в пространстве H0

1−δ(G). Используя (26.61),

(26.63) и теорему Рисса об общем виде линейного непрерывного функционала

в гильбертовом пространстве, получим codimR(L1−δ(q)) 6 codim R0
1−δ(G).
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Пользуясь теоремой Хилле—Иосиды (см. теорему 23.1) и леммами 26.11

и 26.15, докажем теорему 26.2.

Доказательство теоремы 26.2. 1. Предположим противное: пусть PB — гене-

ратор полугруппы Феллера. Тогда по теореме Хилле—Иосиды (теореме 23.1)

R(PB − qI) = R(PB − qI) = CB(G). Следовательно, R(PB − qI) = CB(G). В

силу леммы 26.11 это означает, что любую функцию из CB(G) можно аппрок-

симировать функциями из множества

Span(R0
1−δ(G), ∆w0) ∩ CB(G),

где w0 — функция из леммы 26.12.

2. Аналогично доказательству теоремы 26.2 из части 1 доказательства этой

теоремы получаем, что

Span(R0
1−δ(G), ∆w0) = H0

1−δ(G), (26.64)

откуда имеем codim R0
1−δ(G) 6 1. Это противоречит лемме 26.15.

Замечание 26.2. Как и в п. 26.2, видим, что никакое сужение P̂B : CB(G) →
CB(G) оператора PB не будет генератором полугруппы Феллера.

26.4. «Скачки» с вероятностью единица
внутри окрестности точек завершения процесса

Постановка нелокальной задачи

Покажем, что соотношение (23.3) в условии 23.2 существенно.

Пусть G, g1, g2 и K те же, что в п. 26.2. Рассмотрим нелокальную задачу

(см. рис. 26.3)

∆u(y) = f0(y), y ∈ G, (26.65)

u(y)− bj(y)u(Ωj(y)) = 0, y ∈ Γj, j = 1, 2, (26.66)

u(y) = 0, y ∈ K, (26.67)

где функции bj ∈ C∞(Γj) таковы, что

1. 0 6 bj(y) 6 1,

2. bj(y) = 1 при y ∈ Oε(g1),
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Рис. 26.3. Задача (26.65)–(26.67)

3. bj(y) = 0 при y /∈ O2ε(g1),

а Ωj, j = 1, 2, — гладкое невырожденное преобразование, заданное в окрестно-

сти кривой Γj и такое, что

1. Ωj(Γj) ⊂ G, Ωj(g1) = g1, Ωj(g2) = g2,

2. Ωj(y) при y ∈ Oε(g1) есть поворот на угол π/2 внутрь области G.

Далее считаем ε > 0 настолько малым, что

O2ε(g1) ∩ O2ε(g2) = ∅.

Введем меры δ(y, ·), y ∈ ∂G, следующим образом: для любого борелевского

множества Q ⊂ G положим

δ(y,Q) = bj(y)χQ(Ωj(y)), y ∈ Γj, j = 1, 2,

δ(y,Q) = 0, y ∈ K.

Тогда краевые условия (26.66), (26.67) можно записать в виде

b(y)u(y) +

∫

G

[u(y)− u(η)]δ(y, dη) = 0, y ∈ ∂G,

где b(y) = 1− δ(y, G).

Легко проверить, что условия 23.1 и 24.1–24.8 выполнены (с P(y,D) = ∆,

P1 = 0 и αi(y, G) ≡ βi(y, G) ≡ 0). Очевидно, соотношение (23.3) в условии 23.2

не выполнено, так как b1(g1) + b2(g1) = 2.

Рассмотрим неограниченный оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G), за-

данный формулой

PBu = ∆u, u ∈ D(PB) = {u ∈ CB(G) : ∆u ∈ CB(G)}, (26.68)
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где CB(G) — множество функций из C(G), удовлетворяющих нелокальным ус-

ловиям (26.66) и (26.67).

Аналогично леммам 26.2 и 26.3 доказываются следующие два результата.

Лемма 26.16. Если u ∈ D(PB), то u ∈ W 2(G′) для любой области G′ такой,
что G′ ⊂ G \ K.

Лемма 26.17. Оператор PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) допускает замыка-
ние PB.

В этом пункте мы докажем следующий результат.

Теорема 26.3. Пусть PB : D(PB) ⊂ CB(G) → CB(G) — замыкание операто-
ра (26.68). Тогда PB не является генератором полугруппы Феллера.

В силу теоремы Хилле—Иосиды (теоремы 23.1) достаточно показать, что

для некоторого q > 0 образ R(PB − qI) не совпадает с CB(G).

Доказательство теоремы 26.3

Для доказательства теоремы 26.3получим асимптотику решения u ∈ D(PB)

задачи (26.65)–(26.67).

Рассмотрим модельную задачу с комплексным параметром λ, соответствую-

щую точке g1:

ϕ′′(ω)− λ2ϕ(ω) = 0, 0 < ω < π, (26.69)

ϕ(−π/2)− ϕ(0) = 0, ϕ(π/2)− ϕ(0) = 0, (26.70)

где ω, r — полярные координаты с центром в точке g1 такие, что (0, r) ∈ Γ1

и (π, r) ∈ Γ2 при 0 < r < ε. Собственные значения этой задачи имеют вид

λk = 2ki, k = 0,±1,±2, . . . . Далее нас будет интересовать лишь собствен-

ное значение λ0 = 0. Соответствующий ему собственный вектор имеет вид

ϕ0(ω) ≡ 1. Существует присоединенный вектор ϕ̂0(ω) ≡ 0. Второго присоеди-

ненного вектора не существует.

Так как b1(y) = 0 вблизи точки g2, то точке g2 соответствует задача (26.10),

(26.11) (см. п. 26.2).

В этом параграфе, так же как и в §§ 23–25), будем пользоваться весовыми

пространствами

H l
a(G) = H l

a(G,K), H l
a(G ∩ Oε(gj)) = H l

a(G ∩ Oε(gj), {gj})
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и соответствующими пространствами следов.

Зафиксируем такое число δ, что

0 < δ < 1. (26.71)

Лемма 26.18. Пусть u ∈ D(PB). Тогда u ∈ H2
1−δ(G).

Доказательство. Из леммы 26.16 следует, что u ∈ W 2(G′) для любой обла-

сти G′ такой, что G′ ⊂ G \ K. Далее, используя (26.66) и (26.67), получаем

∆u ∈ C(G) ⊂ H0
−δ(G ∩ Oε(g1)), (26.72)

u|Γj∩Oε(g1) − u(Ωj(y))|Γj∩Oε(g1) = 0, j = 1, 2. (26.73)

Пользуясь (26.72), (26.73) и соотношением u ∈ C(G) ⊂ H0
−1+δ(G ∩ Oε(g1)), из

леммы 14.2 выводим, что

u ∈ H2
1+δ(G ∩ Oε(g1)). (26.74)

Согласно (26.71) полоса −1− δ 6 Im λ 6 δ содержит единственное собствен-

ное значение λ0 = 0 задачи (26.69), (26.70). Следовательно, используя (26.72),

(26.73) и теорему 2.2 в [13], получим

u(y) = c0ϕ0(ω)+ ĉ0(ϕ̂0(ω)+ϕ0(ω) ln r)+ v(y) = c0 + ĉ ln r + v(y), y ∈ G∩Oε(g1),

где c1 и c2 — некоторые константы и v ∈ H2
−δ(G ∩ Oε(g1)). Так как H2

−δ(G ∩
Oε(g1)) ⊂ W 2(G∩Oε(g1)), то по теореме вложения Соболева v ∈ C(G ∩ Oε(g1)) и

v(g1) = 0. Отсюда и из соотношения u ∈ C(G ∩ Oε(g1)) имеем ĉ0 = 0. Учитывая

соотношение (26.67) и равенство v(g1) = 0, получим

c0 = u(g1)− v(g1) = 0.

Таким образом, u ∈ H2
−δ(G ∩ Oε(g1)) ⊂ H2

1−δ(G ∩ Oε(g1)).

Как и в лемме 26.5, доказывается, что u ∈ H2
1−δ(G ∩ Oε(g2)).

Введем ограниченный оператор La(q) : H2
a(G) → H0

a(G, ∂G) по формуле

La(q)u = {∆u− qu, u|Γ1 − b1(y)u(Ω1(y))|Γ1 , u|Γ2}, q > 0.

Обозначим также La = La(0).

Лемма 26.19. Пусть q > 0 достаточно мало; тогда dim kerL1−δ(q) = 0.
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Доказательство. Вначале положим q = 0 и докажем, что dim kerL1−δ = 0.

Пусть u ∈ kerL1−δ. Без ограничения общности считаем, что функция u веще-

ственнозначная. Используя соотношения (26.65)–(26.67), получим

∆u = 0, y ∈ G ∩ Oε(g1),

u|Γj∩Oε(g1) − u(Ωj(y))|Γj∩Oε(g1) = 0, j = 1, 2.

Следовательно, повторяя рассуждения из доказательства леммы 26.4, полу-

чаем u ∈ C(G ∩ Oε(g1)). Как и в лемме 26.5 нетрудно показать, что u ∈
C(G ∩ Oε(g2)). Тогда u ∈ C(G), и в силу принципа максимума 24.1 u = 0,

т. е. dim kerL1−δ = 0.

Аналогично лемме 26.5 доказывается, что dim kerL1−δ(q) = 0 для достаточно

малых q > 0.

Лемма 26.20. Пусть q > 0 достаточно мало; тогда dim kerL1+δ(q) 6 1.

Доказательство. 1. Вначале докажем, что dim kerL1+δ 6 2. Пусть u ∈ kerL1+δ.

Без ограничения общности предположим, что функция u вещественнозначная.

Пользуясь соотношениями (26.65)–(26.67), получим

∆u = 0, y ∈ G ∩ Oε(g1), (26.75)

u|Γj∩Oε(g1) − u(Ωj(y))|Γj∩Oε(g1) = 0, j = 1, 2. (26.76)

В силу (26.71) полоса −1 − δ 6 Im λ 6 δ содержит единственное собственное

значение λ0 = 0 задачи (26.69), (26.70). Следовательно, используя (26.75),

(26.76) и теорему 2.2 в [13], получим

u(y) = c0ϕ0(ω)+ ĉ0(ϕ̂0(ω)+ϕ0(ω) ln r)+ v(y) = c0 + ĉ ln r + v(y), y ∈ G∩Oε(g1),

(26.77)

где c1 и c2 — некоторые константы, v ∈ H2
−δ(G ∩ Oε(g1)) ⊂ W 2(G ∩ Oε(g1)) ⊂

C(G ∩ Oε(g1)) и v(g1) = 0.

Далее, так же как в доказательстве леммы 26.20, имеем u ∈ W 2(G ∩
Oε(g2)) ⊂ C(G ∩ Oε(g1)). Следовательно, учитывая (26.77), видим, что

u(y) = c0u0(y) + ĉ0û0(y) + U(y), y ∈ G, (26.78)

где u0, û0 ∈ C∞(G \ {g1}),

u0(y) =

{
1, y ∈ Oε(g1),

0, y ∈ Oε(g2),
û0(y) =

{
ln r, y ∈ Oε(g1),

0, y ∈ Oε(g2),

278



U ∈ W 2(G) ⊂ C(G) и U(g1) = U(g2) = U(g) = 0. Отсюда и из леммы 5.2

(часть 2), в частности, вытекает, что U ∈ H2
1−δ(G).

Из представления (26.78) и леммы 26.19 получаем dim kerL1+δ 6 2.

2. Докажем, что dim kerL1+δ 6 1. Предположим противное: пусть существу-

ют две линейно независимые функции v1, v2 ∈ kerL1+δ. Так как каждая из этих

функций представима в виде (26.78), то некоторая их нетривиальная линейная

комбинация (которую мы обозначим через u) имеет вид

u(y) = u0(y) + U(y), (26.79)

т. е. u ∈ C(G). Используя принцип максимума 24.1, имеем u(y) ≡ 0. Следова-

тельно, функции v1 и v2 линейно зависимы, и dim kerL1+δ 6 1.

3. Аналогично доказательству леммы 26.6 можно показать, что

dim kerL1+δ(q) 6 1

для достаточно малых q > 0.

Лемма 26.21. Пусть q > 0 достаточно мало; тогда codimR(L1−δ(q)) > 1.

Доказательство. Полоса −δ 6 Im λ 6 δ не содержит собственных значений

модельной задачи (26.10), (26.11) (см. п. 26.2), соответствующей точке g2, и

содержит единственное собственное значение λ0 = 0 модельной задачи (26.69),

(26.70); при этом алгебраическая кратность собственного значения λ0 = 0 рав-

на 2. Следовательно, по теореме 4.1 в [84] indL1+δ(q) = indL1−δ(q) + 2, т. е.

dim kerL1+δ(q)− codimR(L1+δ(q)) = dim kerL1−δ(q)− codimR(L1−δ(q)) + 2.

Отсюда и из лемм 26.19 и 26.20 получаем

codimR(L1−δ(q)) = codimR(L1+δ(q))− dim kerL1+δ(q) + 2 > 1.

Зафиксируем число q > 0, для которого codimR(L1−δ(q)) > 1. Рассмотрим

множество

R0
1−δ(G) = {f0 ∈ H0

1−δ(G) : (f0, 0, 0) ∈ R(L1−δ(q))}.

Очевидно, R0
1−δ(G) — замкнутое подпространство в H0

1−δ(G), поскольку образ

R(L1−δ(q)) — замкнутое подпространство в H0
1−δ(G, ∂G).

Следующий результат доказывается аналогично лемме 26.8 (вместо лем-

мы 26.7 следует использовать лемму 26.21).
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Лемма 26.22. codim R0
1−δ(G) > 1.

Теперь, повторяя доказательство теоремы 26.1 и пользуясь леммами 26.18

и 26.22 вместо лемм 26.4 и 26.8 соответственно, получи заключение теоре-

мы 26.3.

Замечание 26.3. Как и в п. 26.2, видим, что никакое сужение P̂B : CB(G) →
CB(G) оператора PB не будет генератором полугруппы Феллера.
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