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Ââåäåíèå

1. Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ íåëîêàëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è â äâó-
ãðàííûõ è ïëîñêèõ óãëàõ, à òàêæå â ïëîñêèõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñîáûé èíòåðåñ ê íåëîêàëüíûì çàäà÷àì îáóñëîâ-
ëåí, ñ îäíîé ñòîðîíû, çíà÷èòåëüíûìè òåîðåòè÷åñêèìè äîñòèæåíèÿìè â
äàííîì íàïðàâëåíèè è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âàæíûìè ïðèëîæåíèÿìè, âîç-
íèêàþùèìè â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê: òåîðèÿ ïëàçìû [3, 28], áèîôèçèêà,
òåîðèÿ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ [41, 42], òåîðèÿ ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí
è îáîëî÷åê [25, 52].

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå íåëîêàëüíûå çàäà÷è èçó÷àëè åùå
A. Sommerfeld [54], ß.Ä. Òàìàðêèí [35], M. Picone [50], A.M. Krall [49]
è äð. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïî-âèäèìîìó, îäíà èç ïåðâûõ ðàáîò, ïî-
ñâÿùåííûõ íåëîêàëüíûì çàäà÷àì, ïðèíàäëåæèò T. Carleman [40]. Â
ðàáîòå [40] èùåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè G ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó íåëîêàëüíîìó óñëîâèþ íà ãðàíèöå Υ îáëàñòè:
çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè â òî÷êå y ∈ Υ ñâÿçàíî ñî çíà÷åíèåì â
òî÷êå ω(y), ãäå ω : Υ → Υ � ïðåîáðàçîâàíèå ãðàíèöû, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå òðåáîâàíèþ ω

(
ω(y)

) ≡ y, y ∈ Υ. Ñ òàêîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è
ñâÿçàíû äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷
ñî ñäâèãàìè, îòîáðàæàþùèìè ãðàíèöó îáëàñòè íà ñåáÿ, è àáñòðàêòíûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ [5, 38, 39].

Â 1969 ãîäó À.Â. Áèöàäçå è À.À. Ñàìàðñêèé [3] ðàññìîòðåëè âîçíèêà-
þùóþ â òåîðèè ïëàçìû íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó ñëåäóþùåãî âèäà: èùåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêàÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå G = {y ∈ R2 : −1 < y1 < 1, 0 < y2 < 1}
è íåïðåðûâíàÿ â Ḡ ôóíêöèÿ u(y1, y2), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

u(y1, 0) = g1(y1), u(y1, 1) = g2(y1), −1 < y1 < 1,
u(−1, y2) = g3(y2), u(1, y2) = u(0, y2), 0 < y2 < 1,

ãäå g1, g2, g3 � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Äàííàÿ çàäà÷à ðå-
øåíà â ðàáîòå [3] ñâåäåíèåì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà è ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëü-
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íîé îáëàñòè è îáùèõ íåëîêàëüíûõ óñëîâèé òàêàÿ çàäà÷à áûëà ñôîðìó-
ëèðîâàíà êàê íåðåøåííàÿ (ñì. òàêæå [28, 49]). Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû è
îáîáùåíèÿ íåëîêàëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå ñîäåðæàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðå-
ìåííûõ, îòîáðàæàþùèå ãðàíèöó âíóòðü çàìûêàíèÿ îáëàñòè, ðàññìàòðè-
âàëè Í.Â. Æèòàðàøó è Ñ.Ä. Ýéäåëüìàí [11], ß.À. Ðîéòáåðã è Ç.Ã. Øåô-
òåëü [27], À.Â. Áèöàäçå [2], Â.À. Èëüèí è Å.È. Ìîèñååâ [13], Ê.Þ. Êèø-
êèñ [14], À.Ê. Ãóùèí è Â.Ï. Ìèõàéëîâ [9, 10] è äð.; ïðè ýòîì îñîáîå âíè-
ìàíèå óäåëÿëîñü ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè-
÷åñêèõ çàäà÷. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà íåëîêàëüíûõ çàäà÷ èññëåäîâàëèñü,
â ÷àñòíîñòè, Â.À. Èëüèíûì [12], Å.È. Ìîèñååâûì [22, 23], À.À. Øêàëè-
êîâûì [37]. Îòìåòèì, ÷òî â äàííûõ ðàáîòàõ èçó÷àåòñÿ ëèáî îäíîìåðíûé
èëè äâóìåðíûé ñëó÷àé, ëèáî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ëèáî íàêëàäû-
âàþòñÿ äîñòàòî÷íî æåñòêèå óñëîâèÿ íà ãåîìåòðèþ íîñèòåëÿ íåëîêàëüíûõ
÷ëåíîâ.

Îñíîâû îáùåé òåîðèè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà 2m ñ
íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè îáùåãî âèäà áûëè çàëîæåíû â ðà-
áîòàõ À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî è åãî ó÷åíèêîâ [29, 30, 31, 32, 33, 51, 52, 26, 15]:
ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ïî òèïó íåëîêàëüíûõ óñëîâèé, äîêàçàíû àïðè-
îðíûå îöåíêè è ïîñòðîåí ïðàâûé ðåãóëÿðèçàòîð â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ, äëÿ îïðåäåëåííûõ êëàññîâ íåëîêàëüíûõ çàäà÷ èçó÷åíû ñïåê-
òðàëüíûå ñâîéñòâà è ñâîéñòâà èíäåêñîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ.
Íàèáîëåå ñëîæíîé îêàçûâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà íîñèòåëü íåëîêàëüíûõ
÷ëåíîâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ãðàíèöåé îáëàñòè � èìåííî òàêèå
çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ â äèññåðòàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå îáîáùåííîå ðå-
øåíèå íåëîêàëüíîé çàäà÷è ìîæåò èìåòü ñòåïåííûå îñîáåííîñòè âáëèçè
íåêîòîðûõ òî÷åê äàæå ïðè áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ãðàíèöå îáëàñòè è áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòè [30, 53]. Ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ
òàêîãî ðîäà çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà, ââå-
äåííûå Â.À. Êîíäðàòüåâûì ïðè èññëåäîâàíèè êðàåâûõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ
ñ óãëîâûìè èëè êîíè÷åñêèìè òî÷êàìè [16], à òàêæå èõ îáîáùåíèÿ íà
ñëó÷àé îáëàñòåé ñ ðåáðàìè [21, 24].

2. Íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ. Íåëîêàëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà-
÷è â äâóãðàííûõ óãëàõ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì â
ïëîñêèõ óãëàõ ðàíåå èññëåäîâàëèñü À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèì [32]. Òàêèå çàäà-
÷è âîçíèêàþò â êà÷åñòâå ìîäåëüíûõ ïðè èçó÷åíèè íåëîêàëüíûõ çàäà÷ â
n-ìåðíûõ (n ≥ 3) îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ [33]. Â ðàáîòå [32] ñ ïîìîùüþ
àïðèîðíûõ îöåíîê è ïîñòðîåíèÿ ïðàâîãî ðåãóëÿðèçàòîðà ïîëó÷åíû äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ôðåäãîëüìîâîé è îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óêàçàí-
íûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâîãî ðåãóëÿðèçàòîðà
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ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ êàê íà íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó, òàê
è íà ñîîòâåòñòâóþùóþ åé �ëîêàëüíóþ� çàäà÷ó. Â äèññåðòàöèè âïåðâûå
ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ôðåäãîëüìîâîé è îäíî-
çíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ìîäåëüíûõ çàäà÷ â óãëàõ; ýòè óñëîâèÿ óæå íå ñî-
äåðæàò äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà �ëîêàëüíóþ� çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî,
êàê è â ðàáîòå [32], èñïîëüçóþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé, ïîçâîëÿþ-
ùèå äîêàçàòü êîíå÷íîìåðíîñòü ÿäðà è çàìêíóòîñòü îáðàçà íåëîêàëüíîãî
îïåðàòîðà. Îäíàêî, âìåñòî ïîñòðîåíèÿ ïðàâîãî ðåãóëÿðèçàòîðà, ïðèìå-
íÿåòñÿ äðóãîé ïîäõîä: âûâîäèòñÿ ôîðìóëà Ãðèíà, ïîðîæäàþùàÿ çàäà÷ó,
ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííóþ ê èñõîäíîé íåëîêàëüíîé çàäà÷å. Ôîðìàëüíî ñî-
ïðÿæåííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

â äâóãðàííûõ óãëàõ Ξjt (
Rj⋃
t=1

Ξjt = Ξj, ãäå Ξj, j = 1, . . . , N , � ñèñòåìà èñ-
õîäíûõ óãëîâ) ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèìè
ñêà÷êè íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ íà ñòîðîíàõ óãëîâ Ξjt ñî
çíà÷åíèÿìè íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ íà ñòîðîíàõ èñõîä-
íûõ óãëîâ Ξj. Òàêóþ çàäà÷ó ìû íàçûâàåì íåëîêàëüíîé çàäà÷åé òðàíñ-
ìèññèè. Ðàíåå íåëîêàëüíûå çàäà÷è òðàíñìèññèè èçó÷àëèñü ëèáî â îä-
íîìåðíîì ñëó÷àå [13], ëèáî â ìíîãîìåðíîì, íî ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî
ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðûõ çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ, ëåæàò ñòðî-
ãî âíóòðè îáëàñòè è ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ [27]; ïðè ýòîì ðåøåíèÿ
ðàññìàòðèâàëèñü â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà áåç âåñà. Â äèññåðòàöèè ïî-
ëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çàäà÷è òðàíñìèññèè â
âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ãàðàíòèðóþùèå êîíå÷íîìåðíîñòü ÿäðà ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî îïåðàòîðà. Äàëåå ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Ãðèíà óñòàíîâëåíà
ñâÿçü ìåæäó ÿäðàìè îïåðàòîðà, ñîïðÿæåííîãî ê îïåðàòîðó íåëîêàëü-
íîé êðàåâîé çàäà÷è (è äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâàõ ðàñïðåäåëåíèé),
è îïåðàòîðà íåëîêàëüíîé çàäà÷è òðàíñìèññèè. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà
êîíå÷íîìåðíîñòü êîÿäðà èñõîäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è. Äàííûå
ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ãë. 1.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæåò íàðóøàòüñÿ âáëèçè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
òî÷åê íà ãðàíèöå îáëàñòè äàæå ïðè áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ãðàíèöå îáëàñòè
è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòè [30, 53]. Ïðè ýòîì çà ñ÷åò
íàëè÷èÿ íåëîêàëüíûõ ÷ëåíîâ îñîáåííîñòè ìîãóò �ïåðåíîñèòüñÿ� â äðóãèå
òî÷êè ãðàíèöû è äàæå âíóòðü îáëàñòè, îáðàçóÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî K.
Òàêèì îáðàçîì, âñòàåò âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèé âáëèçè ìíîæå-
ñòâà K. Â ðàáîòå À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî [30] ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå
ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ çàäà÷ â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ äëÿ ñëó-
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÷àÿ, êîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ íå ñîäåðæàò ðàñòÿæåíèÿ (ñæà-
òèÿ) àðãóìåíòà âáëèçè òî÷åê ìíîæåñòâà K. Â äèññåðòàöèè âûâîäèòñÿ
àíàëîãè÷íàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ
âáëèçè K ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåìåííûõ. Êðîìå òîãî, âïåðâûå ïîëó÷åíû
ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòèêè. Êîýôôèöèåíòû âû-
÷èñëÿþòñÿ êàê â òåðìèíàõ ñîïðÿæåííûõ íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ, òàê
è â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ íåëîêàëüíûõ çà-
äà÷ òðàíñìèññèè, èçó÷åííûõ â ãë. 1. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ àñèìïòî-
òèêà ôîðìàëüíî �ïîõîæà� íà àñèìïòîòèêó ðåøåíèé �ëîêàëüíûõ� çàäà÷
(ñì. [20, 24]) è îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, à òàêæå ñîáñòâåííû-
ìè è ïðèñîåäèíåííûìè âåêòîðàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëüíîé çàäà÷è ñ
ïàðàìåòðîì. Îäíàêî, çà ñ÷åò íàëè÷èÿ íåëîêàëüíûõ ÷ëåíîâ âîçíèêàþò
ñëåäóþùèå ïðèíöèïèàëüíûå îñîáåííîñòè: âî-ïåðâûõ, èçìåíÿåòñÿ ðàñïî-
ëîæåíèå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìîäåëüíûõ çàäà÷
ñ ïàðàìåòðîì; âî-âòîðûõ, ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ âîçíèêàþò
íåëîêàëüíûå çàäà÷è òðàíñìèññèè, íå õàðàêòåðíûå äëÿ ñëó÷àÿ �ëîêàëü-
íûõ� êðàåâûõ çàäà÷; â-òðåòüèõ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ
è çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âáëèçè íåêîòîðîé òî÷êè ìíîæåñòâà K çàâè-
ñÿò íå òîëüêî îò äàííûõ çàäà÷è â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè, íî è îò
äàííûõ âáëèçè äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà K, ñâÿçàííûõ ñ äàííîé ïîñðåä-
ñòâîì ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåìåííûõ â íåëîêàëüíûõ ÷ëåíàõ. Èìåííî ýòèìè
îñîáåííîñòÿìè îáúÿñíÿåòñÿ óïîìÿíóòîå âûøå íàðóøåíèå ãëàäêîñòè ðå-
øåíèé íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷. Èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè
ðåøåíèé ïîñâÿùåíû ãë. 2 è 3.

Êðîìå òîãî, â ãë. 3 âïåðâûå ïîëó÷åíà ôîðìóëà èíäåêñà îïåðàòîðîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîé è òîé æå íåëîêàëüíîé çàäà÷å, íî äåéñòâóþùèõ
â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ðàçíûìè ïîêàçàòåëÿìè âåñà.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè íå òîëü-
êî äëÿ ñëó÷àÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïîðÿäêà 2m, íî äàæå äëÿ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.

3. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ ãëàâ.
Â ãë. 1 èçó÷àåòñÿ ôðåäãîëüìîâà è îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëî-

êàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ â äâóãðàííûõ è ïëîñêèõ óãëàõ.
Â � 1.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêà íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â

äâóãðàííûõ è ïëîñêèõ óãëàõ, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âåñîâûå
ïðîñòðàíñòâà è äëÿ íèõ äîêàçûâàåòñÿ ðÿä ñâîéñòâ.

Â � 1.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî î ðàçðåøèìîñòè
íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â ïëîñêèõ óãëàõ. Ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçó-
þòñÿ â � 1.3.
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� 1.3 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé ìîäåëüíûõ
íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì θ â ïëîñêèõ óãëàõ. Àïðèîð-
íûå îöåíêè ðåøåíèé ðàâíîñèëüíû êîíå÷íîìåðíîñòè ÿäðà è çàìêíóòîñòè
îáðàçà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîäåëüíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êî-
íå÷íîìåðíîñòè êîÿäðà íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà âûâîäèòñÿ ôîðìóëà Ãðè-
íà è èçó÷àþòñÿ ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûå îòíîñèòåëüíî ôîðìóëû Ãðèíà
çàäà÷è (�� 1.4�1.9).

Â � 1.4 âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ íåëîêàëüíûõ çàäà÷ â äâó-
ãðàííûõ óãëàõ, ïëîñêèõ óãëàõ è íà äóãàõ. Ôîðìóëû Ãðèíà ïîðîæäàþò
ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûå çàäà÷è � íåëîêàëüíûå çàäà÷è òðàíñìèññèè �
â äâóãðàííûõ óãëàõ, ïëîñêèõ óãëàõ è íà äóãàõ ñîîòâåòñòâåííî.

Â � 1.5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòàíîâêè íåëîêàëüíûõ
çàäà÷ òðàíñìèññèè, äîêàçûâàþòñÿ ëåììû, ïîçâîëÿþùèå äàëåå îãðàíè-
÷èòüñÿ èçó÷åíèåì çàäà÷ ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè è îäíîðîä-
íûìè íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ.

Â � 1.6 èçó÷àåòñÿ ìîäåëüíàÿ íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à òðàíñìèññèè ñ ïà-
ðàìåòðîì λ, äîêàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîñòü ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóþùåãî åé
îïåðàòîðà. Êðîìå òîãî, èññëåäóåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü âñïîìî-
ãàòåëüíîé íåëîêàëüíîé çàäà÷è òðàíñìèññèè â ïëîñêîì óãëå, êîòîðàÿ, êàê
è â ñëó÷àå íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷, ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò
îò ðàñïîëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë óïîìÿíóòîé ìîäåëüíîé çàäà÷è ñ ïà-
ðàìåòðîì λ. Ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ â � 1.7.

� 1.7 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé ìîäåëü-
íûõ íåëîêàëüíûõ çàäà÷ òðàíñìèññèè ñ ïàðàìåòðîì θ â ïëîñêèõ óãëàõ.
Àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé (àíàëîãè÷íûå îöåíêàì ðåøåíèé íåëîêàëü-
íûõ êðàåâûõ çàäà÷, ñì. � 1.3) ðàâíîñèëüíû êîíå÷íîìåðíîñòè ÿäðà è çà-
ìêíóòîñòè îáðàçà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîäåëüíîãî îïåðàòîðà íåëîêàëüíîé
çàäà÷è òðàíñìèññèè.

Â � 1.8 äîêàçûâàþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè îäíîé âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è â Rn, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â � 1.9 ïðè èññëåäîâàíèè îïåðàòîðà,
ñîïðÿæåííîãî ê îïåðàòîðó èñõîäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è.

Â � 1.9 èçó÷àåòñÿ îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó íåëîêàëüíîé
êðàåâîé çàäà÷è, è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó åãî ÿäðîì è ÿäðîì îïåðà-
òîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåëîêàëüíîé çàäà÷å òðàíñìèññèè, ïîðîæäåííîé
ôîðìóëîé Ãðèíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãë. 1 ñîáðàíû â � 1.10. Çäåñü ïðè ïîìîùè òå-
îðåì èç �� 1.3, 1.7 è 1.9 óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ôðåäãîëüìîâîé ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïà-
ðàìåòðîì θ â ïëîñêèõ óãëàõ è îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ
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êðàåâûõ çàäà÷ â äâóãðàííûõ óãëàõ.
Â � 1.11 (â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ ãë. 1)

äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-
íåíèÿ Ïóàññîíà â äâóãðàííûõ óãëàõ. Ïðè ýòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òðèâèàëüíîñòè ÿäåð îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëîêàëüíîé êðàå-
âîé çàäà÷å è íåëîêàëüíîé çàäà÷å òðàíñìèññèè, óêàçàííûå çàäà÷è ñâî-
äÿòñÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíûõ óðàâíå-
íèé [30, 31, 52]. Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ðàáîò [30, 31, 52], âîçíè-
êàþùèå çäåñü óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò îòêëîíåíèÿ íå ïî äåêàðòîâûì êîîð-
äèíàòàì, à ïî ïîëÿðíîìó óãëó.

Â ãë. 2 èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
çàäà÷ â ïëîñêèõ óãëàõ è �ëîêàëüíûõ� çàäà÷ â R2 \ {0}.

Â � 2.1 âûâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ íåëîêàëü-
íîé çàäà÷è â óãëå ñ íåèçâåñòíûìè ïîêà êîýôôèöèåíòàìè.

Â � 2.2 ïîëó÷åíû âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû î ãëàäêîñòè ðåøåíèé
íåëîêàëüíûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì λ. Ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ãëàäêîñòè ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ íåëî-
êàëüíûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì λ.

Â � 2.3 èçó÷àþòñÿ ñîïðÿæåííûå íåëîêàëüíûå îïåðàòîðû è èõ ñïåê-
òðàëüíûå ñâîéñòâà. Ðåçóëüòàòû � 2.3 èñïîëüçóþòñÿ â � 2.4 ïðè âû÷èñëå-
íèè êîýôôèöèåíòîâ â àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ.

Â � 2.4 ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â àñèìïòî-
òèêå ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ â ïëîñêèõ óãëàõ. Êî-
ýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
âåêòîðîâ êàê ñîïðÿæåííûõ íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ, òàê è ôîðìàëüíî
ñîïðÿæåííûõ îòíîñèòåëüíî ôîðìóëû Ãðèíà çàäà÷ � íåëîêàëüíûõ çàäà÷
òðàíñìèññèè (ñì. ãë. 1).

� 2.5 ïîñâÿùåí âûâîäó àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë (è âû÷èñëåíèþ êî-
ýôôèöèåíòîâ â íèõ) äëÿ ðåøåíèé �ëîêàëüíûõ� ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ â
R2 \ {0}. Ðåçóëüòàòû � 2.5, òàê æå êàê è ðåçóëüòàòû �� 2.1, 2.4, áóäóò
èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòèêè ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ çàäà÷ â
ïëîñêèõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ (ñì. ãë. 3).

Â ãë. 3 èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
çàäà÷ â ïëîñêèõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ.

Â � 3.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêà íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â
ïëîñêèõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ; îïðåäåëÿþòñÿ äîïóñòèìûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïåðåìåííûõ â íåëîêàëüíûõ ÷ëåíàõ. Ïðèíöèïèàëüíûì (êàê è â
ðàáîòàõ [30, 33]) çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: åñëè íîñèòåëü Υ
íåëîêàëüíûõ ÷ëåíîâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ òî÷êîé ñîïðÿæåíèÿ
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íåëîêàëüíûõ óñëîâèé, òî êðèâàÿ Υ äîëæíà ïåðåñåêàòüñÿ â äàííîé òî÷êå
ñ ãðàíèöåé îáëàñòè ïîä íåíóëåâûì óãëîì. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî
â ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ (ñì. ãë. 1, 2) íåëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðå-
ìåííûõ îòîáðàæàþò ñòîðîíû ïëîñêîãî óãëà Kj â ëó÷è, ëåæàùèå ñòðîãî
âíóòðè íåêîòîðîãî óãëà Kk (óãëû K1, . . . , KN ñîîòâåòñòâóþò îðáèòå
äàííîé òî÷êè ñîïðÿæåíèÿ).

Â � 3.2 ïðè ïîìîùè ðåçóëüòàòîâ �� 2.1 è 2.5 ãë. 2, à òàêæå ðàáîòû [24],
âûâîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ñ íåèçâåñòíûìè ïîêà êîýôôèöè-
åíòàìè äëÿ ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çàäà÷è â ïëîñêîé îáëàñòè âáëèçè ìíî-
æåñòâà K, ñîñòîÿùåãî èç îðáèò òî÷åê ñîïðÿæåíèÿ íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ
óñëîâèé.

Â � 3.3 âûâîäèòñÿ ôîðìóëà äëÿ èíäåêñîâ îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îäíîé è òîé æå íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å, íî äåéñòâóþùèõ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ñ ðàçíûìè ïîêàçàòåëÿìè âåñà. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ àñèì-
ïòîòèêà ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííàÿ â � 3.2.

Â � 3.4 ïðè ïîìîùè ðåçóëüòàòîâ �� 2.3 è 2.5 ãë. 2, à òàêæå ðàáî-
òû [24], âûâîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è, ñî-
îòâåòñòâóþùåé ñîïðÿæåííîìó íåëîêàëüíîìó îïåðàòîðó, äåéñòâóþùåìó
â ïðîñòðàíñòâàõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ðåçóëüòàòû � 3.4 ïîçâîëÿþò â � 3.5 âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ â àñèìïòîòèêå ðåøåíèé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è â
ïëîñêîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Óêàçàííûå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ
â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ ñîïðÿæåííûõ íåëî-
êàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [7, 8,
45, 43, 46, 44, 47, 48].

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå â
Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì
àêàäåìèêà ÐÀÍ Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî è ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà; íà
ñåìèíàðå êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Å.È. Ìîèñååâà; íà ñåìèíàðàõ ìåõàíèêî�ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ: íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì Ì.Ñ. Àãðàíî-
âè÷à è Ì.È. Âèøèêà, íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.À. Êîíäðàòüåâà
è íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì À.À. Øêàëèêîâà; íà ñåìèíàðå â Ìî-
ñêîâñêîì àâèàöèîííîì èíñòèòóòå ïîä ðóêîâîäñòâîì Ã.À. Êàìåíñêîãî è
À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü òàêæå íà
ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: �Di�erential Equations and Related
Topics�, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ È.Ã.Ïåòðîâñêîãî, ÌÃÓ, Ìîñêâà, 2001;
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�Di�erential and Functional Di�erential Equations�, Ìîñêâà, 2002;
�Functional Di�erential Equations and Applications�, óíèâåðñèòåò èì. Áåí
Ãóðèîíà, Áååð Øåâà, Èçðàèëü, 2002; Êðûìñêèõ îñåííèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
øêîëàõ�ñèìïîçèóìàõ, Ñèìôåðîïîëü, 2000, 2001.



Ãëàâà 1

Íåëîêàëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå
çàäà÷è â äâóãðàííûõ è ïëîñêèõ
óãëàõ. Ôîðìóëà Ãðèíà

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ è ôðåäãîëüìîâà ðàçðåøèìîñòü
íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ â äâóãðàííûõ è ïëîñêèõ óãëàõ (òà-
êèå çàäà÷è âîçíèêàþò â êà÷åñòâå ìîäåëüíûõ ïðè èññëåäîâàíèè íåëîêàëü-
íûõ çàäà÷ â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ � ñì. [30, 33], à òàêæå ãë. 3 äàííîé
äèññåðòàöèè). Ñ ýòîé öåëüþ äîêàçûâàþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé
è èçó÷àþòñÿ ñîïðÿæåííûå çàäà÷è (òàê íàçûâàåìûå �íåëîêàëüíûå çàäà-
÷è òðàíñìèññèè�), äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîòîðûõ âûâîäèòñÿ ôîðìóëà Ãðèíà.
Â ãë. 2 ôîðìóëà Ãðèíà áóäåò òàêæå èñïîëüçîâàíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ â àñèìïòîòèêå ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ â
ïëîñêèõ óãëàõ.

1.1 Íåëîêàëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çà-
äà÷è. Ñâåäåíèå ê çàäà÷àì ñ îäíîðîäíûìè
íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè

1. Ðàññìîòðèì N äâóãðàííûõ óãëîâ
Ξj = {x = (y, z) : r > 0, bj1 < ω < bj,Rj+1, z ∈ Rn−2}

(j = 1, . . . , N ; Rj ≥ 1 � öåëîå)
ñ îáùèì ðåáðîì

M = {x = (y, z) : y = 0, z ∈ Rn−2};

12
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ïóñòü Ξ̄j =
Rj⋃
t=1

Ξ̄jt, ãäå

Ξjt = {x = (y, z) : r > 0, bjt < ω < bj,t+1, z ∈ Rn−2} (t = 1, . . . , Rj);

ñòîðîíû äâóãðàííûõ óãëîâ Ξjt áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Γjq:

Γjq = {x = (y, z) : r > 0, ω = bjq, z ∈ Rn−2} (q = 1, . . . , Rj + 1).

Çäåñü x = (y, z) ∈ Rn, y ∈ R2, z ∈ Rn−2; (ω, r) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû
òî÷êè y; −π < bj1 < · · · < bj,Rj+1 < π.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pj(Dy, Dz), Bjσµ(Dy, Dz) è Bjσµkqs(Dy, Dz) îäíî-
ðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ïîðÿäêîâ 2m, mjσµ è mjσµ ñîîòâåòñòâåííî (mjσµ ≤ 2m−1;
j, k = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m; q = 2, . . . , Rj

s = 1, . . . , Sjσkq).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [19, ãë. 2,

�� 1.2, 1.4].

Óñëîâèå 1.1. Äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N îïåðàòîðû Pj(Dy, Dz) ñîáñòâåííî
ýëëèïòè÷åñêèå.

Óñëîâèå 1.2. Äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj +1 ñèñòåìà îïåðàòîðîâ
{Bjσµ(Dy, Dz)}m

µ=1 íîðìàëüíàÿ è íàêðûâàåò îïåðàòîð Pj(Dy, Dz) íà Γjσ.

Íà îïåðàòîðû Bjσµkqs(Dy, Dz) (èãðàþùèå â äàëüíåéøåì ðîëü íåëî-
êàëüíûõ) íèêàêèõ óñëîâèé, êðîìå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîðÿäîê, íå íàêëàäû-
âàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì N óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé U1, . . . , UN

Pj(Dy, Dz)Uj = fj(x) (x ∈ Ξj) (1.1)

ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè

Bjσµ(Dy, Dz)U ≡ Bjσµ(Dy, Dz)Uj|Γjσ
+

+
∑
k,q,s

(Bjσµkqs(Dy, Dz)Uk)(Gjσkqsy, z)|Γjσ
= gjσµ(x) (x ∈ Γjσ) (1.2)

(j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m).

Çäåñü è íèæå ñóììèðîâàíèå â ôîðìóëå äëÿ Bjσµ(Dy, Dz) ïðîâîäèò-
ñÿ ïî k = 1, . . . , N ; q = 2, . . . , Rk; s = 1, . . . , Sjσkq; U =
(U1, . . . , UN); çàïèñü (Bjσµkqs(Dy, Dz)Uk)(Gjσkqsy, z) îçíà÷àåò, ÷òî âûðà-
æåíèå (Bjσµkqs(Dy′ , Dz′)Uk)(x

′) âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ x′ = (Gjσkqsy, z); Gjσkqs



� 14 �

� îïåðàòîð ïîâîðîòà íà óãîë ωjσkq è ðàñòÿæåíèÿ â βjσkqs ðàç â ïëîñêî-
ñòè {y} òàê, ÷òî bk1 < bjσ + ωjσkq = bkq < bk,Rk+1, 0 < βjσkqs.

Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà X ∈ Rn (n ≥ 1) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
C∞

0 (X) ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â X̄ ôóíêöèé ñ êîì-
ïàêòíûìè íîñèòåëÿìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â X.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî H l
a(Ξ

′) êàê ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà C∞
0 (Ξ̄′ \M)

ïî íîðìå

‖w‖Hl
a(Ξ′) =


∑

|α|≤l

∫

Ξ′

r2(a−l+|α|)|Dα
xw(x)|2dx




1/2

,

ãäå Ξ′ = {x = (y, z) : r > 0, b1 < ω < b2, z ∈ Rn−2} (−π < b1 < b2 < π);
a ∈ R, l ≥ 0 öåëîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H

l−1/2
a (Γ′) (äëÿ l ≥ 1) ïðîñòðàíñòâî

ñëåäîâ íà (n − 1)-ìåðíîé ïîëóïëîñêîñòè Γ′ = {x = (y, z) : r > 0, ω =
b, z ∈ Rn−2} (b1 ≤ b ≤ b2), ëåæàùåé â Ξ̄′, ñ íîðìîé

‖ψ‖
H

l−1/2
a (Γ′) = inf ‖w‖Hl

a(Ξ′) (w ∈ H l
a(Ξ

′) : w|Γ′ = ψ).

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà âåêòîð�ôóíêöèé

H l+2m, N
a (Ξ) =

N∏
j=1

H l+2m
a (Ξj), H l, N

a (Ξ, Γ) =
N∏

j=1

H l
a(Ξj, Γj),

H l
a(Ξj, Γj) = H l

a(Ξj)×
∏

σ=1, Rj+1

m∏
µ=1

H l+2m−mjσµ−1/2
a (Γjσ).

Ìû áóäåì èçó÷àòü ðåøåíèÿ U = (U1, . . . , UN) ∈ H l+2m, N
a (Ξ) çàäà÷è (1.1),

(1.2) ïðè óñëîâèè, ÷òî f = {fj, gjσµ} ∈ H l, N
a (Ξ, Γ). Ââåäåì îãðàíè÷åííûé

îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å (1.1), (1.2),

L = {Pj(Dy, Dz), Bjσµ(Dy, Dz)} : H l+2m, N
a (Ξ) → H l, N

a (Ξ, Γ).

Ëåììà 1.1. Äëÿ ëþáûõ gjσµ ∈ H
l+2m−mjσµ−1/2
a (Γjσ) (j = 1, . . . , N ; σ =

1, Rj +1; µ = 1, . . . , m) ñóùåñòâóåò âåêòîð�ôóíêöèÿ U ∈ H l+2m, N
a (Ξ),

òàêàÿ, ÷òî
Bjσµ(Dy, Dz)U = gjσµ(x) (x ∈ Γjσ),

‖U‖Hl+2m, N
a (Ξ) ≤ c

∑
j, σ, µ

‖gjσµ‖
H

l+2m−mjσµ−1/2
a (Γjσ)

,

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò gjσµ.
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Ëåììà 1.1 äîêàçàíà â [32, � 1].
Äëÿ öåëûõ l ≥ 0 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W l(G) = W l

2(G) ïðîñòðàí-

ñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé ‖u‖W l(G) =

(
∑
|α|≤l

∫
G

|Dαu|2 dx

)1/2

(ïðè l = 0

ïîëàãàåì W 0(G) = L2(G)) ãäå G ⊂ Rn � îáëàñòü ñ Ëèïøèöåâîé ãðà-
íèöåé. ×åðåç W l−1/2(Υ) (äëÿ l ≥ 1) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ íà
(n − 1)-ìåðíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Υ ⊂ Ḡ. Äàëåå íàì ïîòðåáóþòñÿ
íåêîòîðûå èíòåðïîëÿöèîííûå íåðàâåíñòâà â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà è
â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ëåììà 1.2. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü; òîãäà äëÿ ëþáîãî w ∈
W l(G) è λ ∈ C

|λ|l−s ‖w‖W s(G) ≤ cls(‖w‖W l(G) + |λ|l ‖w‖L2(G)). (1.3)

Çäåñü 0 < s < l; cls > 0 íå çàâèñèò îò w, λ.

Ëåììà 1.3. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü; òîãäà äëÿ ëþáîãî w ∈
W 1(G) è λ ∈ C

|λ|1/2 ‖w|∂G‖L2(∂G) ≤ c(‖w‖W 1(G) + |λ| ‖w‖L2(G)). (1.4)

Çäåñü c > 0 íå çàâèñèò îò w, λ.

Ëåììû 1.2 è 1.3 äîêàçàíû â [1, ãë. 1, � 1]. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1.2 è
ñâîéñòâà âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
(ñì. [30, � 1]).
Ëåììà 1.4. Äëÿ ëþáîãî w ∈ H l

a(Ξ
′) è λ ∈ C

|λ|s ‖w‖Hl−s
a−s(Ξ

′) ≤ cls(‖w‖Hl
a(Ξ′) + |λ|l ‖w‖H0

a−l(Ξ
′)). (1.5)

Çäåñü 0 < s < l; cls > 0 íå çàâèñèò îò w, λ.

2. Òåïåðü ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà R2. Ïîëîæèì
K ′ = {y ∈ R2 : r > 0, b1 < ω < b2} (−π < b1 < b2 < π). Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó ââîäÿòñÿ ïðîñòðàíñòâà H l

a(K
′) è H

l−1/2
a (γ′), ãäå γ′ = {y ∈

R2 : r > 0, ω = b} (b1 ≤ b ≤ b2) � ëó÷, ëåæàùèé â K̄ ′.
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî El

a(K
′) êàê ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà C∞

0 (K̄ ′ \{0})
ïî íîðìå

‖w‖El
a(K′) =


∑

|α|≤l

∫

K′

r2a(r2(|α|−l) + 1)|Dα
y w(y)|2dy




1/2

.
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×åðåç E
l−1/2
a (γ′) (äëÿ l ≥ 1) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ íà ëó÷å γ′ ⊂

K̄ ′ ñ íîðìîé

‖ψ‖
E

l−1/2
a (γ′) = inf ‖w‖El

a(K′) (w ∈ El
a(K

′) : w|γ′ = ψ).

Êîíñòðóêòèâíûå îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ H
l−1/2
a (Γ′) è E

l−1/2
a (γ′), ýêâè-

âàëåíòíûå äàííûì âûøå, ìîæíî íàéòè â [21, � 1].
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà âåêòîð�ôóíêöèé

El+2m, N
a (K) =

N∏
j=1

El+2m
a (Kj), El, N

a (K, γ) =
N∏

j=1

El
a(Kj, γj),

El
a(Kj, γj) = El

a(Kj)×
∏

σ=1, Rj+1

m∏
µ=1

El+2m−mjσµ−1/2
a (γjσ),

ãäå Kj = {y : r > 0, bj1 < ω < bj,Rj+1}, γjσ = {y : r > 0, ω = bjσ}.
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó äëÿ u = (u1, . . . , uN) ∈

El+2m, N
a (K)

Pj(Dy, θ)uj = fj(y) (y ∈ Kj), (1.6)
Bjσµ(Dy, θ)u ≡ Bjσµ(Dy, θ)uj|γjσ

+
∑
k,q,s

(Bjσµkqs(Dy, θ)uk)(Gjσkqsy)|γjσ
=

= gjσµ(y) (y ∈ γjσ)
(1.7)

(j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m),

ãäå θ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sn−3 = {z ∈ Rn−2 :
|z| = 1}, f = {fj, gjσµ} ∈ El, N

a (K, γ).
Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å (1.6), (1.7),

L(θ) = {Pj(Dy, θ), Bjσµ(Dy, θ)} : El+2m, N
a (K) → El, N

a (K, γ).

Ëåììà 1.5. Äëÿ ëþáûõ gjσµ ∈ E
l+2m−mjσµ−1/2
a (γjσ) (j = 1, . . . , N ; σ =

1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m) è θ ∈ Sn−3 ñóùåñòâóåò âåêòîð�ôóíêöèÿ
u ∈ El+2m, N

a (K), òàêàÿ, ÷òî

Bjσµ(Dy, θ)u = gjσµ(y) (y ∈ γjσ),

‖u‖El+2m, N
a (K) ≤ c

∑
j, σ, µ

‖gjσµ‖
E

l+2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)

,

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò gjσµ, θ.
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Ëåììà 1.5 äîêàçàíà â [32, � 1].
3. Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ïàðàãðàôà óñòàíîâèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ âå-

ñîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ íàì íèæå. Íàøà öåëü � äîêà-
çàòü ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ âñåõ Ψ ∈ H
l−1/2
a (Γ′)




∫

Γ′

r2(a−(l−1/2))|Ψ|2 dΓ′




1/2

≤ c‖Ψ‖
H

l−1/2
a (Γ′),

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò Ψ.

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ âñåõ ψ ∈ E
l−1/2
a (γ′)




∫

γ′

r2(a−(l−1/2))|ψ|2 dγ′




1/2

≤ c‖ψ‖
E

l−1/2
a (γ′),

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò ψ.

Âíà÷àëå ñôîðìóëèðóåì äâå ëåììû [24, ãë. 6, � 1.3].

Ëåììà 1.6. Íîðìà ‖U‖Hl
a(Ξ′) ýêâèâàëåíòíà íîðìå




∫

Rn−2

|η|2(l−a)−2‖w(·, η)‖2
El

a(K′) dη




1/2

,

ãäå w(y, η) = Û(|η|−1y, η), Û(y, η) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè
U(y, z) ïî ïåðåìåííîé z.

Ëåììà 1.7. Íîðìà ‖u‖El
a(K′) ýêâèâàëåíòíà íîðìå




l∑

k=0

∞∫

0

r2(a−(l−1/2))

l−k∑
j=0

(1 + r)2(l−k−j)‖(rDr)
ku(·, r)‖2

W j(b1, b2) dr




1/2

,

u(ω, r) åñòü ôóíêöèÿ u(y), çàïèñàííàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.
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Äîêàæåì òåîðåìó 1.2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u ∈ El
a(K

′), òàêóþ,
÷òî u|γ′ = ψ, ‖u‖El

a(K′) ≤ 2‖ψ‖
E

l−1/2
a (γ′). Ïîñêîëüêó u(ω, r)|ω=b = ψ(r)

è îïåðàòîð âçÿòèÿ ñëåäà â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà îãðàíè÷åí, èìååì
|ψ(r)|2 ≤ k1‖u(·, r)‖2

W l(b1, b2)
. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1.7, ïîëó÷èì

∫

γ′

r2(a−(l−1/2))|ψ|2 dγ′ ≤ k1

∞∫

0

r2(a−(l−1/2))‖u(·, r)‖2
W l(b1, b2) dr ≤ k2‖u‖2

El
a(K′).

(1.8)
Òåïåðü òåîðåìà 1.2 ñëåäóåò èç (1.8) è íåðàâåíñòâà ‖u‖El

a(K′) ≤
2‖ψ‖

E
l−1/2
a (γ′).

Äîêàæåì òåîðåìó 1.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ U ∈ H l
a(Ξ

′), òàêóþ, ÷òî
U|Γ′ = Ψ, ‖U‖Hl

a(Ξ′) ≤ 2‖Ψ‖
H

l−1/2
a (Γ′). Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî

ïåðåìåííîé z è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, ïîëó÷èì
∫

Γ′

r2(a−(l−1/2))|Ψ|2 dΓ′ =
∫

Rn−2

∫

R1

r2(a−(l−1/2))|Ψ̂(r, η)|2 drdη,

ãäå Ψ̂(r, η) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè Ψ(r, z) ïî z. Äåëàÿ â
ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííûõ r = |η|−1r′ è ïðèìåíÿÿ (1.8),
ïîëó÷àåì

∫
Γ′

r2(a−(l−1/2))|Ψ|2 dΓ′ =

≤ ∫
Rn−2

∫
R1

|η|−2(a−(l−1/2))−1(r′)2(a−(l−1/2))|Ψ̂(η−1r′, η)|2 dr′dη ≤
≤ k2

∫
Rn−2

|η|2(l−a)−2‖w(·, η)‖2
El

a(K′) dη,

(1.9)

ãäå w(y, η) = Û(|η|−1y, η). Òåïåðü òåîðåìà 1.1 âûòåêàåò èç (1.9), ëåì-
ìû 1.6 è íåðàâåíñòâà ‖U‖Hl

a(Ξ′) ≤ 2‖Ψ‖
H

l−1/2
a (Γ′).

1.2 Ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çà-
äà÷ â ïëîñêèõ óãëàõ

1. Ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà (ïîëó÷åííûå À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèì [32,
� 2]) áóäóò èñïîëüçîâàíû â � 1.3 ïðè èçó÷åíèè àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé
íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â äâóãðàííûõ óãëàõ.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ U = (U1, . . . , UN) ∈
H l+2m, N

a (K)
Pj(Dy, 0)Uj = fj(x) (y ∈ Kj), (1.10)

Bjσµ(Dy, 0)U ≡ Bjσµ(Dy, 0)Uj|γjσ
+

+
∑
k,q,s

(Bjσµkqs(Dy, 0)Uk)(Gjσkqsy)|γjσ
= gjσµ(y) (y ∈ γjσ) (1.11)

(j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m),

ãäå f = {fj, gjσµ} ∈ H l, N
a (K, γ).

Çàïèøåì îïåðàòîðû Pj(Dy, 0), Bjσµ(Dy, 0), Bjσµkqs(Dy, 0) â ïîëÿð-
íûõ êîîðäèíàòàõ: Pj(Dy, 0) = r−2mP̃j(ω, Dω, rDr), Bjσµ(Dy, 0) =
r−mjσµB̃jσµ(ω, Dω, rDr), Bjσµkqs(Dy, 0) = r−mjσµB̃jσµkqs(ω, Dω, rDr), ãäå
Dω = −i ∂

∂ω
, Dr = −i ∂

∂r
.

Ïîëîæèì τ = ln r è ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî τ ; òîãäà
èç (1.10), (1.11) ïîëó÷èì

P̃j(ω, Dω, λ)Ũj(ω, λ) = F̃j(ω, λ) (bj1 < ω < bj,Rj+1), (1.12)

B̃jσµ(ω, Dω, λ)Ũ(ω, λ) ≡ B̃jσµ(ω, Dω, λ)Ũj(ω, λ)|ω=bjσ
+

+
∑
k,q,s

β
iλ−mjσµ

jσkqs B̃jσµkqs(ω, Dω, λ)Ũk(ω + ωjσkq, λ)|ω=bjσ
=

= G̃jσµ(λ),

(1.13)

ãäå Fj(ω, τ) = e2mτfj(ω, τ), Gjσµ(τ) = emjσµτgjσµ(τ); Ũj(ω, λ) =

(2π)−1/2
∞∫
−∞

Uj(ω, τ)e−iλτdτ.

Äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó N îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.12) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé Ũj ∈
W l+2m(bj1, bj,Rj+1) ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè (1.13), ñâÿçûâàþùèìè çíà-
÷åíèÿ Ũj è èõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå ω = bjσ âî çíà÷åíèÿìè Ũk è èõ ïðî-
èçâîäíûõ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ èíòåðâàëîâ (bk1, bk,Rk+1).

2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð�ôóíêöèþ
L̃(λ) = {P̃j(ω, Dω, λ), B̃jσµ(ω, Dω, λ)} :

W l+2m, N(b1, b2) → W l, N [b1, b2],

ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷å (1.12), (1.13). Çäåñü

W l+2m, N(b1, b2) =
N∏

j=1

W l+2m(bj1, bj,Rj+1),

W l, N [b1, b2] =
N∏

j=1

W l[bj1, bj,Rj+1],
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W l[bj1, bj,Rj+1] = W l(bj1, bj,Rj+1)× Cm × Cm.

Ââåäåì ýêâèâàëåíòíûå íîðìû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà λ, â ãèëüáåðòî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ W l(bj1, bj,Rj+1) è W l[bj1, bj,Rj+1]:

|||Ũj|||W l(bj1, bj,Rj+1) =
(‖Ũj‖2

W l(bj1, bj,Rj+1)
+ |λ|2l ‖Ũj‖2

L2(bj1, bj,Rj+1)

)1/2
,

|||{F̃j, G̃jσµ}|||W l[bj1, bj,Rj+1] =
(
|||F̃j|||2W l(bj1, bj,Rj+1)

+

+
∑
σ, µ

(
1 + |λ|2(l+2m−mjσµ−1/2)

)|G̃jσµ|2
)1/2

,

ãäå Ũj ∈ W l(bj1, bj,Rj+1), {F̃j, G̃jσµ} ∈ W l[bj1, bj,Rj+1]. Ââåäåì òàêæå
íîðìû

|||Ũ |||W l+2m, N (b1, b2) =
(∑

j

|||Ũj|||2W l+2m(bj1, bj,Rj+1)

)1/2

,

|||Φ̃|||W l, N [b1, b2] =
(∑

j

|||Φ̃j|||2W l[bj1, bj,Rj+1]

)1/2

,

ãäå Ũ = (Ũ1, . . . , ŨN) ∈ W l+2m, N(b1, b2), Φ̃ = (Φ̃1, . . . , Φ̃N) ∈ W l, N [b1, b2].
Ñëåäóþùèå äâå ëåììû äîêàçàíû â [32, � 2].

Ëåììà 1.8. Äëÿ âñåõ λ ∈ C îïåðàòîð L̃(λ) : W l+2m, N(b1, b2) →
W l, N [b1, b2] ôðåäãîëüìîâ, ind L̃(λ) = 0; äëÿ ëþáîãî h ∈ R ñóùåñòâó-
åò q0 > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ λ ∈ Jh, q0 = {λ ∈ C : Im λ = h, |Re λ| ≥ q0}
îïåðàòîð L̃(λ) èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé L̃−1(λ) : W l, N [b1, b2] →
W l+2m, N(b1, b2) è

|||L̃−1(λ)Φ̃|||W l+2m, N (b1, b2) ≤ c|||Φ̃|||W l, N [b1, b2]

äëÿ âñåõ Φ̃ ∈ W l, N [b1, b2], ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò λ è Φ̃. Îïåðàòîð�
ôóíêöèÿ L̃−1(λ) : W l, N [b1, b2] → W l+2m, N(b1, b2) êîíå÷íîìåðîìîðôíàÿ.

Ëåììà 1.9. Äëÿ ëþáûõ 0 < ε < 1/d ñóùåñòâóåò q > 1, òàêîå, ÷òî
ìíîæåñòâî {λ ∈ C : |Im λ| ≤ ε ln |Re λ|, |Re λ| ≥ q} íå ñîäåðæèò ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ), ãäå d = max | ln βjσkqs|; äëÿ
êàæäîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ0 îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ) ñóùåñòâóåò
δ > 0, òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî {λ ∈ C : 0 < |Im λ − Im λ0| < δ} íå
ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ).



� 21 �

3. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû 1.8 (ñì. [32,
� 2]).

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ïðÿìàÿ Im λ = a + 1 − l − 2m íå ñîäåðæèò ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ); òîãäà íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çà-
äà÷à (1.10), (1.11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå U ∈ H l+2m, N

a (K) äëÿ
ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f ∈ H l, N

a (K, γ) è

‖U‖Hl+2m, N
a (K) ≤ c‖f‖Hl, N

a (K, γ),

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò f. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

U(ω, r) = (2π)−1/2

+∞+i(a+1−l−2m)∫

−∞+i(a+1−l−2m)

riλL̃−1(λ){F̃j(ω, λ), G̃jσµ(λ)} dλ.1)

1.3 Àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé íåëîêàëü-
íûõ êðàåâûõ çàäà÷

1. Ïîëîæèì d1 = min{1, βjσkqs}/2, d2 = 2 max{1, βjσkqs}; ââåäåì ìíîæå-
ñòâà Ξp

j = Ξj ∩ {r1d
6−p
1 < r < r2d

6−p
2 , |z| < 2−p−1}, ãäå j = 1, . . . , N ; p =

0, . . . , 6; 0 < r1 < r2.

Ëåììà 1.10. Ïóñòü Uj ∈ W 2m(Ξ0
j),

Pj(Dy, Dz)Uj ∈ W l(Ξ0
j), Bjσµ(Dy, Dz)U ∈ W l+2m−mjσµ−1/2(Γjσ ∩ Ξ̄0

j)
(1.14)

1)Äàííîå ñîîòíîøåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

lim
A→∞

N∑

j=1

bj,Rj+1∫

bj1

∞∫

0

∣∣∣Uj(ω, r)−

− (2π)−1/2

A+i(a+1−l−2m)∫

−A+i(a+1−l−2m)

riλ[L̃−1(λ){F̃j(ω, λ), G̃jσµ(λ)}]j dλ
∣∣∣
2

×

× r2(a+1−l−2m)−1drdω = 0,

ãäå [·]j îáîçíà÷àåò j-þ êîîðäèíàòó N -ìåðíîãî âåêòîðà.
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(j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m);

òîãäà U ∈ ∏
j

W l+2m(Ξ3
j) è äëÿ |λ| ≥ 1

∑
j

‖Uj‖W l+2m(Ξ6
j ) ≤ c

∑
j

{‖Pj(Dy, Dz)Uj‖W l(Ξ3
j )+

+
∑
σ, µ

‖Bjσµ(Dy, Dz)U‖W l+2m−mjσµ−1/2(Γjσ∩Ξ̄3
j )

+ |λ|−1‖Uj‖W l+2m(Ξ3
j )+

+|λ|l+2m−1‖Uj‖L2(Ξ3
j )

}
,

(1.15)
ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò λ è U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

ε = min{bj,q+1 − bjq}/4 (j = 1, . . . , N ; q = 1, . . . , Rj) (1.16)

è ââåäåì ôóíêöèè ζjq ∈ C∞(R), òàêèå, ÷òî

ζjq(ω) = 1 äëÿ |bjq − ω| < ε/2, ζjq(ω) = 0 äëÿ |bjq − ω| > ε (1.17)

(j = 1, . . . , N ; q = 1, . . . , Rj + 1).

Ïîëîæèì ζj(ω) = ζj1(ω)+ ζj,Rj+1(ω). Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ζj ÿâëÿþòñÿ
ìóëüòèïëèêàòîðàìè â W l(Ξp

j), èìååì (1 − ζj)Uj ∈ W 2m(Ξ0
j). Ïðèìåíèì

òåîðåìó 5.1 [19, ãë. 2, � 5.1] ê ôóíêöèè (1−ζj)Uj è îïåðàòîðó Pj(Dy, Dz);
òîãäà èç (1.14) è ôîðìóëû Ëåéáíèöà ïîëó÷èì

(1− ζj)Uj ∈ W l+2m(Ξ1
j). (1.18)

Ïîëîæèì Vjσµ =
∑

k, q, s

(Bjσµkqs(Dy, Dz)((1− ζk)Uk))(Gjσkqsy, z). Î÷åâèäíî,

Vjσµ|Γjσ∩Ξ̄2
j

=
∑

k, q, s

(Bjσµkqs(Dy, Dz)Uk)(Gjσkqsy, z)|Γjσ∩Ξ̄2
j
. (1.19)

Èç ðàâåíñòâà (1.19) è ñîîòíîøåíèé (1.14), (1.18) ñëåäóåò, ÷òî

Bjσµ(Dy, Dz)Uj|Γjσ∩Ξ̄2
j

= Bjσµ(Dy, Dz)U − Vjσµ|Γjσ∩Ξ̄2
j
∈

∈ W l+2m−mjσµ−1/2(Γjσ ∩ Ξ̄2
j).

(1.20)

Ñíîâà ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.1 [19, ãë. 2, � 5.1] ê ôóíêöèè Uj è îïåðàòî-
ðó {Pj(Dy, Dz), Bjσµ(Dy, Dz)|Γjσ∩Ξ̄2

j
} (σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m),

èç (1.14), (1.20) ïîëó÷àåì Uj ∈ W l+2m(Ξ3
j).

Òåïåðü îöåíêà (1.15) ñëåäóåò èç ëåììû 3.1 [32, � 3].
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç W l
loc(Ξ̄j \M) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ

ïðîñòðàíñòâó W l íà âíóòðåííîñòè ëþáîãî êîìïàêòå èç Ξ̄j, íå ïåðåñåêà-
þùåãîñÿ ñ M.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü U ∈ ∏
j

W 2m
loc (Ξ̄j \ M) åñòü ðåøåíèå íåëîêàëüíîé

êðàåâîé çàäà÷è (1.1), (1.2), òàêîå, ÷òî U ∈ H0, N
a−l−2m(Ξ) è f ∈ H l, N

a (Ξ, Γ);
òîãäà U ∈ H l+2m, N

a (Ξ) è

‖U‖Hl+2m, N
a (Ξ) ≤ c

(‖f‖Hl, N
a (Ξ, Γ) + ‖U‖H0, N

a−l−2m(Ξ)

)
, (1.21)

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1.10 ñëåäóåò, ÷òî U ∈ ∏
j

W l+2m
loc (Ξ̄j \ M).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ëåììó 3.2 [32, � 3], ïîëó÷èì, ÷òî U ∈ H l+2m, N
a (Ξ) è

âûïîëíÿåòñÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà (1.21).

2. Ïîëîæèì Kps
j = Kj ∩ {r1d

6−p
1 · 2s < r < r2d

6−p
2 · 2s}, ãäå 0 < r1 < r2;

s ≥ 1; j = 1, . . . , N ; p = 0, . . . , 6.

Ëåììà 1.11. Ïóñòü s ≥ 1, θ ∈ Sn−3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî uj ∈
W 2m(K0s

j ),

Pj(Dy, θ)uj ∈ W l(K0s
j ), Bjσµ(Dy, θ)u = 0 (y ∈ γjσ ∩ K̄0s

j )

(j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m);

òîãäà u ∈ ∏
j

W l+2m(K3s
j ) è äëÿ |λ| ≥ 1

∑
j

2sa‖uj‖W l+2m(K6s
j ) ≤ c

∑
j

{
2sa‖Pj(Dy, θ)uj‖W l(K3s

j )+

+|λ|−12sa‖uj‖W l+2m(K3s
j ) + |λ|l+2m−12s(a−l−2m)‖uj‖L2(K3s

j )

}
,

(1.22)

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò u, θ, λ è s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.10 è ïîäñòàâëÿÿ
Kps

j , âìåñòî Ξp
j , è θ, âìåñòî Dz, ïîëó÷èì u ∈ ∏

j

W l+2m(K3s
j ). Òåïåðü àïðè-

îðíàÿ îöåíêà (1.22) ñëåäóåò èç ëåììû 3.3 [32, � 3].
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Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü u ∈ ∏
j

W 2m
loc (K̄j\{0}) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.6), (1.7),

òàêîå, ÷òî u ∈ E0, N
a−l−2m(K) è f ∈ El, N

a (K, γ); òîãäà u ∈ El+2m, N
a (K) è

‖u‖El+2m, N
a (K) ≤ c

(‖f‖El, N
a (K, γ) + ‖u‖E0, N

a−l−2m(K)

)
, (1.23)

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò u, θ ∈ Sn−3.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Â ñèëó ëåììû 1.5, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé
gjσµ = 0. Òàê êàê fj ∈ El

a(Kj) ⊂ W l
loc(K̄j \{0}), àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî u ∈ ∏
j

W l+2m
loc (K̄j \ {0}). Ïîëîæèì r1 = d1, r2 = d2

è îáîçíà÷èì Kps
j = Kj ∩ {d7−p

1 · 2s < r < d7−p
2 · 2s}, ãäå s ≥ 1; j =

1, . . . , N ; p = 0, . . . , 6. Îáîçíà÷èì òàêæå K60
j = Kj ∩ {r < d2}. Ââåäåì

ôóíêöèè ψ ∈ C∞(R), ψ(r) = 1 äëÿ r < d2, ψ(r) = 0 äëÿ r > 2d2; ψ̂ ∈
C∞(R), ψ̂(r) = 1 äëÿ r < 2d2

2, ψ̂(r) = 0 äëÿ r > 3d2
2.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.4 ê îïåðàòîðó {Pj(Dy, 0), Bjσµ(Dy, 0)} (ïðè
n = 2), ïîëó÷àåì

∑
j

‖uj‖El+2m
a (K60

j ) ≤ k1

∑
j

‖ψuj‖Hl+2m
a (Kj)

≤
≤ k2

∑
j

{‖Pj(Dy, 0)(ψuj)‖Hl
a(Kj)+

+
∑
σ, µ

‖Bjσµ(Dy, 0)(ψuj)‖
H

l+2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)

+ ‖ψuj‖H0
a−l−2m(Kj)

}
.

(1.24)

Îöåíèì ‖Pj(Dy, 0)(ψuj)‖Hl
a(Kj). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ëåéáíèöà, óñëîâèå

θ ∈ Sn−3 è îãðàíè÷åíèÿ íà íîñèòåëè ôóíêöèé ψ, ψ̂, ïîëó÷èì
‖Pj(Dy, 0)(ψuj)‖Hl

a(Kj) ≤
≤ k3(‖Pj(Dy, θ)(ψuj)‖Hl

a(Kj) + ‖ψuj‖Hl+2m−1
a−1 (Kj)

) ≤
≤ k4(‖Pj(Dy, θ)uj‖El

a(Kj) + ‖ψ̂uj‖Hl+2m−1
a−1 (Kj)

).

(1.25)

Îöåíèì ‖Bjσµ(Dy, 0)(ψuj)‖
H

l+2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)

. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ëåéá-
íèöà, óñëîâèå θ ∈ Sn−3, îãðàíè÷åíèÿ íà íîñèòåëè ôóíêöèé ψ, ψ̂ è óñëîâèå
gjσµ = 0, ïîëó÷èì

‖Bjσµ(Dy, 0)(ψuj)‖
H

l+2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)

≤
≤ k5(‖Bjσµ(Dy, θ)(ψuj)‖

H
l+2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)

+ ‖ψ̂uj‖Hl+2m−1
a−1 (Kj)

) ≤
≤ k6

(‖ψBjσµ(Dy, θ)uj‖
H

l+2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)

+
∑

k, q, s

‖(ψ(βjσkqsy)−
−ψ(y))(Bjσµkqs(Dy, θ)uk)(Gjσkqsy)|γjσ

‖
H

l+2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)

+

+‖ψ̂uj‖Hl+2m−1
a−1 (Kj)

) ≤ k7

(∑
k

‖uk‖W l+2m(Kj∩S0) + ‖ψ̂uj‖Hl+2m−1
a−1 (Kj)

)
,

(1.26)
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ãäå S0 = {y ∈ R2 : 1 < r < 2d2/d1}.
Èç íåðàâåíñòâ (1.24)�(1.26), ëåììû 1.10 è èíòåðïîëÿöèîííûõ íåðà-

âåíñòâ (1.5) ñëåäóåò, ÷òî
∑
j

‖uj‖El+2m
a (K60

j ) ≤ k8

∑
j

{‖fj‖El
a(Kj)+

+|λ|−1‖uj‖El+2m
a (Kj)

+ |λ|l+2m−1‖uj‖E0
a−l−2m(Kj)

}
.

(1.27)

2) Â ñèëó ëåììû 1.11, äëÿ s ≥ 1 èìååì
∑
j

‖uj‖El+2m
a (K6s

j ) ≤ k9

∑
j

{‖fj‖El
a(K3s

j )+

+|λ|−1‖uj‖El+2m
a (K3s

j ) + |λ|l+2m−1‖uj‖E0
a−l−2m(K3s

j )

}
.

(1.28)

Ñóììèðóÿ (1.27), (1.28) ïðè âñåõ s ≥ 1 è âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå
|λ|, ïîëó÷èì (1.23).

Èç òåîðåìû 1.3 è ëåììû 1.11 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñì.
òåîðåìó 3.1 [32, � 3]).
Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü ïðÿìàÿ Im λ = a + 1 − l − 2m íå ñîäåðæèò
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ); òîãäà äëÿ âñåõ ðåøåíèé
u ∈ El+2m, N

a (K) íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (1.6), (1.7) è âñåõ θ ∈ Sn−3

‖u‖El+2m, N
a (K) ≤ c

(‖f‖El, N
a (K, γ) +

∑
j

‖uj‖L2(Kj∩S)

)
, (1.29)

ãäå S = {y ∈ R2 : 0 < R1 < r < R2}, c > 0 íå çàâèñèò îò θ è u.
Åñëè ïðè íåêîòîðîì θ ∈ Sn−3 îöåíêà (1.29) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ

ðåøåíèé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (1.6), (1.7), òî íà ïðÿìîé Im λ =
a + 1− l − 2m íåò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ).

Èç òåîðåìû 1.6 ñëåäóåò, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà L(θ) êîíå÷íîìåðíî, à îá-
ðàç � çàìêíóò. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü êîíå÷íîìåðíîñòü êîÿäðà îïåðà-
òîðà L(θ), ìû âûâåäåì ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ íåëîêàëüíûõ çàäà÷ è èçó÷èì
çàäà÷è, ñîïðÿæåííûå ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè îòíîñèòåëüíî
ôîðìóëû Ãðèíà.

1.4 Ôîðìóëà Ãðèíà äëÿ íåëîêàëüíûõ ýëëèï-
òè÷åñêèõ çàäà÷

1. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû âûâåäåì ôîðìóëó Ãðèíà, óñòàíàâëèâàþ-
ùóþ ñâÿçü ìåæäó íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè è òàê íàçûâàåìûìè
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íåëîêàëüíûìè çàäà÷àìè òðàíñìèññèè, êîòîðûå áóäóò èçó÷åíû â �� 1.5�
1.7.

Ðàññìîòðèì íåëîêàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (1.1), (1.2).
Ïóñòü nkq � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê Γkq, íàïðàâëåííûé âíóòðü

Ξkq (q = 1, . . . , Rk), nk,Rk+1 � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê Γk,Rk+1,
íàïðàâëåííûé âíóòðü ΞkRk

.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞(Ξ̄jt \M) (C∞(Ξ̄j \M), C∞(Γjq)) ìíîæåñòâî áåñ-

êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â Ξ̄jt \M (â Ξ̄j \M, â Γjq) ôóíêöèé.
Äëÿ Ujt ∈ C∞

0 (Ξ̄jt\M), Vjt ∈ C∞(Ξ̄jt\M) (èëè Ujt ∈ C∞(Ξ̄jt\M), Vjt ∈
C∞

0 (Ξ̄jt \M)) ïîëîæèì

(Ujt, Vjt)Ξjt
=

∫

Ξjt

Ujt · V̄jt dx (j = 1, . . . , N ; t = 1, . . . , Rj).

Äëÿ UΓjq
∈ C∞

0 (Γjq), VΓjq
∈ C∞(Γjq) (èëè UΓjq

∈ C∞(Γjq), VΓjq
∈ C∞

0 (Γjq))
ïîëîæèì

(UΓjq
, VΓjq

)Γjq
=

∫

Γjq

UΓjq
· V̄Γjq

dΓ (j = 1, . . . , N ; q = 1, . . . , Rj + 1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè Vjt(x) çàäàíû â Ξjt; òîãäà ÷åðåç Vj(x)
îáîçíà÷èì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ â Ξj: Vj(x) ≡ Vjt(x) äëÿ
x ∈ Ξjt.

Ïðè èçó÷åíèè ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îïóñêàòü àð-
ãóìåíòû (Dy, Dz) â îáîçíà÷åíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü
Qj åñòü îïåðàòîð ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé ñ Pj.

Òåîðåìà 1.7. Äëÿ îïåðàòîðîâ Pj, Bjσµ è Bjσµkqs, îïðåäåëåííûõ â � 1.1,
ìîæíî âûáðàòü (íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì)

1) ñèñòåìó {B′
jσµ}m

µ=1 íîðìàëüíûõ íà Γjσ îïåðàòîðîâ ïîðÿäêîâ 2m−
1−m′

jσµ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàêèõ, ÷òî {Bjσµ, B′
jσµ}m

µ=1

ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Äèðèõëå íà Γjσ ïîðÿäêà 2m 2) (σ = 1, Rj + 1);
2) ñèñòåìó Äèðèõëå {Bjqµ, B′

jqµ}m
µ=1 íà Γjq ïîðÿäêà 2m, òàêóþ, ÷òî

îïåðàòîðû Bjqµ è B′
jqµ èìåþò ïîðÿäêè 2m−µ è m−µ ñîîòâåòñòâåííî

(q = 2, . . . , Rj).
Åñëè ýòîò âûáîð ñäåëàí, òî ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû Cjσµ, Fjσµ, Tjqν

è Tjqνkσs (j, k = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1 äëÿ îïåðàòîðîâ Cjσµ è Fjσµ,
σ = 1, Rk + 1 äëÿ îïåðàòîðîâ Tjqνkσs; µ = 1, . . . , m; q = 2, . . . , Rj; ν =

2)Îïðåäåëåíèå ñèñòåìû Äèðèõëå ñì. â [19, ãë. 2, � 2.2].
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1, . . . , 2m; s = 1, . . . , S ′jqkσ = Skσjq) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
òàêèå, ÷òî

I) îïåðàòîðû Cjσµ, Fjσµ, Tjqν è Tjqνkσs èìåþò ïîðÿäêè m′
jσµ, 2m −

1−mjσµ, ν − 1 è ν − 1 ñîîòâåòñòâåííî;
II) ñèñòåìà {Cjσµ, Fjσµ}m

µ=1 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Äèðèõëå íà Γjσ ïî-
ðÿäêà 2m (σ = 1, Rj + 1),

ñèñòåìà {Cjσµ}m
µ=1 íàêðûâàåò îïåðàòîð Qj íà Γjσ (σ = 1, Rj + 1),

ñèñòåìà {Tjqν}2m
ν=1 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Äèðèõëå íà Γjq ïîðÿäêà 2m

(q = 2, . . . , Rj);
III) äëÿ âñåõ Uj ∈ C∞

0 (Ξ̄j\M), Vjt ∈ C∞(Ξ̄jt\M) (èëè Uj ∈ C∞(Ξ̄j\M),
Vjt ∈ C∞

0 (Ξ̄jt \M)) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ãðèíà:
∑
j

{∑
t

(PjUj, Vjt)Ξjt
+

∑
σ,µ

(BjσµU , FjσµVj|Γjσ
)Γjσ

+

+
∑
q,µ

(BjqµUj|Γjq
, TjqµV)Γjq

}
=

∑
j

{∑
t

(Uj, QjVjt)Ξjt
+

+
∑
σ,µ

(B′
jσµUj|Γjσ

, CjσµVj|Γjσ
)Γjσ

+
∑
q,µ

(B′
jqµUj|Γjq

, Tjq,m+µV)Γjq

}
.

(1.30)

Â ôîðìóëå Ãðèíà (çäåñü è äàëåå) ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî j =
1, . . . , N ; t = 1, . . . , Rj; σ = 1, Rj + 1; q = 2, . . . , Rj; µ = 1, . . . , m;
îïåðàòîð Bjσµ îïðåäåëåí â (1.2);

TjqνV = TjqνVj,q−1|Γjq
− TjqνVjq|Γjq

+
∑
k,σ,s

(TjqνkσsVk)(G ′jqkσsy, z)|Γjq

(ν = 1, . . . , 2m),

â ôîðìóëå äëÿ îïåðàòîðà Tjqν (çäåñü è äàëåå) ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ
ïî k = 1, . . . , N ; σ = 1, Rk + 1; s = 1, . . . , S ′jqkσ = Skσjq; G ′jqkσs �
îïåðàòîð ïîâîðîòà íà óãîë ω′jqkσ = −ωkσjq è ðàñòÿæåíèÿ â β′jqkσs =
1/βkσjqs ðàç â ïëîñêîñòè {y}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ j = 1, . . . , N ïîëîæèì B′

jσµ =(
−i ∂

∂njσ

)2m−1−m′
jσµ

, Bjqµ =

(
−i ∂

∂njq

)2m−µ

, B′
jqµ =

(
−i ∂

∂njq

)m−µ

(σ = 1, Rj + 1; q = 2, . . . , Rj; µ = 1, . . . , m), ãäå m′
jσµ âûáèðàþòñÿ

òàê, ÷òîáû ÷èñëà mjσµ è 2m − 1 − m′
jσµ ïðîáåãàëè âñå ìíîæåñòâî

0, 1, . . . , 2m− 1, êîãäà µ èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî 2m.
Ïî òåîðåìå 2.1 [19, ãë. 2, � 2.2], ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííûå åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Fjσµ, F ′
jσµ, Fjqµ è F ′

jqµ

(j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; q = 2, . . . , Rj; µ = 1, . . . , m) ïîðÿäêîâ
2m − 1 − mjσµ, m′

jσµ, µ − 1 è m + µ − 1 ñîîòâåòñòâåííî ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, òàêèå, ÷òî
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ñèñòåìà {Fjσµ, F ′
jσµ}m

µ=1 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Äèðèõëå íà Γjσ ïîðÿäêà
2m (σ = 1, Rj + 1),

ñèñòåìà {F ′
jσµ}m

µ=1 íàêðûâàåò îïåðàòîð Qj íà Γjσ (σ = 1, Rj + 1),
ñèñòåìà {Fjqµ, F ′

jqµ}m
µ=1 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Äèðèõëå íà Γjq ïîðÿäêà

2m (q = 2, . . . , Rj),
äëÿ ëþáûõ Uj ∈ C∞

0 (Ξ̄j \M), Vjt ∈ C∞(Ξ̄jt \M) (èëè Uj ∈ C∞(Ξ̄j \M),
Vjt ∈ C∞

0 (Ξ̄jt \M)) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû Ãðèíà:

(PjUj, Vj1)Ξj1
+

m∑
µ=1

(Bj1µUj|Γj1
, Fj1µVj1|Γj1

)Γj1
+

+
m∑

µ=1

(Bj2µUj|Γj2
, Fj2µVj1|Γj2

)Γj2
= (Uj, QjVj1)Ξj1

+

+
m∑

µ=1

(B′
j1µUj|Γj1

, F ′
j1µVj1|Γj1

)Γj1
+

m∑
µ=1

(B′
j2µUj|Γj2

, F ′
j2µVj1|Γj2

)Γj2
,

(PjUj, Vj2)Ξj2
−

m∑
µ=1

(Bj2µUj|Γj2
, Fj2µVj2|Γj2

)Γj2
+

+
m∑

µ=1

(Bj3µUj|Γj3
, Fj3µVj2|Γj3

)Γj3
= (Uj, QjVj2)Ξj2

−

−
m∑

µ=1

(B′
j2µUj|Γj2

, F ′
j2µVj2|Γj2

)Γj2
+

m∑
µ=1

(B′
j3µUj|Γj3

, F ′
j3µVj2|Γj3

)Γj3
,

· · · ,

(PjUj, VjRj
)ΞjRj

−
m∑

µ=1

(BjRjµUj|ΓjRj
, FjRjµVjRj

|ΓjRj
)ΓjRj

+

+
m∑

µ=1

(Bj,Rj+1,µUj|Γj,Rj+1
, Fj,Rj+1,µVjRj

|Γj,Rj+1
)Γj,Rj+1

=

= (Uj, QjVjRj
)ΞjRj

−
m∑

µ=1

(B′
jRjµUj|ΓjRj

, F ′
jRjµVjRj

|ΓjRj
)ΓjRj

+

+
m∑

µ=1

(B′
j,Rj+1,µUj|Γj,Rj+1

, F ′
j,Rj+1,µVjRj

|Γj,Rj+1
)Γj,Rj+1

.

(1.31)
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Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (1.31), ïîëó÷àåì
∑
t

(PjUj, Vjt)Ξjt
+

∑
σ=1, Rj+1

m∑
µ=1

(BjσµUj|Γjσ
, FjσµVj|Γjσ

)Γjσ
+

+
Rj∑
q=2

m∑
µ=1

(BjqµUj|Γjq
, FjqµVj,q−1|Γjq

− FjqµVjq|Γjq
)Γjq

=

=
∑
t

(Uj, QjVjt)Ξjt
+

∑
σ=1, Rj+1

m∑
µ=1

(B′
jσµUj|Γjσ

, F ′
jσµVj|Γjσ

)Γjσ
+

+
Rj∑
q=2

m∑
µ=1

(B′
jqµUj|Γjq

, F ′
jqµVj,q−1|Γjq

− F ′
jqµVjq|Γjq

)Γjq
.

(1.32)

Äîáàâèì âûðàæåíèå
N∑

k=1

Rk∑
q=2

Sjσkq∑
s=1

(BjσµkqsUk)(Gjσkqs·) ê BjσµUj è âû-

÷òåì åãî â ôîðìóëå (1.32). Òîãäà, èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x′ =
(Gjσkqsy, z) â èíòåãðàëàõ ïî Γjσ, ïîëó÷èì

(BjσµUj|Γjσ
, FjσµVj|Γjσ

)Γjσ
= (BjσµU , FjσµVj|Γjσ

)Γjσ
−

−(
∑
k,q

Sjσkq∑
s=1

(BjσµkqsUk)(Gjσkqs·)|Γjσ
, FjσµVj|Γjσ

)Γjσ
=

= (BjσµU , FjσµVj|Γjσ
)Γjσ

+

+
∑
k,q

S′kqjσ∑
s=1

(− 1
βjσkqs

BjσµkqsUk|Γkq
, (FjσµVj)(G ′kqjσs·)|Γkq

)Γkq
.

(1.33)

Çäåñü S ′kqjσ = Sjσkq; G ′kqjσs � îïåðàòîð ïîâîðîòà íà óãîë ω′kqjσ = −ωjσkq è
ðàñòÿæåíèÿ â β′kqjσs = 1/βjσkqs ðàç â ïëîñêîñòè {y}.

Î÷åâèäíî,

− 1

βjσkqs

Bjσµkqs =
m∑

α=1

ΛjσµkqsαBkqα −
m∑

α=1

Λ′jσµkqsαB′
kqα. (1.34)

Çäåñü

Λjσµkqsα =
mjσµ−(2m−α)∑

|β|+l=0

aβl
jσµkqsαDβ

z

(
∂

∂ykq

)l

,

Λ′jσµkqsα =
mjσµ−(m−α)∑
|β|+l=0

a′βl
jσµkqsαDβ

z

(
∂

∂ykq

)l

,

aβl
jσµkqsα, a′βl

jσµkqsα ∈ C, ykq åñòü êîîðäèíàòà íà ïîëóîñè Γkq ∩{z = 0}. Åñëè
mjσµ − (2m − α) < 0 (mjσµ − (m − α) < 0), òî ïîëîæèì Λjσµkqsα = 0
(Λ′jσµkqsα = 0).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Λjσµkqsα)∗, (Λ′jσµkqsα)∗ îïåðàòîðû, ôîðìàëüíî ñîïðÿ-
æåííûå ê Λjσµkqsα, Λ′jσµkqsα ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà (1.33) è (1.34) äàþò

(BjσµUj|Γjσ
, FjσµVj|Γjσ

)Γjσ
= (BjσµU , FjσµVj|Γjσ

)Γjσ
+

+
∑
k,q

S′kqjσ∑
s=1

m∑
α=1

(BkqαUk|Γkq
, (Λjσµkqsα)∗[(FjσµVj)(G ′kqjσs·)|Γkq

])Γkq
−

−∑
k,q

S′kqjσ∑
s=1

m∑
α=1

(B′
kqαUk|Γkq

, (Λ′jσµkqsα)∗[(F ′
jσµVj)(G ′kqjσs·)|Γkq

])Γkq
.

(1.35)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.35) â (1.32), ñóììèðóÿ ïî j è ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå ñîäåð-
æàùèå BjqµUj, ïîëó÷èì

∑
j

{∑
t

(PjUj, Vjt)Ξjt
+

∑
σ=1, Rj+1

m∑
µ=1

(BjσµU , FjσµVj|Γjσ
)Γjσ

+

+
Rj∑
q=2

m∑
µ=1

(BjqµUj|Γjq
, FjqµVj,q−1|Γjq

− FjqµVjq|Γjq
+

+
∑
k

∑
σ=1, Rk+1

S′jqkσ∑
s=1

({
m∑

α=1

(Λ̂kσαjqsµ)∗Fkσα}Vk)(G ′jqkσs·)|Γjq
)Γjq

}
=

=
∑
j

{∑
t

(Uj, QjVjt)Ξjt
+

∑
σ=1, Rj+1

m∑
µ=1

(B′
jσµUj|Γjσ

, F ′
jσµVj|Γjσ

)Γjσ
+

+
Rj∑
q=2

m∑
µ=1

(B′
jqµUj|Γjq

, F ′
jqµVj,q−1|Γjq

− F ′
jqµVjq|Γjq

+

+
∑
k

∑
σ=1, Rk+1

S′jqkσ∑
s=1

({
m∑

α=1

(Λ̂′kσαjqsµ)∗F ′
kσα}Vk)(G ′jqkσs·)|Γjq

)Γjq

}
,

(1.36)

ãäå îïåðàòîðû Λ̂kσαjqsµ è Λ̂′kσαjqsµ ïîëó÷àþòñÿ èç îïåðàòîðîâ Λkσαjqsµ è
Λ′kσαjqsµ ïîäñòàíîâêîé aβl

kσαjqsµ(β′jqkσs)
l è a′βl

kσαjqsµ(β′jqkσs)
l, âìåñòî aβl

kσαjqsµ è
a′βl

kσαjqsµ ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷àÿ

Cjσµ = F ′
jσµ (j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m),

Tjqν = Fjqν äëÿ ν = 1, . . . , m; Tjqν = F ′
jq,ν−m äëÿ ν = m + 1, . . . , 2m;

Tjqνkσs =
m∑

α=1

(Λ̂kσαjqsν)
∗Fkσα äëÿ ν = 1, . . . , m,

Tjqνkσs =
m∑

α=1

(Λ̂′kσαjqs,ν−m)∗F ′
kσα äëÿ ν = m + 1, . . . , 2m

(j, k = 1, . . . , N ; q = 2, . . . , Rj; σ = 1, Rk + 1; s = 1, . . . , S ′jqkσ),

çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî.
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Çàìå÷àíèå 1.1. Ôîðìóëó (1.30) ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ïî íåïðåðûâ-
íîñòè íà ñëó÷àé, êîãäà Uj ∈ H2m

a (Ξj), Vjt ∈ H2m
−a+2m(Ξjt). Äåéñòâèòåëü-

íî, C∞
0 (Ξ̄j \ M) âñþäó ïëîòíî â H2m

a (Ξj), C∞
0 (Ξ̄jt \ M) âñþäó ïëîòíî â

H2m
−a+2m(Ξjt); ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Up

j }∞p=1 ⊂
C∞

0 (Ξ̄j \ {0}) è {Vq
jt}∞q=1 ⊂ C∞

0 (Ξ̄jt \ {0}), ñõîäÿùèåñÿ ê Uj è Vjt â H2m
a (Ξj)

è H2m
−a+2m(Ξjt) ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìóëà Ãðèíà (1.30) ñïðàâåäëèâà äëÿ

ôóíêöèé Up
j è Vq

jt; ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè p, q → ∞, ïîëó÷àåì ôîð-
ìóëó Ãðèíà äëÿ Uj è Vjt (êîððåêòíîñòü ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è òåîðåìû 1.1).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ôîðìóëó Ãðèíà íà ñëåäóþùèõ äâóõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü n = 2, N = 1. Îáîçíà÷èì K = {y : r > 0, |ω| < ω0},
K1 = {y : r > 0, −ω0 < ω < 0}, K2 = {y : r > 0, 0 < ω < ω0},
γσ = {y : r > 0, ω = (−1)σω0} (σ = 1, 2), γ = {y : r > 0, ω = 0}, ãäå
y = (y1, y2) ∈ R2; ω0 < π.

Ïóñòü n1 � åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé ê γ1 âåêòîð, íàïðàâëåííûé
âíóòðü K1, è n, n2 � åäèíè÷íûå íîðìàëüíûå ê γ, γ2 ñîîòâåòñòâåííî âåê-
òîðû, íàïðàâëåííûå âíóòðü K2.

Ðàññìîòðèì íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó

−∆U = f(y) (y ∈ K), (1.37)

U|γ1 = g1(y) (y ∈ γ1),
U|γ2 + e0U(ω − ω0, β0r)|γ2 = g2(y) (y ∈ γ2).

(1.38)

Çäåñü U(ω, r) � ôóíêöèÿ U(y), çàïèñàííàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ;
β0 > 0; e0 ∈ R.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè U ∈ C∞
0 (K̄ \ {0}), Vt ∈ C∞(K̄t \ {0}). Óìíîæèì

−∆U íà V̄t è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Kt, t = 1, 2. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

∫
K1

(−∆U) · V̄1 dy +
∫
γ1

U|γ1 · ∂V̄1
∂n1

∣∣∣
γ1

dγ − ∫
γ

U|γ · ∂V̄1
∂n

∣∣∣
γ
dγ =

=
∫

K1

U · (−∆V̄1) dy +
∫
γ1

∂U
∂n1

∣∣∣
γ1

· V̄1|γ1 dγ − ∫
γ

∂U
∂n

∣∣∣
γ
· V̄1|γ dγ,

∫
K2

(−∆U) · V̄2 dy +
∫
γ

U|γ · ∂V̄2
∂n

∣∣∣
γ
dγ +

∫
γ2

U|γ2 · ∂V̄2
∂n2

∣∣∣
γ2

dγ =

=
∫

K2

U · (−∆V̄2) dy +
∫
γ

∂U
∂n

∣∣∣
γ
· V̄2|γ dγ +

∫
γ2

∂U
∂n2

∣∣∣
γ2

· V̄2|γ2 dγ.
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Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì
∑
t

∫
Kt

(−∆U) · V̄t dy +
∫
γ1

U|γ1 · ∂V̄1
∂n1

∣∣∣
γ1

dγ+

+
∫
γ2

U|γ2 · ∂V̄2
∂n2

∣∣∣
γ2

dγ +
∫
γ

U|γ ·
(

∂V̄2
∂n

∣∣∣
γ
− ∂V̄1

∂n

∣∣∣
γ

)
dγ =

=
∑
t

∫
Kt

U · (−∆V̄t) dy +
∫
γ1

∂U
∂n1

∣∣∣
γ1

· V̄1|γ1 dγ +
∫
γ2

∂U
∂n2

∣∣∣
γ2

· V̄2|γ2 dγ+

+
∫
γ

∂U
∂n

∣∣∣
γ
· (V̄2|γ − V̄1|γ) dγ.

(1.39)

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî
∫
γ2

U|γ2 · ∂V̄2
∂n2

∣∣∣
γ2

dγ =
∫
γ2

(U|γ2 + e0U(ω − ω0, β0r)|γ2) · ∂V̄2
∂n2

∣∣∣
γ2

dγ−

− ∫
γ2

e0U(ω − ω0, β0r)|γ2 · ∂V̄2
∂n2

∣∣∣
γ2

dγ =

=
∫
γ2

(U|γ2 + e0U(ω − ω0, β0r)|γ2) · ∂V̄2
∂n2

∣∣∣
γ2

dγ−

− ∫
γ

U|γ · e0β
′
0
∂V̄2
∂n2

(ω + ω′0, β′0r)
∣∣∣
γ
dγ,

ãäå β′0 = 1/β0, ω′0 = ω0. Îòñþäà è èç (1.39) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

∑
t

∫
Kt

(−∆U) · V̄t dy +
∫
γ1

U|γ1 · ∂V̄1
∂n1

∣∣∣
γ1

dγ+

+
∫
γ2

(U|γ2 + e0U(ω + ω0, β0r)|γ2) · ∂V̄2
∂n2

∣∣∣
γ2

dγ +
∫
γ

∂U
∂n

∣∣∣
γ
· (V̄1|γ − V̄2|γ) dγ =

=
∑
t

∫
Kt

U · (−∆V̄t) dy +
∫
γ1

∂U
∂n1

∣∣∣
γ1

· V̄1|γ1 dγ +
∫
γ2

∂U
∂n2

∣∣∣
γ2

· V̄2|γ2 dγ+

∫
γ

U|γ ·
(

∂V̄1
∂n

∣∣∣
γ
− ∂V̄2

∂n

∣∣∣
γ

+ e0β
′
0
∂V̄2
∂n2

(ω + ω′0, β′0r)
∣∣∣
γ

)
dγ.

Ïðèìåð 1.2. Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðèìåðà 1.1, ðàññìîòðèì íåëîêàëü-
íóþ çàäà÷ó

−∆U = f(y) (y ∈ K), (1.40)
∂U
∂n1

∣∣∣
γ1

= g1(y) (y ∈ γ1),

∂U
∂n2

∣∣∣
γ2

+ e0
∂U
∂r

(ω − ω0, β0r)
∣∣∣
γ2

= g2(y) (y ∈ γ2).
(1.41)
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Èç ôîðìóëû (1.39) è ðàâåíñòâà
∫
γ2

∂U
∂n2

∣∣∣
γ2

· V̄2|γ2 dγ =
∫
γ2

(
∂U
∂n2

∣∣∣
γ2

+ e0
∂U
∂r

(ω − ω0, β0r)
∣∣∣
γ2

)
· V̄2|γ2 dγ+

+
∫
γ

U|γ · e0(β
′
0)

2∂V̄1
∂r

(ω + ω′0, β′0r)
∣∣∣
γ
dγ

(ãäå β′0 = 1/β0, ω′0 = ω0), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó Ãðèíà:
∑
t

∫
Kt

(−∆U) · V̄t dy +
∫
γ1

∂U
∂n1

∣∣∣
γ1

· (−V̄1)|γ1 dγ+

+
∫
γ2

(
∂U
∂n2

∣∣∣
γ2

+ e0
∂U
∂r

(ω − ω0, β0r)
∣∣∣
γ2

)
· (−V̄2)|γ2 dγ +

∫
γ

∂U
∂n

∣∣∣
γ
· (V̄1|γ − V̄2|γ) dγ =

=
∑
t

∫
Kt

U · (−∆V̄t) dy +
∫
γ1

(−U)|γ1 · ∂V̄1
∂n1

∣∣∣
γ1

dγ +
∫
γ2

(−U)|γ2 · ∂V̄2
∂n2

∣∣∣
γ2

dγ+

+
∫
γ

U|γ ·
(

∂V̄1
∂n

∣∣∣
γ
− ∂V̄2

∂n

∣∣∣
γ

+ e0(β
′
0)

2∂V̄1
∂r

(ω + ω′0, β′0r)
∣∣∣
γ

)
dγ.

2. Äëÿ n = 2, j = 1, . . . , N ïîëîæèì

Kj = {y : r > 0, bj1 < ω < bj,Rj+1},
Kjt = {y : r > 0, bjt < ω < bj,t+1} (t = 1, . . . , Rj),

γjq = {y : r > 0, ω = bjq} (q = 1, . . . , Rj + 1).

Ôîðìàëüíî çàìåíèì â äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðàõ Dz íà η è ðàñ-
ñìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ íåëîêàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðîì
η ∈ Rn−2 îòíîñèòåëüíî u = (u1, . . . , uN)

Pj(Dy, η)uj = fj(y) (y ∈ Kj), (1.42)

Bjσµ(Dy, η)u ≡ Bjσµ(Dy, η)uj|γjσ
+

+
∑
k,q,s

(Bjσµkqs(Dy, η)uk)(Gjσkqsy)|γjσ
= gjσµ(y) (y ∈ γjσ) (1.43)

(j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m).

Äëÿ ujt ∈ C∞
0 (K̄jt \ {0}), vjt ∈ C∞(K̄jt \ {0}) (èëè ujt ∈ C∞(K̄jt \

{0}), vjt ∈ C∞
0 (K̄jt \ {0})) ïîëîæèì

(ujt, vjt)Kjt
=

∫

Kjt

ujt · v̄jt dy (j = 1, . . . , N ; t = 1, . . . , Rj).
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Äëÿ uγjq
∈ C∞

0 (γjq), vγjq
∈ C∞(γjq) (èëè uγjq

∈ C∞(γjq), vγjq
∈ C∞

0 (γjq))
ïîëîæèì

(uγjq
, vγjq

)γjq
=

∫

γjq

uγjq
· v̄γjq

dγ (j = 1, . . . , N ; q = 1, . . . , Rj + 1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè vjt(y) çàäàíû â Kjt; òîãäà ÷åðåç vj(y) áó-
äåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ â Kj: vj(y) ≡ vjt(y)
äëÿ y ∈ Kjt.
Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü Pj, Bjσµ è ò. ä. � îïåðàòîðû, ôèãóðèðóþùèå â
òåîðåìå 1.7. Òîãäà äëÿ âñåõ uj ∈ C∞

0 (K̄j \ {0}), vjt ∈ C∞(K̄jt \ {0}) (èëè
uj ∈ C∞(K̄j \{0}), vjt ∈ C∞

0 (K̄jt\{0})) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà
Ãðèíà ñ ïàðàìåòðîì η:

∑
j

{∑
t

(Pj(Dy, η)uj, vjt)Kjt
+

+
∑
σ,µ

(Bjσµ(Dy, η)u, Fjσµ(Dy, η)vj|γjσ
)γjσ

+

+
∑
q,µ

(Bjqµ(Dy, η)uj|γjq
, Tjqµ(Dy, η)v)γjq

}
=

=
∑
j

{∑
t

(uj, Qj(Dy, η)vjt)Kjt
+

+
∑
σ,µ

(B′
jσµ(Dy, η)uj|γjσ

, Cjσµ(Dy, η)vj|γjσ
)γjσ

+

+
∑
q,µ

(B′
jqµ(Dy, η)uj|γjq

, Tjq,m+µ(Dy, η)v)γjq

}
.

(1.44)

Çäåñü Bjσµ(Dy, η) îïðåäåëåí â (1.43);

Tjqν(Dy, η)v = Tjqν(Dy, η)vj,q−1|γjq
− Tjqν(Dy, η)vjq|γjq

+
+

∑
k,σ,s

(Tjqνkσs(Dy, η)vk)(G ′jqkσsy)|γjq

(ν = 1, . . . , 2m);

G ′jqkσs ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííîå â òåîðåìå 1.7.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ôóíêöèè ψ1, ψ2 ∈ C∞

0 (Rn−2), òàêèå, ÷òî

ψ1(z) = 0 äëÿ |z| > 1,

∫

Rn−2

ψ1(z)dz = 1;

ψ2(z) = 1 äëÿ |z| < 1, ψ2(z) = 0 äëÿ |z| > 2.

Ïîäñòàâëÿÿ Uj(y, z) = ei(η, z)ψ1(z)uj(y), Vjt(y, z) = ei(η, z)ψ2(z)vjt(y) â
ðàâåíñòâî (1.30), ïîëó÷èì (1.44).
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Çàìå÷àíèå 1.2. Çàìåíÿÿ â çàìå÷àíèè 1.1 H2m
a (·) è H2m

−a+2m(·) íà E2m
a (·)

è E2m
−a+2m(·) ñîîòâåòñòâåííî, à òåîðåìó 1.1 íà òåîðåìó 1.2, âèäèì, ÷òî

ôîðìóëà (1.44) ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà ïî íåïðåðûâíîñòè íà ñëó÷àé,
êîãäà uj ∈ E2m

a (Kj), vjt ∈ E2m
−a+2m(Kjt).

3. Ïîëîæèì Πj = {(ω, τ) : bj1 < ω < bj,Rj+1, τ ∈ R}, Πjt = {(ω, τ) :
bjt < ω < bj,t+1, τ ∈ R} (t = 1, . . . , Rj).

Äëÿ ujt ∈ C∞
0 (Π̄jt), vjt ∈ C∞(Π̄jt) (èëè ujt ∈ C∞(Π̄jt), vjt ∈ C∞

0 (Π̄jt))
îáîçíà÷èì

(ujt, vjt)Πjt
=

∞∫
−∞

bj,t+1∫
bjt

ujt(ω, τ) · vjt(ω, τ) dωdτ

(j = 1, . . . , N ; t = 1, . . . , Rj).

Äëÿ ψ ∈ C∞
0 (R), ξ ∈ C∞(R) (èëè ψ ∈ C∞(R), ξ ∈ C∞

0 (R)) îáîçíà÷èì
(ψ, ξ)R =

∞∫
−∞

ψ(τ) · ξ(τ) dτ. Äëÿ Ũjt, Ṽjt ∈ C∞([bjt, bj,t+1]) îáîçíà÷èì

(Ũjt, Ṽjt)(bjt, bj,t+1) =

bj,t+1∫

bjt

Ũjt(ω)·Ṽjt(ω) dω (j = 1, . . . , N ; t = 1, . . . , Rj).

Íàêîíåö, äëÿ d, e ∈ C ïîëîæèì (d, e)C = d · ē.
Ïóñòü ôóíêöèè Ṽjt(ω) çàäàíû â [bjt, bj,t+1]; òîãäà áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç Ṽj(ω) ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ â [bj1, bj,Rj+1] ïî ôîðìóëå Ṽj(ω) ≡
Ṽjt(ω) äëÿ ω ∈ (bjt, bj,t+1).

Ôîðìàëüíî ïîëàãàÿ Dz = 0, çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: Pj(Dy, 0) = r−2mP̃j(ω, Dω, rDr), Bjσµ(Dy, 0) =
r−mjσµB̃jσµ(ω, Dω, rDr) è ò. ä.

Ðàññìîòðèì íåëîêàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (1.12), (1.13) ñ ïàðàìåò-
ðîì λ.

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü Pj, Bjσµ è ò. ä. � îïåðàòîðû, ôèãóðèðóþùèå â
òåîðåìå 1.7. Òîãäà äëÿ âñåõ Ũj ∈ C∞([bj1, bj,Rj+1]), Ṽjt ∈ C∞([bjt, bj,t+1])
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èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ãðèíà ñ ïàðàìåòðîì λ:
∑
j

{∑
t

(P̃j(ω, Dω, λ)Ũj, Ṽjt)(bjt, bj,t+1)+

+
∑
σ,µ

(B̃jσµ(ω, Dω, λ)Ũ , F̃jσµ(ω, Dω, λ′)Ṽj|ω=bjσ
)C+

+
∑
q,µ

(B̃jqµ(ω, Dω, λ)Ũj|ω=bjq
, T̃jqµ(ω, Dω, λ′)Ṽ)C

}
=

=
∑
j

{∑
t

(Ũj, Q̃j(ω, Dω, λ′)Ṽjt)(bjt, bj,t+1)+

+
∑
σ,µ

(B̃′
jσµ(ω, Dω, λ)Ũj|ω=bjσ

, C̃jσµ(ω, Dω, λ′)Ṽj|ω=bjσ
)C+

+
∑
q,µ

(B̃′
jqµ(ω, Dω, λ)Ũj|ω=bjq

, T̃jq,m+µ(ω, Dω, λ′)Ṽ)C
}
.

(1.45)

Çäåñü B̃jσµ(ω, Dω, λ) îïðåäåëåíî â (1.13);

T̃jqν(ω, Dω, λ′)Ṽ = T̃jqν(ω, Dω, λ′)Ṽj,q−1(ω)|ω=bjq
−

−T̃jqν(ω, Dω, λ′)Ṽjq(ω)|ω=bjq
+

+
∑
k,σ,s

(β′jqkσs)
iλ′−(ν−1)T̃jqνkσs(ω, Dω, λ′)Ṽk(ω + ω′jqkσ)|ω=bjq

;

λ′ = λ̄ − 2i(m − 1); ω′jqkσ è β′jqkσs � ñîîòâåòñòâåííî óãëû ïîâîðîòà è
êîýôôèöèåíòû ðàñòÿæåíèÿ, îïðåäåëåííûå â òåîðåìå 1.7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì r = eτ , vjt = r2m−2wjt, wj(ω, τ) ≡ wjt(ω, τ)
äëÿ (ω, τ) ∈ Πjt. Òîãäà èç ôîðìóëû (1.44) äëÿ η = 0, ïîëó÷èì

∑
j

{∑
t

(
P̃j(ω, Dω, Dτ )uj, wjt

)
Πjt

+

+
∑
σ,µ

(
B̃jσµ(ω, Dω, Dτ )u, F̃jσµ(ω, Dω, Dτ − 2i(m− 1))wj|ω=bjσ

)
R
+

+
∑
q,µ

(
B̃jqµ(ω, Dω, Dτ )uj|ω=bjσ

, T̃jqµ(ω, Dω, Dτ − 2i(m− 1))w
)
R

}
=

=
∑
j

{∑
t

(
uj, Q̃j(ω, Dω, Dτ − 2i(m− 1))wjt

)
Πjt

+

∑
σ,µ

(
B̃′

jσµ(ω, Dω, Dτ )uj|ω=bjσ
, C̃jσµ(ω, Dω, Dτ − 2i(m− 1))wj|ω=bjσ

)
R
+

+
∑
q,µ

(
B̃′

jqµ(ω, Dω, Dτ )wj|ω=bjq
, T̃jq,m+µ(ω, Dω, Dτ − 2i(m− 1))w

)
R

}
,

(1.46)
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ãäå

B̃jσµ(ω, Dω, Dτ )u = B̃jσµ(ω, Dω, Dτ )uj|ω=bjσ
+

+
∑
k,q,s

β
−mjσµ

jσkqs B̃jσµkqs(ω, Dω, Dτ )uk(ω + ωjσkq, τ + ln βjσkqs)|ω=bjσ
,

T̃jqν(ω, Dω, Dτ − 2i(m− 1))w =

= T̃jqν(ω, Dω, Dτ − 2i(m− 1))wj,q−1|ω=bjq
−

−T̃jqν(ω, Dω, Dτ − 2i(m− 1))wjq|ω=bjq
+

∑
k,σ,s

(β′jqkσs)
2(m−1)−(ν−1)×

×T̃jqνkσs(ω, Dω, Dτ − 2i(m− 1))wk(ω + ω′jqkσ, τ + ln β′jqkσs)|ω=bjq
.

Ââåäåì ôóíêöèè ψ1, ψ2 ∈ C∞
0 (R), òàêèå, ÷òî

ψ1(τ) = 0 äëÿ |τ | > 1,

∞∫

−∞

ψ1(τ)dτ = 1;

ψ2(τ) = 1 äëÿ |τ | < 1, ψ2(τ) = 0 äëÿ |τ | > 2.

Ïîäñòàâëÿÿ uj(ω, τ) = eiλτψ1(τ)Ũj(ω), wjt(ω, τ) = eiλ̄τψ2(τ)Ṽjt(ω) â ðà-
âåíñòâî (1.46), ïîëó÷àåì (1.45).

Çàìå÷àíèå 1.3. Ôîðìóëà (1.45) ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà ïî íåïðå-
ðûâíîñòè íà ñëó÷àé, êîãäà Ũj ∈ W 2m(bj1, bj,Rj+1), Ṽjt ∈ W 2m(bjt, bj,t+1)
(ñì. çàìå÷àíèå 2.2 [19, ãë. 2, � 2.3]).

1.5 Íåëîêàëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è
òðàíñìèññèè. Ñâåäåíèå ê çàäà÷àì ñ îä-
íîðîäíûìè íåëîêàëüíûìè è êðàåâûìè
óñëîâèÿìè

1. Ïîëîæèì V = (V1, . . . , VN), f = (f1, . . . , fN). Çäåñü ôóíêöèè Vj(x)
(fj(x)) îïðåäåëåíû â Ξj (j = 1, . . . , N). Êàê è ðàíåå, áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç Vjt (fjt) ñóæåíèå Vj (fj) íà Ξjt.

Ôîðìóëà Ãðèíà (1.30) ïîðîæäàåò çàäà÷ó, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííóþ ê
çàäà÷å (1.1), (1.2):

Qj(Dy, Dz)Vjt = fjt(x) (x ∈ Ξjt; t = 1, . . . , Rj), (1.47)
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Cj1µ(Dy, Dz)V ≡ Cj1µ(Dy, Dz)Vj1(x)|Γj1
= gj1µ(x) (x ∈ Γj1),

Cj,Rj+1,µ(Dy, Dz)V ≡ Cj,Rj+1,µ(Dy, Dz)VjRj
(x)|Γj,Rj+1

=

= gj,Rj+1,µ(x) (x ∈ Γj,Rj+1),

(1.48)

Tjqν(Dy, Dz)V ≡ Tjqν(Dy, Dz)Vj,q−1(x)|Γjq
− Tjqν(Dy, Dz)Vjq(x)|Γjq

+
+

∑
k,σ,s

(Tjqνkσs(Dy, Dz)Vk)(G ′jqkσsy, z)|Γjq
= hjqν(x) (x ∈ Γjq)

(1.49)
(j = 1, . . . , N ; µ = 1, . . . , m; q = 2, . . . , Rj; ν = 1, . . . , 2m).

Çäåñü Qj ôîðìàëüíî ñîïðÿæåí ê Pj; îïåðàòîðû Cjσµ, Tjqν , Tjqνkσs èìåþò
ïîðÿäêè m′

jσµ, ν− 1, ν− 1 ñîîòâåòñòâåííî; G ′jqkσs � îïåðàòîð ïîâîðîòà íà
óãîë ω′jqkσ = −ωkσjq è ðàñòÿæåíèÿ â β′jqkσs = 1/βkσjqs ðàç â ïëîñêîñòè {y},
ïðè ýòîì bjq + ω′jqkσ = bkσ, 0 < β′jqkσs; j, k = 1, . . . , N ; q = 2, . . . , Rj;
σ = 1, Rk + 1; s = 1, . . . , S ′jqkσ = Skσjq.

Çàäà÷à (1.47)�(1.49) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó R1+ · · ·+RN óðàâíå-
íèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé Vjt ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.48) è íåëîêàëü-
íûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ (1.49). Áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó (1.47)�(1.49)
íåëîêàëüíîé çàäà÷åé òðàíñìèññèè.

Âûïèøåì íåëîêàëüíûå çàäà÷è òðàíñìèññèè, êîòîðûå ôîðìàëüíî ñî-
ïðÿæåíû íåëîêàëüíûì êðàåâûì çàäà÷àì èç ïðèìåðîâ 1.1 è 1.2.
Ïðèìåð 1.3. Èç ïðèìåðà 1.1 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à

−∆Vt = ft(y) (y ∈ Kt; t = 1, 2),

V1|γ1 = g1(y) (y ∈ γ1),
V2|γ2 = g2(y) (y ∈ γ2),

V1|γ − V2|γ = h1(y) (y ∈ γ),
∂V1
∂n

∣∣∣
γ
− ∂V2

∂n

∣∣∣
γ

+ e0β
′
0
∂V1
∂n1

(ω + ω′0, β′0r)
∣∣∣
γ

= h2(y) (y ∈ γ)

ôîðìàëüíî ñîïðÿæåíà ê çàäà÷å (1.37), (1.38).
Ïðèìåð 1.4. Èç ïðèìåðà 1.2 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à

−∆Vt = ft(y) (y ∈ Kt; t = 1, 2),

∂V1
∂n1

∣∣∣
γ1

= g1(y) (y ∈ γ1),

∂V2
∂n2

∣∣∣
γ1

= g2(y) (y ∈ γ2),

V1|γ − V2|γ = h1(y) (y ∈ γ),
∂V1
∂n

∣∣∣
γ
− ∂V2

∂n

∣∣∣
γ

+ e0(β
′
0)

2∂V1
∂r

(ω + ω′0, β′0r)
∣∣∣
γ

= h2(y) (y ∈ γ)

ôîðìàëüíî ñîïðÿæåíà ê çàäà÷å (1.40), (1.41).
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Èç òåîðåìû 1.7 ñëåäóåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé [19, ãë. 2,
�� 1.2, 1.4].

Óñëîâèå 1.3. Äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N îïåðàòîðû Qj(Dy, Dz) ñîáñòâåííî
ýëëèïòè÷åñêèå.

Óñëîâèå 1.4. Äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1 ñèñòå-
ìà {Cjσµ(Dy, Dz)}m

µ=1 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé è íàêðûâàåò îïåðàòîð
Qj(Dy, Dz) íà Γjσ.

Óñëîâèå 1.5. Äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N ; q = 2, . . . , Rj ñèñòåìà
{Tjqν(Dy, Dz)}2m

ν=1 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé íà Γjq.

Çàìå÷àíèå 1.4. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1.5
ñèñòåìà {Tjqν(Dy, Dz), Tjqν(Dy, Dz)}2m

ν=1 ñîâìåñòíî íàêðûâàåò îïåðàòîð
Qj(Dy, Dz) íà Γjq â ñìûñëå ðàáîòû [36].

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Hl
a(Ξj) =

Rj⊕
t=1

H l
a(Ξjt) ñ íîðìîé ‖Vj‖Hl

a(Ξj) =

(
Rj∑
t=1

‖Vjt‖2
Hl

a(Ξjt)

)1/2

.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà âåêòîð�ôóíêöèé

Hl+2m, N
a (Ξ) =

N∏
j=1

Hl+2m
a (Ξj), Hl, N

a (Ξ, Γ) =
N∏

j=1

Hl
a(Ξj, Γj),

Hl
a(Ξj, Γj) = Hl

a(Ξj)×
× ∏

σ=1, Rj+1

m∏
µ=1

H
l+2m−m′

jσµ−1/2
a (Γjσ)×

Rj∏
q=2

2m∏
ν=1

H
l+2m−ν+1/2
a (Γjq).

Áóäåì èçó÷àòü ðåøåíèÿ V = (V1, . . . , VN) ∈ Hl+2m, N
a (Ξ) çàäà-

÷è (1.47)�(1.49), ïîëàãàÿ, ÷òî f = {fj, gjσµ, hjqν} ∈ Hl, N
a (Ξ, Γ). Äëÿ

ýòîãî ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð M : Hl+2m, N
a (Ξ) → Hl, N

a (Ξ, Γ),
ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å (1.47)�(1.49) è äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

MV = {Wj, Cjσµ(Dy, Dz)V , Tjqν(Dy, Dz)V}

Çäåñü Cjσµ(Dy, Dz)V è Tjqν(Dy, Dz)V îïðåäåëåíû â (1.48) è (1.49) ñîîò-
âåòñòâåííî;Wj(x) ≡ Qj(Dy, Dz)Vjt(x) äëÿ x ∈ Ξjt. (Îòìåòèì, ÷òî çàïèñü
Wj ≡ Qj(Dy, Dz)Vj äëÿ x ∈ Ξj áûëà áû íåêîððåêòíîé, ïîñêîëüêó ôóíê-
öèè Vj ∈ Hl+2m

a (Ξj) ìîãóò èìåòü ðàçðûâû íà Γjq, q = 2, . . . , Rj.)
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Ëåììà 1.12. Äëÿ ëþáûõ gjσµ ∈ H
l+2m−m′

jσµ−1/2
a (Γjσ), hjqν ∈

H
l+2m−ν+1/2
a (Γjq) (j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m; q =

2, . . . , Rj; ν = 1, . . . , 2m) ñóùåñòâóåò âåêòîð�ôóíêöèÿ V ∈
Hl+2m, N

a (Ξ), òàêàÿ, ÷òî

Cjσµ(Dy, Dz)V = gjσµ(x) (x ∈ Γjσ), Tjqν(Dy, Dz)V = hjqν(x) (x ∈ Γjq),

‖V‖Hl+2m, N
a (Ξ) ≤ c

∑
j

{∑
σ, µ

‖gjσµ‖
H

l+2m−m′
jσµ

−1/2

a (Γjσ)
+

+
∑
q, ν

‖hjqν‖H
l+2m−ν+1/2
a (Γjq)

}
,

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò gjσµ, hjqν .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ 1.4 è ëåììû 3.1 [21], ñóùåñòâóåò
âåêòîð�ôóíêöèÿ W ∈ H l+2m, N

a (Ξ), òàêàÿ, ÷òî

Cjσµ(Dy, Dz)W = gjσµ(x) (x ∈ Γjσ), (1.50)

‖W‖Hl+2m, N
a (Ξ) ≤ k1

∑
j, σ, µ

‖gjσµ‖
H

l+2m−m′
jσµ

−1/2

a (Γjσ)
. (1.51)

Â ñèëó óñëîâèÿ 1.5 è ëåììû 3.1 [21], äëÿ âñåõ j = 1, . . . , N è q =
2, . . . , Rj ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Ŵj,q−1 ∈ H l+2m

a (Ξj,q−1), òàêèå, ÷òî

Tjqν(Dy, Dz)Ŵj,q−1(x)|Γjq
= hjqν(x)−

− ∑
k, σ, s

(Tjqνkσs(Dy, Dz)Wk)(G ′jqkσsy, z)|Γjq
(x ∈ Γjq), (1.52)

‖Ŵj,q−1‖Hl+2m
a (Ξj,q−1) ≤ k2

∑
ν

‖hjqν(x)−
− ∑

k, σ, s

(Tjqνkσs(Dy, Dz)Wk)(G ′jqkσsy, z)|Γjq
‖

H
l+2m−ν+1/2
a (Γjq)

.
(1.53)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ζjq, îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (1.17), ÿâëÿþòñÿ
ìóëüòèïëèêàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâàõ Hl+2m

a (Ξj), èç (1.50)�(1.53) ñëåäó-
åò, ÷òî ôóíêöèè

Vj(x) =





ζj1Wj1(x) + ζj2Ŵj1(x) äëÿ x ∈ Ξj1,

ζj,t+1Ŵjt(x) äëÿ x ∈ Ξjt (t = 2, . . . , Rj − 1),
ζj,Rj+1WjRj

(x) äëÿ x ∈ ΞjRj

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû.
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2. Ïîëîæèì v = (v1, . . . , vN), f = (f1, . . . , fN). Çäåñü ôóíêöèè vj(y)
(fj(y)) çàäàíû â Kj (j = 1, . . . , N). Êàê è âûøå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
vjt (fjt) ñóæåíèå ôóíêöèè vj (fj) íà Kjt.

Ôîðìóëà Ãðèíà (1.44) (äëÿ η = θ ∈ Sn−3 = {z ∈ Rn−2 : |z| = 1})
ïîðîæäàåò çàäà÷ó, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííóþ ê çàäà÷å (1.6), (1.7):

Qj(Dy, θ)vjt = fjt(y) (y ∈ Kjt; t = 1, . . . , Rj), (1.54)

Cj1µ(Dy, θ)v ≡ Cj1µ(Dy, θ)vj1(y)|γj1
= gj1µ(y) (y ∈ γj1),

Cj,Rj+1,µ(Dy, θ)v ≡ Cj,Rj+1,µ(Dy, θ)vjRj
(y)|γj,Rj+1

=

= gj,Rj+1,µ(y) (y ∈ γj,Rj+1),

(1.55)

Tjqν(Dy, θ)v ≡ Tjqν(Dy, θ)vj,q−1(y)|γjq
− Tjqν(Dy, θ)vjq(y)|γjq

+
+

∑
k,σ,s

(Tjqνkσs(Dy, θ)vk)(G ′jqkσsy)|γjq
= hjqν(y) (y ∈ γjq) (1.56)

(j = 1, . . . , N ; µ = 1, . . . , m; q = 2, . . . , Rj; ν = 1, . . . , 2m).

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (1.54)�(1.56) ìîæåò áûòü òàêæå ïîëó÷åíà èç çàäà-
÷è (1.47)�(1.49) ôîðìàëüíîé çàìåíîé Dz íà θ.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Hl
a(Kj) =

Rj⊕
t=1

H l
a(Kjt) ñ íîðìîé ‖vj‖Hl

a(Kj) =

(
Rj∑
t=1

‖vjt‖2
Hl

a(Kjt)

)1/2

è ïðîñòðàíñòâî E l
a(Kj) =

Rj⊕
t=1

El
a(Kjt) ñ íîðìîé

‖vj‖El
a(Kj) =

(
Rj∑
t=1

‖vjt‖2
El

a(Kjt)

)1/2

.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà âåêòîð�ôóíêöèé

E l+2m, N
a (K) =

N∏
j=1

E l+2m
a (Kj), E l, N

a (K, γ) =
N∏

j=1

E l
a(Kj, γj),

E l
a(Kj, γj) = E l

a(Kj)×
× ∏

σ=1, Rj+1

m∏
µ=1

E
l+2m−m′

jσµ−1/2
a (γjσ)×

Rj∏
q=2

2m∏
ν=1

E
l+2m−ν+1/2
a (γjq).

Áóäåì èçó÷àòü ðåøåíèÿ v = (v1, . . . , vN) ∈ E l+2m, N
a (Ξ) çàäà÷è (1.54)�

(1.56), ïîëàãàÿ, ÷òî f = {fj, gjσµ, hjqν} ∈ E l, N
a (Ξ, Γ). Ââåäåì îãðàíè÷åí-

íûé îïåðàòîð M(θ) : E l+2m, N
a (Ξ) → E l, N

a (Ξ, Γ), ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà-
÷å (1.54)�(1.56) è äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

Mv = {wj, Cjσµ(Dy, θ)v, Tjqν(Dy, θ)v}.
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Çäåñü Cjσµ(Dy, θ)v è Tjqν(Dy, θ)v îïðåäåëåíû â (1.55) è (1.56) ñîîòâåò-
ñòâåííî; wj(y) ≡ Qj(Dy, θ)vjt(y) äëÿ y ∈ Kjt.

Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.12, èç ëåììû 3.1′ [21], ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.13. Äëÿ ëþáûõ gjσµ ∈ E
l+2m−m′

jσµ−1/2
a (γjσ), hjqν ∈

E
l+2m−ν+1/2
a (γjq) (j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m; q =

2, . . . , Rj; ν = 1, . . . , 2m) ñóùåñòâóåò âåêòîð�ôóíêöèÿ v ∈ E l+2m, N
a (Ξ),

òàêàÿ, ÷òî

Cjσµ(Dy, θ)v = gjσµ(y) (y ∈ γjσ), Tjqν(Dy, θ)v = hjqν(y) (y ∈ γjq),

‖v‖El+2m, N
a (Ξ) ≤ c

∑
j

{∑
σ, µ ‖gjσµ‖

E
l+2m−m′

jσµ
−1/2

a (γjσ)
+

+
∑

q, ν ‖hjqν‖E
l+2m−ν+1/2
a (γjq)

}
,

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò gjσµ, hjqν , θ.

1.6 Ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ çàäà÷ òðàíñ-
ìèññèè â ïëîñêèõ óãëàõ

1. Ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà àíàëîãè÷íû ïî ñòðóêòóðå ðåçóëüòà-
òàì � 1.2. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîòðåáóþòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ îöåíîê
ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ çàäà÷ òðàíñìèññèè â äâóãðàííûõ óãëàõ â � 1.7.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó òðàíñìèññèè äëÿ
âåêòîð�ôóíêöèè V = (V1, . . . , VN) ∈ Hl+2m, N

a (K)

Qj(Dy, 0)Vjt = fjt(y) (y ∈ Kjt; t = 1, . . . , Rj), (1.57)

Cj1µ(Dy, 0)V ≡ Cj1µ(Dy, 0)Vj1(y)|γj1
= gj1µ(y) (y ∈ γj1),

Cj,Rj+1,µ(Dy, 0)V ≡ Cj,Rj+1,µ(Dy, 0)VjRj
(y)|γj,Rj+1

=

= gj,Rj+1,µ(y) (y ∈ γj,Rj+1),

(1.58)

Tjqν(Dy, 0)V ≡ Tjqν(Dy, 0)Vj,q−1(y)|γjq
− Tjqν(Dy, 0)Vjq(y)|γjq

+
+

∑
k,σ,s

(Tjqνkσs(Dy, 0)Vk)(G ′jqkσsy)|γjq
= hjqν(y) (y ∈ γjq) (1.59)

(j = 1, . . . , N ; µ = 1, . . . , m; q = 2, . . . , Rj; ν = 1, . . . , 2m),

ãäå f = {fj, gjσµ, hjqν} ∈ Hl, N
a (K, γ).
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Ôîðìàëüíî ïîëàãàÿ Dz = 0, çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðà-
òîðû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: Qj(Dy, 0) = r−2mQ̃j(ω, Dω, rDr),
Cjσµ(Dy, 0) = r−m′

jσµC̃jσµ(ω, Dω, rDr), Tjqν(Dy, 0) =
r−ν+1T̃jqν(ω, Dω, rDr), Tjqνkσs(Dy, 0) = r−ν+1T̃jqνkσs(ω, Dω, rDr).

Ïîëîæèì τ = ln r è ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî τ ; òîãäà
èç (1.57)�(1.59) ïîëó÷àåì

Q̃j(ω, Dω, λ)Ṽjt(ω, λ) = F̃jt(ω, λ) (ω ∈ (bjt, bj,t+1); t = 1, . . . , Rj),
(1.60)

C̃j1µ(ω, Dω, λ)Ṽ(ω, λ) ≡ C̃j1µ(ω, Dω, λ)Ṽj1(ω, λ)|ω=bj1
=

= G̃j1µ(λ),

C̃j,Rj+1,µ(ω, Dω, λ)Ṽ(ω, λ) ≡ C̃j,Rj+1,µ(ω, Dω, λ)ṼjRj
(ω, λ)|ω=bj,Rj+1

=

= G̃j,Rj+1,µ(λ),
(1.61)

T̃jqν(ω, Dω, λ)Ṽ(ω, λ) ≡ T̃jqν(ω, Dω, λ)Ṽj,q−1(ω, λ)|ω=bjq
−

−T̃jqν(ω, Dω, λ)Ṽjq(ω, λ)|ω=bjq
+

+
∑
k,σ,s

(β′jqkσs)
iλ−(ν−1)T̃jqνkσs(ω, Dω, λ)Ṽk(ω + ω′jqkσ, λ)|ω=bjq

= H̃jqν(λ)

(1.62)
(j = 1, . . . , N ; µ = 1, . . . , m; q = 2, . . . , Rj; ν = 1, . . . , 2m).

Çäåñü Fjt(ω, τ) = e2mτfjt(ω, τ), Gjσµ(τ) = em′
jσµτgjσµ(τ); Hjqν(τ) =

e(ν−1)τhjqν(τ); Ṽjt, F̃jt, G̃jσµ è H̃jqν � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé Vjt,
Fjt, Gjσµ è Hjqν ñîîòâåòñòâåííî.

Äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó R1 + · · · + RN îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.60) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé
Ṽjt ∈ W l+2m(bjt, bj,t+1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.61) è íåëîêàëüíûìè
óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ (1.62), ñâÿçûâàþùèìè ñêà÷êè ôóíêöèé Ṽj è èõ
ïðîèçâîäíûõ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ èíòåðâàëîâ (bj1, bj,Rj+1) ñî çíà÷åíè-
ÿìè ôóíêöèé Ṽk1 è Ṽk,Rk+1, à òàêæå èõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ ω = bk1 è
ω = bk,Rk+1 ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (1.60)�(1.62) ôîðìàëüíî ñîïðÿæåíà ê çàäà-
÷å (1.12), (1.13) îòíîñèòåëüíî ôîðìóëû Ãðèíà (1.45).

2. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâîW l(bj1, bj,Rj+1) =
Rj⊕
t=1

W l(bjt, bj,t+1) ñ íîð-

ìîé ‖Ṽj‖Wl(bj1, bj,Rj+1) =

(
Rj∑
t=1

‖Ṽjt‖2
W l(bjt, bj,t+1)

)1/2

. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà
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âåêòîð�ôóíêöèé

W l+2m, N(b1, b2) =
N∏

j=1

W l+2m(bj1, bj,Rj+1),

W l, N [b1, b2] =
N∏

j=1

W l[bj1, bj,Rj+1],

W l[bj1, bj,Rj+1] = W l(bj1, bj,Rj+1)× Cm × Cm ×
Rj∏
q=2

C2m.

Îïðåäåëèì ýêâèâàëåíòíûå íîðìû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà λ, â ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ W l(bj1, bj,Rj+1) è W l[bj1, bj,Rj+1]:

|||Ṽj|||Wl(bj1, bj,Rj+1) =
(‖Ṽj‖2

Wl(bj1, bj,Rj+1)
+ |λ|2l ‖Ṽj‖2

L2(bj1, bj,Rj+1)

)1/2
,

|||{F̃j, G̃jσµ, H̃jqν}|||Wl[bj1, bj,Rj+1] =
(
|||F̃j|||2Wl(bj1, bj,Rj+1)

+

+
∑
σ, µ

(
1 + |λ|2(l+2m−m′

jσµ−1/2)
)|G̃jσµ|2 +

∑
q, ν

(
1 + |λ|2(l+2m−ν+1/2)

)|H̃jqν |2
)1/2

,

ãäå Ṽj ∈ W l(bj1, bj,Rj+1), {F̃j, G̃jσµ, H̃jqν} ∈ W l[bj1, bj,Rj+1]. Ââåäåì
òàêæå íîðìû

|||Ṽ|||W l+2m, N (b1, b2) =
(∑

j

|||Ṽj|||2Wl+2m(bj1, bj,Rj+1)

)1/2

,

|||Φ̃|||Wl, N [b1, b2] =
(∑

j

|||Φ̃j|||2Wl[bj1, bj,Rj+1]

)1/2

,

ãäå Ṽ = (Ṽ1, . . . , ṼN) ∈ W l+2m, N(b1, b2), Φ̃ = (Φ̃1, . . . , Φ̃N) ∈ W l, N [b1, b2].
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð�ôóíêöèþ M̃(λ) : W l+2m, N(b1, b2) →

W l, N [b1, b2], ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷å (1.60)�(1.62) è äåéñòâóþùóþ ïî
ôîðìóëå

M̃(λ)Ṽ = {W̃j, C̃jσµ(ω, Dω, λ)Ṽ , T̃jqν(ω, Dω, λ)Ṽ}.

Çäåñü C̃jσµ(ω, Dω, λ)Ṽ è T̃jqν(ω, Dω, λ)Ṽ îïðåäåëåíû â (1.61) è (1.62)
ñîîòâåòñòâåííî; W̃j(ω) = Q̃j(ω, Dω, λ)Ṽjt(ω) äëÿ ω ∈ (bjt, bj,t+1).
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Ëåììà 1.14. Äëÿ âñåõ λ ∈ C îïåðàòîð M̃(λ) : W l+2m, N(b1, b2) →
W l, N [b1, b2] ôðåäãîëüìîâ, indM̃(λ) = 0; äëÿ ëþáîãî h ∈ R ñóùåñòâó-
åò q0 > 0, òàêîå, ÷òî ïðè λ ∈ Jh, q0 = {λ ∈ C : Im λ = h, |Re λ| ≥ q0}
îïåðàòîð M̃(λ) èìååò îãðàíè÷åííûõ îáðàòíûé M̃−1(λ) : W l, N [b1, b2] →
W l+2m, N(b1, b2) è

|||M̃−1(λ)Φ̃|||Wl+2m, N (b1, b2) ≤ c|||Φ̃|||Wl, N [b1, b2] (1.63)

äëÿ âñåõ Φ̃ ∈ W l, N [b1, b2], ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò λ è Φ̃; îïåðàòîð�
ôóíêöèÿ M̃−1(λ) : W l, N [b1, b2] →W l+2m, N(b1, b2) êîíå÷íîìåðîìîðôíàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè

T̃jqν(ω, Dω, λ)Ṽ(ω, λ) = T̃jqν(ω, Dω, λ)Ṽj,q−1(ω, λ)|ω=bjq
−

−T̃jqν(ω, Dω, λ)Ṽjq(ω, λ)|ω=bjq

(òî åñòü, åñëè îïåðàòîðû Tjqνkσs(ω, Dω, rDr), ñîîòâåòñòâóþùèå íåëîêàëü-
íûì ÷ëåíàì, îòñóòñòâóþò), òî îáîçíà÷èì îïåðàòîð M̃(λ) ÷åðåç M̃0(λ).
Ñëåäóÿ ñõåìå, ðàçâèòîé Ì.Ñ. Àãðàíîâè÷åì è Ì.È. Âèøèêîì [1] (ñì. òàê-
æå [27, � 5]), ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: íàéäóòñÿ òàêèå
0 < ε1 < π/2 è q1 > 0, ÷òî äëÿ

λ ∈ Qε1,q1 = {λ : |λ| ≥ q1, | arg λ| ≤ ε1} ∪ {λ : |λ| ≥ q1, | arg λ− π| ≤ ε1}
ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð M̃−1

0 (λ); áîëåå òîãî, äëÿ
âñåõ Φ̃ ∈ W l, N [b1, b2]

|||M̃−1
0 (λ)Φ̃|||Wl+2m, N (b1, b2) ≤ k1|||Φ̃|||Wl, N [b1, b2]; (1.64)

çäåñü k1 > 0 íå çàâèñèò îò λ è Φ̃.
2) Ðàññìîòðèì îïåðàòîð M̃t(λ) = M̃0(λ)+t(M̃(λ)−M̃0(λ)), 0 ≤ t ≤ 1.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî h ∈ R ñóùåñòâóåò q0 > 0, òàêîå, ÷òî åñëè
λ ∈ Jh,q0 è 0 ≤ t ≤ 1, òî

k2|||M̃t(λ)Ṽ|||Wl, N [b1, b2] ≤ |||Ṽ|||Wl+2m, N (b1, b2) ≤ k3|||M̃t(λ)Ṽ|||Wl, N [b1, b2]

(1.65)
äëÿ âñåõ Ṽ ∈ W l+2m, N(b1, b2). Çäåñü k2, k3 > 0 íå çàâèñÿò îò λ, t è V .

Ïîëîæèì M̃t(λ)Ṽ = Φ̃; òîãäà èìååì

M̃0(λ)Ṽ = Φ̃ + Ψ̃,

ãäå

Ψ̃ = {0, 0, −t
∑

k, σ, s

(β′jqkσs)
iλ−(ν−1)T̃jqνkσs(ω, Dω, λ)Ṽk(ω + ω′jqkσ, λ)|ω=bjq

}.
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Â ñèëó (1.64),

|||Ṽ|||Wl+2m, N (b1, b2) ≤ k1|||Φ̃ + Ψ̃|||Wl, N [b1, b2]. (1.66)

Ðàññìîòðèì ε > 0, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå (1.16), è q0 ≥ q1, òàêîå, ÷òî
Jh,q0 ⊂ Qε1,q1 . Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (1.3), (1.4), ïîëó÷èì

Ijqνk1s =
(
1 + |λ|l+2m−ν+1/2

)∣∣∣(β′jqk1s)
iλ−(ν−1)×

×T̃jqνk1s(ω, Dω, λ)Ṽk(ω + ω′jqk1)|ω=bjq

∣∣∣ ≤
k4|λ|l+2m−ν

{‖T̃jqνk1s(ω, Dω, λ)Ṽk1‖W 1(bk1, bk1+ε/2)+

|λ| ‖T̃jqνk1s(ω, Dω, λ)Ṽk1‖L2(bk1, bk1+ε/2)

} ≤ k5|||Ṽk1|||W l+2m(bk1, bk1+ε/2).
(1.67)

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε1 è äîñòàòî÷íî áîëüøîì q1 èç íåðàâåíñòâà (1.67),
òåîðåìû 4.1 [1, ãë. 1, � 4], ôîðìóëû Ëåéáíèöà è èíòåðïîëÿöèîííîãî íåðà-
âåíñòâà (1.3) ïîëó÷àåì

Ijqνk1s ≤ k5|||ζk1Ṽk1|||W l+2m(bk1, bk1+ε/2) ≤ k6

(|||Q̃k(ζk1Ṽk1)|||W l(bk1, bk2)+

+
m∑

µ=1

(
1 + |λ|l+2m−m′

k1µ−1/2
)∣∣∣C̃k1µ(ω, Dω, λ)Ṽk1(ω)|ω=bk1

∣∣∣
) ≤

≤ k7

(|||Q̃kṼk1|||W l(bk1, bk2) + |λ|−1|||Ṽk1|||W l+2m(bk1, bk2)+

+
m∑

µ=1

(
1 + |λ|l+2m−m′

k1µ−1/2
)|C̃k1µ(ω, Dω, λ)Ṽk1(ω)|ω=bk1

|).
(1.68)

Àíàëîãè÷íî (1.67), (1.68) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíà

Ijqνk,Rk+1,s =
(
1 + |λ|l+2m−ν+1/2

)×
×

∣∣∣(β′jqk,Rk+1,s)
iλ−(ν−1)T̃jqνk,Rk+1,s(ω, Dω, λ)Ṽk(ω + ω′jqk,Rk+1)|ω=bjq

∣∣∣.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Ijqνk,Rk+1,s ≤ k8

(|||Q̃kṼkRk
|||W l(bkRk

, bk,Rk+1)+

+|λ|−1|||ṼkRk
|||W l+2m(bkRk

, bkRk+1)+

+
m∑

µ=1

(
1 + |λ|l+2m−m′

k,Rk+1,µ−1/2)|C̃k,Rk+1,µ(ω, Dω, λ)ṼkRk
(ω)|ω=bk,Rk+1

|).
(1.69)

Òåïåðü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì q0 èç (1.66), (1.68) è (1.69) ñëåäóåò âòî-
ðîå èç íåðàâåíñòâ (1.65). Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (1.65) î÷åâèäíî. Èñïîëü-
çóÿ ñòàíäàðòíûé ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó t (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 7.1 [18, ãë. 2, � 7]), íåðàâåíñòâî (1.65) è ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè-
÷åííîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà M̃−1

0 (λ) äëÿ λ ∈ Qε1,q1 , íåòðóäíî ïîëó÷èòü,
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÷òî ïðè λ ∈ Jh,q0 îïåðàòîð M̃(λ) èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé è âû-
ïîëíÿåòñÿ îöåíêà (1.63).

3) Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð M̃(λ) ôðåäãîëüìîâ. Äëÿ λ0 ∈ Qε1,q1 èìååì

M̃(λ)M̃−1
0 (λ0) = I + (M̃(λ)− M̃0(λ0))M̃−1

0 (λ0),

ãäå I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â W l, N [b1, b2]. Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû
Q̃j(ω, Dω, λ) ñîäåðæàò ïàðàìåòð λ ëèøü â ìëàäøèõ ÷ëåíàõ, îïåðàòîð

M̃(λ)− M̃0(λ0) : W l+2m, N(b1, b2) →W l+1, N [b1, b2]

îãðàíè÷åí ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì λ ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî, èç êîì-
ïàêòíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ W l+1(bjt, bj,t+1) â W l(bjt, bj,t+1) âûòåêàåò,
÷òî îïåðàòîð

(M̃(λ)− M̃0(λ0))M̃−1
0 (λ0) : W l, N [b1, b2] →W l, N [b1, b2]

êîìïàêòíûé. Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 15.1 [17, � 15], îïåðàòîð M̃(λ)
ôðåäãîëüìîâ è indM̃(λ) = 0 äëÿ âñåõ λ ∈ C.

Îòñþäà, èç ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà
M̃−1(λ) äëÿ λ ∈ Jh,q0 è èç òåîðåìû 1 [4] ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð�ôóíêöèÿ
M̃−1(λ) êîíå÷íîìåðîìîðôíàÿ.

Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2 [32, � 2], èç (1.66)�(1.69) ïîëó÷èì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 1.15. Äëÿ ëþáîãî 0 < ε′ < 1/d′ ñóùåñòâóåò q > 1, òàêîå, ÷òî
ìíîæåñòâî {λ ∈ C : |Im λ| ≤ ε′ ln |Re λ|, |Re λ| ≥ q} íå ñîäåðæèò ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè M̃(λ), ãäå d′ = max | ln β′jqkσs|; äëÿ
êàæäîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ0 îïåðàòîð�ôóíêöèè M̃(λ) ñóùåñòâóåò
δ > 0, òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî {λ ∈ C : 0 < |Im λ − Im λ0| < δ} íå
ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè M̃(λ).

3. Çàìåíÿÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 [32, � 2] ïðîñòðàíñòâà Ñîáî-
ëåâà W l(·) íàW l(·) è âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà H l

a(·) íà Hl
a(·), èç ëåììû 1.14

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü íà ïðÿìîé Im λ = a + 1 − l − 2m íåò ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè M̃(λ); òîãäà íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à òðàíñ-
ìèññèè (1.57)�(1.59) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå V ∈ Hl+2m, N

a (K) äëÿ
ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f ∈ Hl, N

a (K, γ) è

‖V‖Hl+2m, N
a (K) ≤ c‖f‖Hl, N

a (K, γ),
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ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò f. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

V(ω, r) =

= (2π)−1/2

+∞+i(a+1−l−2m)∫

−∞+i(a+1−l−2m)

riλM̃−1(λ){F̃jt(ω, λ), G̃jσµ(λ), H̃jqν(λ)} dλ.3)

1.7 Àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé íåëîêàëü-
íûõ çàäà÷ òðàíñìèññèè

1. Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäóò äîêàçàíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé íåëî-
êàëüíûõ çàäà÷ òðàíñìèññèè, àíàëîãè÷íûå îöåíêàì èç � 1.3.

Îáîçíà÷èì d′1 = min{1, β′jqkσs}/2, d′2 = 2 max{1, β′jqkσs}, Ξp
j = Ξj ∩

{r1(d
′
1)

6−p < r < r2(d
′
2)

6−p, |z| < 2−p−1}, Ξp
jt = Ξjt ∩ {r1(d

′
1)

6−p < r <
r2(d

′
2)

6−p, |z| < 2−p−1}, ãäå j = 1, . . . , N ; t = 1, . . . , Rj; p = 0, . . . , 6; 0 <
r1 < r2.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî W l(Ξp
j) =

Rj⊕
t=1

W l(Ξp
jt) ñ íîðìîé ‖Vj‖Wl(Ξp

j ) =

(
Rj∑
t=1

‖Vjt‖2
W l(Ξp

jt)

)1/2

.

Ëåììà 1.16. Ïóñòü Vj ∈ W2m(Ξ0
j),

Qj(Dy, Dz)Vjt ∈ W l(Ξ0
jt),

Cjσµ(Dy, Dz)V ∈ W l+2m−m′
jσµ−1/2(Γjσ ∩ Ξ̄0

j),
Tjqν(Dy, Dz)V ∈ W l+2m−ν+1/2(Γjq ∩ Ξ̄0

j)

(1.70)

3)Äàííîå ñîîòíîøåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

lim
A→∞

N∑

j=1

bj,Rj+1∫

bj1

∞∫

0

∣∣∣Vj(ω, r)−

− (2π)−1/2

A+i(a+1−l−2m)∫

−A+i(a+1−l−2m)

riλ[M̃−1(λ){F̃jt(ω, λ), G̃jσµ(λ), H̃jqν(λ)} dλ
∣∣∣
2

×

× r2(a+1−l−2m)−1drdω = 0,

ãäå [·]j îáîçíà÷àåò j-þ êîîðäèíàòó N -ìåðíîãî âåêòîðà.



� 49 �

(j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m;
q = 2, . . . , Rj; ν = 1, . . . , 2m);

òîãäà V ∈ ∏
j

W l+2m(Ξ3
j) è äëÿ |λ| ≥ 1

∑
j

‖Vj‖Wl+2m(Ξ6
j ) ≤ c

∑
j

{∑
t

‖Qj(Dy, Dz)Vjt‖W l(Ξ3
jt)

+

+
∑
σ, µ

‖Cjσµ(Dy, Dz)V‖
W

l+2m−m′
jσµ

−1/2
(Γjσ∩Ξ̄3

j )
+

+
∑
q, ν

‖Tjqν(Dy, Dz)V‖W l+2m−ν+1/2(Γjq∩Ξ̄3
j )+

+|λ|−1‖Vj‖Wl+2m(Ξ3
j ) + |λ|l+2m−1‖Vj‖L2(Ξ3

j )

}
,

(1.71)

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò λ è V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ζjq (q = 1, . . . , Rj + 1), îïðå-
äåëÿåìûå ôîðìóëîé (1.17), ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè â ïðîñòðàí-
ñòâàõ W l(Ξp

jt) (t = 1, . . . , Rj), èìååì ζjσVj ∈ W 2m(Ξ0
j) (σ = 1, Rj + 1).

Ïðèìåíèì òåîðåìó 5.1 [19, ãë. 2, � 5.1] ê ôóíêöèÿì ζjσVj è ê îïåðàòî-
ðó {Qj(Dy, Dz), Cjσµ(Dy, Dz)}; òîãäà èç (1.70) è ôîðìóëû Ëåéáíèöà
ïîëó÷èì

ζjσVj ∈ W l+2m(Ξ1
j). (1.72)

Ïîëîæèì Wjqν =
∑

k, σ, s

(Tjqνkσs(Dy, Dz)(ζkσVk))(G ′jqkσsy, z). Î÷åâèäíî,

Wjqν |Γjq∩Ξ̄2
j

=
∑

k, σ, s

(Tjqνkσs(Dy, Dz)Vk))(G ′jqkσsy, z)|Γjq∩Ξ̄2
j
. (1.73)

Èç ðàâåíñòâà (1.73) è ñîîòíîøåíèé (1.70), (1.72) ñëåäóåò, ÷òî

Tjqν(Dy, Dz)Vj,q−1|Γjq∩Ξ̄2
j
− Tjqν(Dy, Dz)Vjq|Γjq∩Ξ̄2

j
=

= Tjqν(Dy, Dz)V −Wjqν |Γjq∩Ξ̄2
j
∈ W l+2m−ν+1/2(Γjq ∩ Ξ̄2

j).
(1.74)

Äàëåå, èç (1.70), (1.74), çàìå÷àíèÿ 1.4 è òåîðåìû 1 [36, � 2] âûòåêàåò, ÷òî
Vj ∈ W l+2m(Ξ3

j) è
∑
j

‖Vj‖Wl+2m(Ξ6
j ) ≤ k1

∑
j

{∑
t

‖Qj(Dy, Dz)Vjt‖W l(Ξ5
jt)

+

+
∑
σ, µ

‖Cjσµ(Dy, Dz)V‖
W

l+2m−m′
jσµ

−1/2
(Γjσ∩Ξ̄5

j )
+

+
∑
q, ν

‖Tjqν(Dy, Dz)Vj,q−1|Γjq∩Ξ̄5
j
−

−Tjqν(Dy, Dz)Vjq|Γjq∩Ξ̄5
j
‖W l+2m−ν+1/2(Γjq∩Ξ̄5

j ) + ‖Vj‖L2(Ξ5
j )

}
.

(1.75)
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Ñíîâà ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.1 [19, ãë. 2, � 5.1], ôîðìóëó Ëåéáíèöà è íåðà-
âåíñòâî (1.3), ïîëó÷àåì

‖Wjqν |Γjq∩Ξ̄5
j
‖W l+2m−ν+1/2(Γjq∩Ξ̄5

j ) ≤ k2

∑
k, σ

‖ζkσVk‖W l+2m(Ξ4
k) ≤

≤ k3

∑
k

{∑
t

‖Qk(Dy, Dz)Vkt‖W l(Ξ3
kt)

+

+
∑
σ, µ

‖Ckσµ(Dy, Dz)V‖
W

l+2m−m′
kσµ

−1/2
(Γkσ∩Ξ̄3

j )
+

+|λ|−1‖Vk‖Wl+2m(Ξ3
k) + |λ|l+2m−1‖Vk‖L2(Ξ3

k)

}
.

(1.76)

Èç (1.75), (1.73) è (1.76) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (1.71).

Îáîçíà÷èì W l
loc(Ξ̄j \M) =

Rj⊕
t=1

W l
loc(Ξ̄jt \M).

Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü V ∈ ∏
j

W2m
loc (Ξ̄j \ M) � ðåøåíèå íåëîêàëüíîé

çàäà÷è òðàíñìèññèè (1.47)�(1.49), òàêîå, ÷òî V ∈ H0, N
a−l−2m(Ξ) è f ∈

Hl, N
a (Ξ, Γ); òîãäà V ∈ Hl+2m, N

a (Ξ) è

‖V‖Hl+2m, N
a (Ξ) ≤ c

(‖f‖Hl, N
a (Ξ, Γ) + ‖V‖H0, N

a−l−2m(Ξ)

)
, (1.77)

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1.16 ñëåäóåò, ÷òî V ∈ ∏
j

W l+2m
loc (Ξ̄j \ M).

Òåïåðü, ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2 [32, � 3] è çàìåíÿÿ â íåì
W l(·) íàW l(·) è âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà H l

a(·) íà Hl
a(·), èç ëåìì 1.12 è 1.16

ïîëó÷èì, ÷òî V ∈ Hl+2m, N
a (Ξ) è âûïîëíÿåòñÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà (1.77).

2. Ïîëîæèì Kps
j = Kj ∩ {r1(d

′
1)

6−p · 2s < r < r2(d
′
2)

6−p · 2s}, Kps
jt =

Kjt ∩ {r1(d
′
1)

6−p · 2s < r < r2(d
′
2)

6−p · 2s}, ãäå 0 < r1 < r2; s ≥ 1; j =
1, . . . , N ; p = 0, . . . , 6.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî W l(Kps
j ) =

Rj⊕
t=1

W l(Kps
jt ) ñ íîðìîé ‖vj‖Wl(Kps

j ) =

(
Rj∑
t=1

‖vjt‖2
W l(Ξps

jt )

)1/2

.
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Ëåììà 1.17. Ïóñòü s ≥ 1, θ ∈ Sn−3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî vj ∈
W2m(K0s

j ),

Qj(Dy, θ)vjt ∈ W l(K0s
jt ),

Cjσµ(Dy, θ)v = 0 (y ∈ γjσ ∩ K̄0s
j ), Tjqν(Dy, θ)v = 0 (y ∈ γjq ∩ K̄0s

j )

(j = 1, . . . , N, σ = 1, Rj + 1, µ = 1, . . . , m,
q = 2, . . . , Rj, ν = 1, . . . , 2m);

òîãäà v ∈ ∏
j

W l+2m(K3s
j ) è äëÿ âñåõ |λ| ≥ 1

∑
j

2sa‖vj‖Wl+2m(K6s
j ) ≤ c

∑
j

{
2sa

∑
t

‖Qj(Dy, θ)vjt‖W l(K3s
jt )+

+|λ|−12sa‖vj‖Wl+2m(K3s
j ) + |λ|l+2m−12s(a−l−2m)‖vj‖L2(K3s

j )

}
,

(1.78)

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò v, θ, λ è s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.16 è çàìåíÿÿ Ξp
j íà

Kps
j è Dz íà θ, ïîëó÷èì v ∈ ∏

j

W l+2m(K3s
j ). Òåïåðü, ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëü-

ñòâî ëåììû 3.3 [32, � 3] è çàìåíÿÿ â íåì W l(·) íà W l(·) è H l
a(·) íà Hl

a(·),
èç àïðèîðíîé îöåíêè (1.71) âûâîäèì îöåíêó (1.78).

Òåîðåìà 1.12. Ïóñòü v ∈ ∏
j

W2m
loc (K̄j \ {0}) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.54)�

(1.56), òàêîå, ÷òî v ∈ E0, N
a−l−2m(K) è f ∈ E l, N

a (K, γ); òîãäà v ∈
E l+2m, N

a (K) è

‖v‖El+2m, N
a (K) ≤ c

(‖f‖El, N
a (K, γ) + ‖v‖E0, N

a−l−2m(K)

)
, (1.79)

ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò v è θ ∈ Sn−3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 1.5, â êîòîðîì ñëåäóåò çàìåíèòü W l(·), H l

a(·), El
a(·) íà W l(·), Hl

a(·),
E l

a(·); ëåììû 1.5, 1.10, 1.11 íà ëåììû 1.13, 1.16, 1.17 ñîîòâåòñòâåííî; òåî-
ðåìó 1.4 íà òåîðåìó 1.11.

Èç òåîðåìû 1.10 è ëåììû 1.17 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñð. ñ
äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 3.1 [32, � 3], â êîòîðîé El

a(·) ñëåäóåò çàìåíèòü
íà E l

a(·)).
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Òåîðåìà 1.13. Ïóñòü ïðÿìàÿ Im λ = a + 1 − l − 2m íå ñîäåðæèò
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè M̃(λ); òîãäà äëÿ âñåõ ðåøåíèé
v ∈ E l+2m, N

a (K) íåëîêàëüíîé çàäà÷è òðàíñìèññèè (1.54)�(1.56) è âñåõ
θ ∈ Sn−3 èìååì

‖v‖El+2m, N
a (K) ≤ c

(‖f‖El, N
a (K, γ) +

∑
j

‖vj‖L2(Kj∩S′)
)
, (1.80)

ãäå S ′ = {y ∈ R2 : 0 < R′
1 < r < R′

2}; c > 0 íå çàâèñèò îò θ è v.
Åñëè ïðè íåêîòîðîì θ ∈ Sn−3 îöåíêà (1.80) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ

ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çàäà÷è òðàíñìèññèè (1.54)�(1.56), òî ïðÿìàÿ
Im λ = a + 1 − l − 2m íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�
ôóíêöèè M̃(λ).

Èç òåîðåìû 1.13 ñëåäóåò êîíå÷íîìåðíîñòü ÿäðà è çàìêíóòîñòü îáðàçà
îïåðàòîðà M(θ).

1.8 Àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé îäíîé âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è â Rn

1. Â � 1.9 áóäåò óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ÿäðàìè îïåðàòîðîâ M(θ) è
L(θ)∗ (L(θ)∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê L(θ)). Äëÿ èçó÷åíèÿ îïåðàòîðà
L(θ)∗ íàì ïîíàäîáèòñÿ óòâåðæäåíèå îá àïðèîðíûõ îöåíêàõ è ãëàäêî-
ñòè ðåøåíèé îäíîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå
â äàííîì ïàðàãðàôå.

Ïóñòü P(ξ′, −i d
dxn

) è Bν(ξ
′, −i d

dxn
) (ν = 1, . . . , J ; J ≥ 1) � äèôôå-

ðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïàðàìåòðîì
ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Rn−1, òàêèå, ÷òî ïîñëå çàìåíû −i d

dxn
íà ξn ïîëó÷à-

þòñÿ ïîëèíîìû ïîðÿäêîâ 2m è mν ≤ 2m−1 ñîîòâåòñòâåííî, îäíîðîäíûå
ïî ïåðåìåííîé (ξ′, ξn).

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 1.6. P(ξ′, ξn) 6= 0 äëÿ âñåõ (ξ′, ξn) 6= 0.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Lξ′ : W 2m(R) → L2(R) × CJ ,
äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

Lξ′u = (P(ξ′, −i
d

dxn

)u, B1(ξ
′, −i

d

dxn

)u|xn=0, . . . , BJ(ξ′, −i
d

dxn

)u|xn=0).



� 53 �

Ëåììà 1.18. Ïóñòü n ≥ 2; òîãäà äëÿ âñåõ ξ′ ∈ Rn−1, ξ′ 6= 0, îïåðàòîð
Lξ′ ôðåäãîëüìîâ, à åãî ÿäðî òðèâèàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó n ≥ 2, óñëîâèå 1.6 äàåò

k1(1 + |ξn|2)2m ≤ |P(ξ′, ξn)|2 ≤ k2(1 + |ξn|2)2m äëÿ ξ′ 6= 0. (1.81)

Çäåñü k1, k2 çàâèñÿò îò ξ′ è íå çàâèñÿò îò ξn. Óìíîæàÿ ïåðâîå èç íåðà-
âåíñòâ (1.81) íà |ũ(ξn)|2 (ũ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè u ïî ïåðå-
ìåííîé xn) è èíòåãðèðóÿ ïî R, ïîëó÷àåì

‖u‖W 2m(R) ≤ k3‖P(ξ′, −i
d

dxn

)u‖L2(R),

ãäå k3 > 0 çàâèñèò òîëüêî îò ξ′ è íå çàâèñèò îò u. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð Lξ′ èìååò òðèâèàëüíîå ÿäðî è çàìêíóòûé îáðàç.

Ïîêàæåì, ÷òî êîÿäðî îïåðàòîðà Lξ′ èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü. Èñ-
ïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è íåðàâåíñòâî (1.81), ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî äëÿ n ≥ 2, ξ′ 6= 0, îïåðàòîð P(ξ′, −i d

dxn
) îòîáðàæàåò W 2m(R) íà âñå

ïðîñòðàíñòâî L2(R). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð Lξ′ îòîáðàæàåò W 2m(R) íà
L2(R)×MJ , ãäå MJ çàìêíóòîå (ïîñêîëüêó îáðàç îïåðàòîðà Lξ′ çàìêíóò)
ïîäïðîñòðàíñòâî â CJ . Íî CJ � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî; çíà÷èò,
êîÿäðî îïåðàòîðà Lξ′ òàêæå êîíå÷íîìåðíî.

Ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð L∗ξ′ : L2(R) × CJ → W−2m(R) 4),
äåéñòâóþùèé íà ýëåìåíò Ψ = (ψ, d1, . . . , dJ) ∈ L2(R)× CJ ïî ôîðìóëå

< u, L∗ξ′Ψ >=< P(ξ′, −i
d

dxn

)u, ψ > +
J∑

ν=1

< Bν(ξ
′, −i

d

dxn

)u|xn=0, dν >

äëÿ âñåõ u ∈ W 2m(R). Çäåñü è äàëåå ñêîáêè < ·, · > îáîçíà÷àþò ïîëóòîðà-
ëèíåéíûå ôîðìû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàõ ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ëåììà 1.19. Ïóñòü n ≥ 2; òîãäà äëÿ âñåõ ξ′ ∈ Rn−1, ξ′ 6= 0, èìååì:
I) îïåðàòîð L∗ξ′ ôðåäãîëüìîâ, åãî îáðàç ñîâïàäàåò ñ W−2m(R);

II) äëÿ âñåõ Ψ = (ψ, d1, . . . , dJ) ∈ L2(R)× CJ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖ψ‖L2(R) ≤ cξ′
(‖L∗ξ′Ψ‖W−2m(R) +

J∑
ν=1

|dν |
)
, (1.82)

4)W−l(Rn), l > 0, n ≥ 1, åñòü ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê W l(Rn).
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ãäå cξ′ > 0 çàâèñèò îò ξ′ è íå çàâèñèò îò Ψ;
III) åñëè ξ′ ∈ K ⊂ Rn−1, ãäå K � êîìïàêò, òàêîé, ÷òî K ∩ {0} =

∅, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1.82) ñ êîíñòàíòîé c, íå çàâèñÿùåé
îò ξ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. I) ñëåäóåò èç ëåììû 1.18. Äîêàæåì II). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç ker L∗ξ′ ÿäðî îïåðàòîðà L∗ξ′ . Òàê êàê L∗ξ′ ôðåäãîëüìîâ, ker L∗ξ′ èìååò
êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü.

Ïîêàæåì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ker L∗ξ′ ìîæíî ââåñòè íîðìó

‖Ψ̂‖ker L∗
ξ′

=

(
J∑

ν=1

|d̂ν |2
)1/2

, Ψ̂ = (ψ̂, d̂1, . . . , d̂J) ∈ ker L∗ξ′ ⊂ L2(R)× CJ ,

êîòîðàÿ áóäåò ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé íîðìå â L2(R)×CJ . Èç âñåõ ñâîéñòâ
íîðìû íå î÷åâèäíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå: Ψ̂ = 0, åñëè ‖Ψ̂‖ker L∗

ξ′
= 0.

Ïðîâåðèì åãî. Ïóñòü ‖Ψ̂‖ker L∗
ξ′

= 0; òîãäà Ψ̂ = (ψ̂, 0, . . . , 0). Òàê êàê
Ψ̂ ∈ ker L∗ξ′ , èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L∗ξ′ ñëåäóåò, ÷òî

< P(ξ′, −i
d

dxn

)u, ψ̂ >= 0 (1.83)

äëÿ âñåõ u ∈ W 2m(R).

Êàê îòìå÷àëîñü â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.18, îïåðàòîð P(ξ′, −i d
dxn

)

îòîáðàæàåò W 2m(R) íà âñå L2(R), åñëè n ≥ 2, ξ′ 6= 0. Îòñþäà è èç (1.83)
âûòåêàåò, ÷òî ψ̂ = 0; ñëåäîâàòåëüíî, Ψ̂ = 0.

Òåïåðü ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì ‖ · ‖ker L∗
ξ′
è ‖ · ‖L2(R)×CJ ñëåäóåò èç êî-

íå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ker L∗ξ′ .
Îïåðàòîð L∗ξ′ çàìêíóò è èìååò çàìêíóòûé îáðàç; ïîýòîìó èç òåîðå-

ìû 2.3 [17, � 2] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà Ψ = (ψ, d1, . . . , dJ) ∈
L2(R)× CJ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò Φ ∈ L2(R)× CJ , òàêîé, ÷òî L∗ξ′Ψ = L∗ξ′Φ
è

‖Φ‖L2(R)×CJ ≤ k1‖L∗ξ′Ψ‖W−2m(R),

ãäå k1 > 0 çàâèñèò îò ξ′ è íå çàâèñèò îò Φ è Ψ. Íî Ψ = Φ + Ψ̂, ãäå
Ψ̂ = (ψ̂, d̂1, . . . , d̂J) ∈ ker L∗ξ′ ; ñëåäîâàòåëüíî,

‖Ψ‖L2(R)×CJ ≤ k1‖L∗ξ′Ψ‖W−2m(R) + ‖Ψ̂‖L2(R)×CJ .
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Ïî äîêàçàííîìó, íîðìû ‖ · ‖ker L∗
ξ′
è ‖ · ‖L2(R)×CJ ýêâèâàëåíòíû; ïîýòîìó

‖ψ‖L2(R) ≤ ‖Ψ‖L2(R)×CJ ≤ k1‖L∗ξ′Ψ‖W−2m(R) + k2

J∑
ν=1

|d̂ν | ≤

≤ k1‖L∗ξ′Ψ‖W−2m(R) + k2

J∑
ν=1

|dν |+ k2‖Φ‖L2(R)×CJ ≤

≤ k1‖L∗ξ′Ψ‖W−2m(R) + k2

J∑
ν=1

|dν |+ k1k2‖L∗ξ′Ψ‖W−2m(R) ≤

≤ cξ′(‖L∗ξ′Ψ‖W−2m(R) +
J∑

ν=1

|dν |),

ãäå cξ′ = max(k1 + k1k2, k2).
Äîêàæåì III). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî III) íåâåðíî; òîãäà ñóùåñòâóþò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {(ξ′)k} ⊂ K, {Ψk} = {(ψk, dk
1, . . . , dk

J)}, k = 1, 2, . . . ,
òàêèå, ÷òî ‖ψk‖L2(R) = 1,

‖L∗(ξ′)kΨk‖W−2m(R) +
J∑

ν=1

|dk
ν | → 0 ïðè k →∞. (1.84)

Âûáåðåì èç {(ξ′)k} ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (êîòîðóþ òàêæå îáîçíà÷èì
÷åðåç {(ξ′)k}), ñõîäÿùóþñÿ ê (ξ′)0 ∈ K. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, (ξ′)0 6= 0;
ñëåäîâàòåëüíî, ïî äîêàçàííîìó, îöåíêà (1.82) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ξ′ = (ξ′)0.

Çàìåòèì, ÷òî
‖L∗(ξ′)0Ψk‖W−2m(R) ≤ ‖L∗

(ξ′)kΨk‖W−2m(R)+

+‖L∗
(ξ′)k − L∗(ξ′)0‖L2(R)×CJ→W−2m(R) · ‖Ψk‖L2(R)×CJ .

Èç (1.84) ñëåäóåò, ÷òî ‖L∗
(ξ′)kΨk‖W−2m(R) → 0. Äàëåå, ‖L∗

(ξ′)k −
L∗(ξ′)0‖L2(R)×CJ→W−2m(R) → 0, òàê êàê Lξ′ çàâèñèò îò ξ′ ïîëèíîìèàëüíî.
Íàêîíåö, íîðìà ‖Ψk‖L2(R)×CJ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, íå çà-
âèñÿùåé îò k (ýòî âûòåêàåò èç (1.84) è ñîîòíîøåíèÿ ‖ψk‖L2(R) = 1). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ‖L∗(ξ′)0Ψk‖W−2m(R) → 0 ïðè k →∞. Îòñþäà è èç (1.84) ïîëó-
÷èì

‖L∗(ξ′)0Ψk‖W−2m(R) +
J∑

ν=1

|dk
ν | → 0 ïðè k →∞. (1.85)

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ îöåíêó (1.82) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ψk} è ξ′ = (ξ′)0,
èç (1.85) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

‖ψk‖L2(R) → 0 ïðè k →∞.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì ‖ψk‖L2(R) = 1.
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2. Çàïèøåì òî÷êó x ∈ Rn (n ≥ 2) â âèäå x = (x′, xn), ãäå x′ =
(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1, xn ∈ R. Àíàëîãè÷íî, çàïèøåì òî÷êó ξ ∈ Rn â
âèäå ξ = (ξ′, ξn), ãäå ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Rn−1, ξn ∈ R.

Ïóñòü P(D) = P(Dx′ , Dxn), Bν(D) = Bν(Dx′ , Dxn) (ν = 1, . . . , J ; J ≥
1) � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
òàêèå, ÷òî ïîñëå çàìåíû D = (Dx′ , Dxn) íà ξ = (ξ′, ξn) ïîëó÷àþòñÿ
ïîëèíîìû P(ξ) = P(ξ′, ξn), Bν(ξ) = Bν(ξ

′, ξn) ïîðÿäêîâ 2m è mν ≤
2m − 1 ñîîòâåòñòâåííî, îäíîðîäíûå ïî ïåðåìåííîé ξ = (ξ′, ξn). Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëèíîìû P(ξ) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1.6.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

L : W 2m(Rn) → L2(Rn)×
J∏

ν=1

W 2m−mν−1/2(Rn−1),

äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

LU = (P(D)U , B1(D)U|xn=0, . . . , BJ(D)U|xn=0).

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðó L, íåñêîëüêî èñêóñ-
ñòâåííàÿ. Îíà íå ÿâëÿåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó ðåøåíèå U ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn. Â òî æå âðåìÿ îíà íå ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷åé òðàíñìèññèè, òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåä �íåïðåðûâíîé� ôóíê-
öèè íà ãèïåðïëîñêîñòè {xn = 0}, à íå ñêà÷êè �ðàçðûâíîé� ôóíêöèè è åå
ïðîèçâîäíûõ íà {xn = 0}. Áîëåå òîãî, îïåðàòîðû Bν(D), ν = 1, . . . , J ,
íå íàêðûâàþò îïåðàòîð P(D) íà ãèïåðïëîñêîñòè {xn = 0}. Òåì íå ìåíåå,
èìåííî òàêàÿ çàäà÷à íóæíà íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àïðèîðíûõ îöåíîê
ðåøåíèé ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ (� 1.9). Ýòî ñâÿçàíî ñî ñïåöèôèêîé èñïîëü-
çóåìîãî ìåòîäà, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òàê íàçûâàåìîì �îòäåëåíèè
íåëîêàëüíîñòè�.

Ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð L∗ : L2(Rn) ×
J∏

ν=1

W−2m+mν+1/2(Rn−1) → W−2m(Rn). Îïåðàòîð L∗ äåéñòâóåò íà

ôóíêöèþ F = (f0, g1, . . . , gJ) ∈ L2(Rn) ×
J∏

ν=1

W−2m+mν+1/2(Rn−1) ïî
ôîðìóëå

< U , L∗F >=< P(D)U , f0 > +
J∑

ν=1

< Bν(D)U|xn=0, gν >

äëÿ âñåõ U ∈ W 2m(Rn).
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Îáîçíà÷èì Rn
+ = {x ∈ Rn : xn > 0}, Rn

− = {x ∈ Rn : xn < 0}. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîñòðàíñòâîW l(Rn) = W l(Rn

+)⊕W l(Rn
−) ñ íîðìîé ‖U‖Wl(Rn) =(

‖U+‖2
W l(Rn

+)
+ ‖U−‖2

W l(Rn
−)

)1/2

.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ïàðàãðàôà ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäó-
þùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 1.14. Ïóñòü

F = (f0, g1, . . . , gJ) ∈ L2(Rn)×
J∏

ν=1

W−2m+l+mν+1/2(Rn−1),

L∗F ∈
{

W−2m+l(Rn), åñëè l < 2m,
W−2m+l(Rn), åñëè l ≥ 2m;

òîãäà f0 ∈ W l(Rn) è

‖f0‖Wl(Rn) ≤ cl

(‖L∗F‖−2m+l + ‖f0‖W−1(Rn) +
J∑

ν=1

‖gν‖W−2m+l+mν+1/2(Rn−1)

)
,

(1.86)
ãäå ‖ · ‖−2m+l =

{ ‖ · ‖W−2m+l(Rn), åñëè l < 2m,
‖ · ‖W−2m+l(Rn), åñëè l ≥ 2m,

cl > 0 çàâèñèò îò l ≥ 0

è íå çàâèñèò îò F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l = 0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ôóíêöèé f0, gν è L∗F ïî ïåðåìåííîé x′, âûâîäèì îöåíêó (1.86) èç ëåì-
ìû 1.19 (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îöåíêà (4.27) [19, ãë. 2, � 4.4] âûâîäèòñÿ
èç (4.18) [19, ãë. 2, � 4.2], ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1 [19, ãë. 2, � 4.4]).

Åñëè l ≥ 1, òî âêëþ÷åíèå f0 ∈ W l(Rn) è îöåíêà (1.86) äîêàçûâàþòñÿ
ïðè ïîìîùè (1.86) äëÿ l = 0, ìåòîäà êîíå÷íî�ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé è
óñëîâèÿ 1.6 (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îöåíêà (4.40) [19, ãë. 2, � 4.5] âûâîäèòñÿ
èç (4.40′) [19, ãë. 2, � 4.5], ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3 [19, ãë. 2,
� 4.5]).
Çàìå÷àíèå 1.5. Â îòëè÷èå îò ìîäåëüíûõ çàäà÷ â Rn (ñì. [19, ãë. 2, � 3]),
â íàøåì ñëó÷àå îïåðàòîð L∗ ñîäåðæèò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íîñèòåëåì íà ãè-
ïåðïëîñêîñòè {xn = 0}. Èìåííî ïîýòîìó ãëàäêîñòü ôóíêöèè f0 ìîæåò
íàðóøàòüñÿ íà ãèïåðïëîñêîñòè {xn = 0}, äàæå åñëè L∗F � áåñêîíå÷íî
ãëàäêàÿ â Rn ôóíêöèÿ. Áîëåå òîãî, òåîðåìà 1.14 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ
ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè ôóíêöèè f0 â Rn

+ è Rn
− íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü

äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè íå òîëüêî îò ôóíêöèè L∗F , íî è îò ðàñïðå-
äåëåíèé gν .
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1.9 Ñîïðÿæåííûå íåëîêàëüíûå çàäà÷è
1. Â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ îïåðàòîðû, ñîïðÿæåííûå ñ îïåðàòîðà-
ìè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì θ ∈ Sn−3; óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñâÿçü ìåæäó ÿäðàìè îïåðàòîðîâM(θ) è L(θ)∗ (L(θ)∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿ-
æåííûé ê L(θ)).

Ïóñòü L(θ) = {Pj(Dy, θ), Bjσµ(Dy, θ)} : E2m, N
a (K) → E0, N

a (K, γ) �
îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å (1.6), (1.7). Ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð L(θ)∗ : E0, N

a (K, γ)∗ → E2m, N
a (K)∗, ãäå

E0, N
a (K, γ)∗ =

N∏
j=1

{
E0
−a(Kj)×

∏
σ=1, Rj+1

m∏
µ=1

E2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)∗

}
,

E2m, N
a (K)∗ =

N∏
j=1

E2m
a (Kj)

∗.

Îïåðàòîð L(θ)∗ äåéñòâóåò íà f = {fj, gjσµ} ∈ E0, N
a (K, γ)∗ ïî ôîðìóëå

< u, L(θ)∗f >=
∑
j

{
< Pj(Dy, θ)uj, fj >Kj

+

+
∑
σ,µ

< Bjσµ(Dy, θ)u, gjσµ >γjσ

}

äëÿ âñåõ u ∈ E2m, N
a (K).

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî W l(Kj) =
Rj⊕
t=1

W l(Kjt) ñ íîðìîé ‖vj‖Wl(Kj) =

(
Rj∑
t=1

‖vjt‖2
W l(Kjt)

)1/2

. Äàëåå (ñì. òåîðåìó 1.15) ìû óâèäèì, ÷òî åñëè j-ÿ

êîìïîíåíòà ôóíêöèè L(θ)∗f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â Kj (j = 1, . . . , N), òî
fj áóäåò ãëàäêîé â Kjt è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò èìåòü ðàçðûâû íà ëó-
÷àõ γjq (q = 2, . . . , Rj). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì íåëîêàëüíûõ ÷ëåíîâ
â îïåðàòîðàõ L(θ) è, ñëåäîâàòåëüíî, L(θ)∗; ïðè ýòîì íîñèòåëè óêàçàííûõ
íåëîêàëüíûõ ÷ëåíîâ ñîäåðæàòñÿ â γjq. Ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè ãëàäêîñòè
ôóíêöèè f åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà W l(·) (à íå W l(·)).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ψp ∈ C∞
0 (R1), òàêèå, ÷òî

ψp(r) = 1 äëÿ r1d
3−p
1 < r < r2d

3−p
2 ,

ψp(r) = 0 äëÿ r < 2
3r1d

3−p
1 è r > 3

2r2d
3−p
2 ,

ãäå 0 < r1 < r2; p = 0, . . . , 3. Ïîëîæèì γ̂jq = {y : ω = bjq èëè ω = bjq +π}
(j = 1, . . . , N ; q = 1, . . . , Rj + 1). Î÷åâèäíî, γjq ⊂ γ̂jq.
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Òåîðåìà 1.15. Ïóñòü f = {fj, gjσµ} ∈ E0, N
a (K, γ)∗, L(θ)∗f ∈

E2m, N
a (K)∗,

ψ0L(θ)∗f ∈




∏
j

W−2m+l
K̄j

(Rn), 5) åñëè l < 2m,
∏
j

W−2m+l(Kj), åñëè l ≥ 2m;

òîãäà ψ3f ∈
∏
j

{W l(Kj)×
∏
σ,µ

W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ)
}
è

‖ψ3f‖Q
j
{Wl(Kj)×

Q
σ,µ

W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ)} ≤
cl

(‖ψ0L(θ)∗f‖−2m+l + ‖ψ0f‖Q
j

{
W−1

K̄j
(Rn)×Q

σ,µ
W−2m−1+mjσµ+1/2(γ̂jσ)

})
,

(1.87)

ãäå

‖ · ‖−2m+l =




‖ · ‖Q

j
W−2m+l

K̄j
(Rn), åñëè l < 2m,

‖ · ‖Q
j
W−2m+l(Kj), åñëè l ≥ 2m,

cl > 0 çàâèñèò îò l ≥ 0 è íå çàâèñèò îò f.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð

LG(θ)∗ :
N∏

j=1

{
E0
−a(Kj)×

∏
σ=1, Rj+1

m∏
µ=1

E
2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)∗×

×
N∏

k=1

Rk∏
q=2

Sjσkq∏
s=1

E
2m−mjσµ−1/2
a (γkq)

∗)} → E2m, N
a (K)∗,

äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèþ f ′ = {fj, gjσµ, g′jσµkqs} ∈ ∏
j

{
E0
−a(Kj) ×

∏
σ,µ

E
2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)∗ × ∏

k,q,s

E
2m−mjσµ−1/2
a (γkq)

∗)} ïî ôîðìóëå

< u, LG(θ)∗f ′ >=
∑
j

{
< Pj(Dy, θ)uj, fj >Kj

+

+
∑
σ,µ

(
< Bjσµ(Dy, θ)uj|γjσ

, gjσµ >γjσ
+

∑
k,q,s

< Bjσµkqs(Dy, θ)uk|γkq
, g′jσµkqs >γkq

)}
äëÿ âñåõ u ∈ E2m, N

a (K).

5)W−l
K̄j

(Rn) (l > 0) åñòü ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê W l(Kj). Ïðîñòðàíñòâî
W−l

K̄j
(Rn) ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà W−l(Rn),

ñîñòîÿùèì èç ðàñïðåäåëåíèé ñ íîñèòåëÿìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â K̄j (ñì. çàìå÷à-
íèå 12.4 [19, ãë. 1, � 12.6]).
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Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð LG(θ)∗ ÿâëÿåòñÿ �ëîêàëüíûì�, ïîñêîëüêó ôóíê-
öèè gjσµ ∈ E

2m−mjσµ−1/2
a (γjσ) è g′jσµkqs ∈ E

2m−mjσµ−1/2
a (γkq)

∗ ìåæäó ñîáîé
íèêàê íå ñâÿçàíû.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó îïåðàòîðàìè L(θ)∗ è LG(θ)∗. Äëÿ êàæäî-
ãî gjσµ ∈ E

2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)∗ è ψp ââåäåì ðàñïðåäåëåíèÿ gGjσµkqs ∈

E
2m−mjσµ−1/2
a (γkq)

∗ è ψpg
G
jσµkqs ∈ W−2m+mjσµ+1/2(γ̂kq), äåéñòâóþùèå ïî

ôîðìóëàì

< uγkq
, gGjσµkqs >γkq

=< uγkq
(Gjσkqs·), gjσµ >γjσ

äëÿ âñåõ uγkq
∈ E

2m−mjσµ−1/2
a (γkq)

è
< wγkq

, ψpg
G
jσµkqs >γ̂kq

=< (ψpwγkq
)(Gjσkqs·), gjσµ >γjσ

äëÿ âñåõ wγkq
∈ W 2m−mjσµ−1/2(γ̂kq).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ψpg
G
jσµkqs ∈ W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂kq) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψp(Gjσkqs·)gjσµ ∈ W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ); áîëåå òîãî,
ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû k1, k2 > 0 (çàâèñÿùèå îò l), òàêèå, ÷òî

k1‖ψp(Gjσkqs·)gjσµ‖W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ)
≤ ‖ψpg

G
jσµkqs‖W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂kq)

≤
≤ k2‖ψp(Gjσkqs·)gjσµ‖W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ)

.

(1.88)
Ïîëîæèì fG = {fj, gjσµ, gGjσµkqs}. Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ L(θ)∗

è LG(θ)∗ ñëåäóåò, ÷òî
LG(θ)∗fG = L(θ)∗f. (1.89)

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàâ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ fG �ëîêàëüíîãî� óðàâíå-
íèÿ

LG(θ)∗fG = Ψ,

ãäå ψ0Ψ ∈




∏
j

W−2m+l
K̄j

(Rn), åñëè l < 2m,
∏
j

W−2m+l(Kj), åñëè l ≥ 2m,
ìû òåì ñàìûì èññëåäóåì

ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ f íåëîêàëüíîãî óðàâíåíèÿ

L(θ)∗f = Ψ

ñ òîé æå ïðàâîé ÷àñòüþ Ψ. Ïðè ýòîì, áëàãîäàðÿ �ëîêàëüíîñòè� îïåðàòîðà
LG(θ)∗, èññëåäóÿ ðåøåíèÿ fG ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ, ìû ìîæåì
ïðèìåíèòü ìåòîä ñðåçàþùèõ ôóíêöèé (ìåòîä ðàçáèåíèÿ åäèíèöû).
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Îáîçíà÷èì Zf = {Zjfj, Zjgjσµ}, ZfG = {Zjfj, Zjgjσµ, Zkg
G
jσµkqs},

ãäå Z = (Z1, . . . , ZN), Zj = Zj(ω) � ïðîèçâîëüíûå áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûå íà [bj1, bj,Rj+1] ôóíêöèè. (Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå
ZfG = {Zjfj, Zjgjσµ, Zkg

G
jσµkqs} ðàñïðåäåëåíèå gGjσµkqs óìíîæàåòñÿ íà Zk,

à íå íà Zj. Äàëåå ýòî áóäåò ïðèíöèïèàëüíî.)
2) Äëÿ ëþáûõ g ∈ E

l−1/2
a (γjq)

∗ è ψp áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ψg ⊗ δγjq

ðàñïðåäåëåíèå èç ïðîñòðàíñòâà W−l
K̄j

(Rn), äåéñòâóþùåå ïî ôîðìóëå

< uj, ψg ⊗ δγjq
>Kj

=< ψuj|γjq
, g >γjq

äëÿ âñåõ uj ∈ W l(Kj),

j = 1, . . . , N ; q = 1, . . . , Rj + 1.
Ïóñòü ζjq � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå (1.17). Ðàññìîòðèì

òàêæå ôóíêöèè

ζ̂jq ∈ C∞(R), ζ̂jq(ω) = 1 äëÿ |bjq−ω| < 3ε/2, ζ̂jq(ω) = 0 äëÿ |bjq−ω| > 2ε;
(1.90)

ζ̄jq ∈ C∞(R), ζ̄jq(ω) = 1 äëÿ |bjq − ω| < ε/8, ζ̄jq(ω) = 0 äëÿ |bjq − ω| > ε/4
(1.91)

(j = 1, . . . , N ; q = 1, . . . , Rj + 1), ãäå ε îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.16).
Ðàññìîòðèì N -ìåðíóþ âåêòîð�ôóíêöèþ

Zj′σ′ = (0, . . . , ζj′σ′ , . . . , 0).

Çäåñü �íóëè� ñòîÿò âñþäó, êðîìå j′-é ïîçèöèè, j′ = 1, . . . , N ; σ′ = 1, Rj′+

1. Åñëè j 6= j′, òî Zj′σ′
j = 0. Åñëè j = j′, òî, êàê ëåãêî âèäåòü, íîñèòåëü

ôóíêöèè Zj′σ′
j′ = ζj′σ′ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ γj′q, à íîñèòåëü ôóíêöèè gGjσµj′qs

ñîäåðæèòñÿ â γj′q (q = 2, . . . , Rj′). Ñëåäîâàòåëüíî, ζj′σ′g
G
jσµj′qs = 0. Òàêèì

îáðàçîì, èìååì

LG(θ)∗(ψpZ
j′σ′fG) = (0, . . . , Qj′(Dy, θ)(ψpζj′σ′fj′)+

+
m∑

µ=1

B∗
j′σ′µ(Dy, θ)(ψpζj′σ′gj′σ′µ ⊗ δγj′σ′ ), . . . , 0)

(p = 0, . . . , 3). Çäåñü Qj′(Dy, θ) è B∗
j′σ′µ(Dy, θ) ôîðìàëüíî ñîïðÿæåíû

ê Pj′(Dy, θ) è Bj′σ′µ(Dy, θ) ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð

Qj′(Dy, θ)(ψpζj′σ′fj′) +
m∑

µ=1

B∗
j′σ′µ(Dy, θ)(ψpζj′σ′gj′σ′µ ⊗ δγj′σ′ )
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ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ îïåðàòîðîì, ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó

{Pj′(Dy, θ)uj′ , Bj′σ′µ(Dy, θ)uj′|γ̂j′σ′}m
µ=1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.3 [19, ãë. 2, � 4.5] 6).
Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (1.89) è ôîðìóëû Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì

ψ1Z
j′σ′fG ∈ ∏

j

{
W l(Kj)×

∏
σ,µ

(
W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ)×

× ∏
k,q,s

W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂kq)
)}

è
‖ψ1Z

j′σ′fG‖Q
j

{
W l(Kj)×

Q
σ,µ

(
W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ)× Q

k,q,s
W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂kq)

)} ≤

≤ k3

(‖ψ0L(θ)∗f‖−2m+l + ‖ψ0ζ̂j′σ′fj′‖W−1
K̄j′

(Rn)+

+
m∑

µ=1

‖ψ0gj′σ′µ‖W
−2m−1+mj′σ′µ+1/2

(γ̂j′σ′ )

)
.

(1.92)
Èç (1.92) è (1.88), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ψ2g

G
j′σ′µkqs ∈

W−2m+l+mj′σ′µ+1/2(γ̂kq) è

‖ψ2g
G
j′σ′µkqs‖W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂kq)

≤ k4

(‖ψ0L(θ)∗f‖−2m+l+

+‖ψ0ζ̂j′σ′fj′‖W−1
K̄j′

(Rn) +
m∑

µ=1

‖ψ0gj′σ′µ‖W
−2m−1+mj′σ′µ+1/2

(γ̂j′σ′ )

)
.

(1.93)

3) Ïîëîæèì Zk′q′ = (0, . . . , ζk′q′ , . . . , 0). Çäåñü �íóëè� ñòîÿò âñþäó,
êðîìå k′-é ïîçèöèè, k′ = 1, . . . , N ; q′ = 2, . . . , Rk′ . Åñëè k 6= k′, òî
Zk′q′

k = 0. Åñëè k = k′, òî, êàê ëåãêî âèäåòü, íîñèòåëü ôóíêöèè Zk′q′
k′ =

ζk′q′ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íîñèòåëÿìè ôóíêöèé gk′σµ è gGjσµk′qs äëÿ q 6= q′.
Ñëåäîâàòåëüíî, ζk′q′gk′σµ = 0 è ζk′q′g

G
jσµk′qs = 0 äëÿ q 6= q′. Òàêèì îáðàçîì,

èìååì
LG(θ)∗(ψpZ

k′q′fG) = (0, . . . , Qk′(Dy, θ)(ψpζk′q′fk′)+
+

∑
j,σ,µ,s

B∗
jσµk′q′s(Dy, θ)(ψpζk′q′g

G
jσµk′q′s ⊗ δγk′q′ ), . . . , 0)

(p = 0, . . . , 3), ãäå B∗
jσµk′q′s(Dy, θ) ôîðìàëüíî ñîïðÿæåí ê Bjσµk′q′s(Dy, θ).

6)Â òåîðåìå 4.3 [19, ãë. 2, � 4.5] ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû ñ ïåðåìåííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, à íà íîñèòåëè ôóíêöèé íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ. Îäíàêî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ ýòè
îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü îïóùåíû.
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Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð

Qk′(Dy, θ)(ψpζk′q′fk′) +
∑

j,σ,µ,s

B∗
jσµk′q′s(Dy, θ)(ψpζk′q′g

G
jσµk′q′s ⊗ δγk′q′ )

ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ îïåðàòîðîì, ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó çà-
äà÷è

Pk′(Dy, θ)uk′ = f̂k′(y) (y ∈ R2),
Bjσµk′q′s(Dy, θ)uk′|γ̂k′q′ = ĝjσµs(y) (y ∈ γ̂k′q′)

(j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m; s = 1, . . . , Sjσk′q′).

Äàííàÿ çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è, èçó÷åííîé â � 1.8, ëèøü ìëàäøèìè
÷ëåíàìè.

Â 1) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ψ2g
G
jσµk′q′s ∈ W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂k′q′); ñëåäîâà-

òåëüíî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.14. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (1.89)
è ôîðìóëû Ëåéáíèöà ïîëó÷èì

ψ3Z
k′q′fG ∈ ∏

j

{W l(Kj)×
∏
σ,µ

(
W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ)×

× ∏
k,q,s

W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂kq)
)}

è

‖ψ3Z
k′q′fG‖Q

j

{
Wl(Kj)×

Q
σ,µ

(
W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ)× Q

k,q,s
W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂kq)

)} ≤

≤ k5

(‖ψ2L(θ)∗f‖−2m+l + ‖ψ2ζ̂k′q′fk′‖W−1
K̄k′

(Rn)+

+
∑

j,σ,µ,s

‖ψ2g
G
jσµk′q′s‖W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂k′q′ )

)
.

(1.94)
Îòìåòèì, ÷òî èìåííî çäåñü ïîÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî W l(Kj). Êàê áû-
ëî ñêàçàíî âûøå, ýòî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì íåëîêàëüíûõ ÷ëåíîâ gGjσµk′q′s,
íîñèòåëè êîòîðûõ ëåæàò íà ëó÷àõ γk′q′ (q′ = 2, . . . , Rk′).

Èç íåðàâåíñòâ (1.94) è (1.93) ïîëó÷àåì

‖ψ3Z
k′q′fG‖Q

j

{
Wl(Kj)×

Q
σ,µ

(
W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ)× Q

k,q,s
W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂kq)

)} ≤

≤ k6

(‖ψ0L(θ)∗f‖−2m+l +
N∑

j=1

∑
σ=1, Rj+1

{‖ψ0ζ̂jσfj‖W−1
K̄j

(Rn)+

+
m∑

µ=1

‖ψ0gjσµ‖W−2m−1+mjσµ+1/2(γ̂jσ)
}).

(1.95)
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4) Íàêîíåö, ïîëîæèì ζi0 = 1−
Ri+1∑
q=1

ζiq, Zi0 = (0, . . . , ζi0, . . . , 0). Çäåñü
�íóëè� ñòîÿò âñþäó, êðîìå i-é ïîçèöèè, i = 1, . . . , N.

Ïîñêîëüêó íîñèòåëü ôóíêöèè ζi0 íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ γiq (q = 1, . . . , Ri+
1), èìååì

LG(θ)∗(ψpZ
i0fG) = (0, . . . , Qi(Dy, θ)(ψpζi0fi), . . . , 0)

(p = 0, . . . , 3).
Îïåðàòîð Qi(Dy, θ)(ψpζj′σ′fj′) ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ îïåðàòî-

ðîì, ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó çàäà÷è

Pi(Dy, θ)ui = f̂i(x) (y ∈ R2).

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.1 [19, ãë. 2, � 3.2], èç (1.89) è ôîðìóëû
Ëåéáíèöà ïîëó÷èì

ψ1Z
i0fG ∈ ∏

j

{
W l(Kj)×

∏
σ,µ

(
W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ)×

× ∏
k,q,s

W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂kq)
)}

è
‖ψ1Z

i0fG‖Q
j

{
W l(Kj)×

Q
σ,µ

(
W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂jσ)× Q

k,q,s
W−2m+l+mjσµ+1/2(γ̂kq)

)} ≤

≤ k7

(‖ψ0L(θ)∗f‖−2m+l + ‖ψ0ζ̄i0fi‖W−1
K̄i

(Rn)

)
,

(1.96)
ãäå ζi0 = 1−

Ri+1∑
q=1

ζ̄iq.

Òåïåðü àïðèîðíàÿ îöåíêà (1.87) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ (1.92), (1.95) è
(1.96).

2. Óñòàíîâèì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó ÿäðàìè îïåðàòîðîâ L(θ)∗ è M(θ).

Ëåììà 1.20. ßäðî kerL(θ)∗ îïåðàòîðà L(θ)∗ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
{vj, Fjσµ(Dy, θ)v|γjσ

}, ãäå vj ∈ E2m
−a+2m(Kj), vjt ∈ C∞(K̄jt \ {0}) (j =

1, . . . , N ; t = 1, . . . , Rj), è v åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1.54)�(1.56) ïðè
{fj, gjσµ, hjqν} = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíòû (Dy, θ)
â çàïèñè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ; òàê, áóäåì ïèñàòü Pj, âìåñòî
Pj(Dy, θ) è ò. ä.
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Ïóñòü vj ∈ E2m
−a+2m(Kj), vjt ∈ C∞(K̄jt \ {0}) è v åñòü ðåøåíèå çà-

äà÷è (1.54)�(1.56) ïðè {fj, gjσµ, hjqν} = 0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé
uj ∈ C∞

0 (K̄j \ {0}), â ñèëó òåîðåìû 1.7, èìååì
∑
j

{∑
t

(Pjuj, vjt)Kjt
+

∑
σ,µ

(Bjσµu, Fjσµvj|γjσ
)γjσ

= 0. (1.97)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð âëîæåíèÿ E2m
−a+2m(Kj) â E0

−a(Kj) îãðàíè÷åí, èìå-
åì vj ∈ E0

−a(Kj). Êðîìå òîãî, îïåðàòîð Fjσµ(Dy, θ) èìååò ïîðÿäîê
2m− 1−mjσµ; ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è
òåîðåìû 1.2, äëÿ âñåõ uγjσ

∈ E
2m−mjσµ−1/2
a (γjσ) âûïîëíÿåòñÿ

|(uγjσ
, Fjσµvj|γjσ

)γjσ
|2 ≤ ∫

γjσ

r2(a−(2m−mjσµ−1/2))|uγjσ
|2 dγ×

× ∫
γjσ

r2(−a+2m−(mjσµ+1/2))|Fjσµvj|γjσ
|2 dγ ≤

≤ k1‖uγjσ
‖2

E
2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)

· ‖Fjσµvj|γjσ
‖2

E
mjσµ+1/2

−a+2m (γjσ)

Çíà÷èò, Fjσµvj|γjσ
∈ E

2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)∗.

Òàêèì îáðàçîì, {vj, Fjσµ(Dy, θ)v|γjσ
} ∈ ∏

j

{
E0
−a(Kj) ×

∏
σ,µ

E
2m−mjσµ−1/2
a (γjσ)∗

}
, è èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L(θ)∗ è ðàâåí-

ñòâà (1.97) ïîëó÷àåì

< u, L(θ)∗{vj, Fjσµ(Dy, θ)v|γjσ
} >= 0 äëÿ âñåõ u ∈

∏
j

C∞
0 (K̄j \ {0}).

Íî
∏
j

C∞
0 (K̄j \ {0}) âñþäó ïëîòíî â E2m, N

a (K); ñëåäîâàòåëüíî,

{vj, Fjσµ(Dy, θ)v|γjσ
} ∈ kerL(θ)∗.

2) Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî {vj, ψjσµ} ∈ kerL(θ)∗. Èç òåîðåìû 1.15
ñëåäóåò, ÷òî vjt ∈ C∞(K̄jt\{0}), ψjσµ ∈ C∞(γjσ). Ïîýòîìó èç îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà L(θ)∗ ïîëó÷èì

∑
j

{
(Pjuj, vj)Kj

= −
∑
j,σ,µ

(Bjσµu, ψjσµ)γjσ
äëÿ âñåõ uj ∈ C∞

0 (K̄j \ {0}).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è ôîðìóëû Ãðèíà (1.44) âûòåêàåò
∑
j

{∑
σ,µ

(Bjσµu, Fjσµvj|γjσ
− ψjσµ)γjσ

+
∑
q,µ

(Bjqµuj|γjq
, Tjqµv)γjq

}
=

=
∑
j

{∑
t

(uj, Qjvjt)Kjt
+

∑
σ,µ

(B′
jσµuj|γjσ

, Cjσµvj|γjσ
)γjσ

+

+
∑
q,µ

(B′
jqµuj|γjq

, Tjq,m+µv)γjq

}
.

(1.98)
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Ïîëàãàÿ supp uj ∈ C∞
0 (Kjt), èç (1.98) ïîëó÷àåì Qjvjt = 0, j = 1, . . . , N ;

t = 1, . . . , Rj.
Ïî òåîðåìå 1.7, ñèñòåìà {Bjσµ, B′

jσµ}m
µ=1 åñòü ñèñòåìà Äèðèõëå íà γjσ

(j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1) ïîðÿäêà 2m. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ñèñòåìû
ôóíêöèé {Θjσν}2m

ν=1 ⊂ C∞
0 (γjσ) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè uj ∈ C∞

0 (K̄j \ {0}),
òàêèå, ÷òî

Bjσµuj|γjσ
= Θjσµ, B′

jσµuj|γjσ
= Θjσ,µ+m, µ = 1, . . . , m,

uj = 0 â îêðåñòíîñòè γjq (j = 1, . . . , N ; q = 2, . . . , Rj)

(ñì. ëåììó 2.2 [19, ãë. 2, � 2.3]). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,
÷òî Qjvjt = 0, èç (1.98) ïîëó÷àåì Fjσµvj|γjσ

− ψjσµ = 0 è Cjσµvj|γjσ
= 0.

Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó {Bjqµ, B′
jqµ}m

µ=1 åñòü ñèñòåìà Äèðèõëå íà γjq

(j = 1, . . . , N ; q = 2, . . . , Rj) ïîðÿäêà 2m, ïîëó÷àåì, ÷òî Tjqνv = 0.
Èòàê, èìååì: ïî ïðåäïîëîæåíèþ vj ∈ E0

−a(Kj); ìû ïîêàçàëè, ÷òî vjt ∈
C∞(K̄jt \ {0}); ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.11, vj ∈ E2m

−a+2m(Kj).

1.10 Ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ
çàäà÷. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ
çàäà÷. Â ï. 1 óñòàíàâëèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ôðåä-
ãîëüìîâîé ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì θ
â ïëîñêèõ óãëàõ. Â ï. 2 èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ
çàäà÷ â äâóãðàííûõ óãëàõ.

Òåîðåìà 1.16. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ Im λ = a + 1 − l − 2m íå
ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ); òîãäà îïåðàòîð

L(θ) = {Pj(Dy, θ), Bjσµ(Dy, θ)} : El+2m, N
a (K) → El, N

a (K, γ)

ôðåäãîëüìîâ äëÿ âñåõ θ ∈ Sn−3.
Åñëè ïðè íåêîòîðîì θ ∈ Sn−3 îïåðàòîð L(θ) ôðåäãîëüìîâ, òî ïðÿìàÿ

Im λ = a+1−l−2m íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè
L̃(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðÿìàÿ Im λ = a + 1− l − 2m íå ñîäåðæèò ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ); òîãäà, ïî òåîðåìå 1.6, îïåðàòîð
L(θ) èìååò êîíå÷íîìåðíîå ÿäðî è çàìêíóòûé îáðàç.
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Äîêàæåì, ÷òî êîÿäðî îïåðàòîðà L(θ) òàêæå êîíå÷íîìåðíî. Âíà÷à-
ëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé l = 0. Ïî òåîðåìàì 1.8 è 1.14, îïåðàòîðû L̃(λ) è
M̃(λ) ôðåäãîëüìîâû è èìåþò íóëåâîé èíäåêñ. Îòñþäà, èç ôîðìóëû Ãðè-
íà (1.45) è çàìå÷àíèÿ 1.3 ñëåäóåò, ÷òî λ0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì
L̃(λ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ′0 = λ̄0 − 2i(m− 1) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì ÷èñëîì M̃(λ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ Im λ = (−a + 2m) + 1 − 2m
íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè M̃(λ). Îòñþäà è èç
òåîðåìû 1.13 âûòåêàåò, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà M(θ) êîíå÷íîìåðíî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1.20, èìååì dim kerL(θ)∗ = dim kerM(θ) < ∞.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé l ≥ 1. Ïóñòü f ∈ El, N
a (K, γ). Ïî äîêàçàííîìó, äëÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè u ∈ E2m, N
a−l (K), òàêîé, ÷òî L(θ)u = f , íåîáõîäè-

ìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (f, Ψi)E0, N
a−l (K, γ) = 0 äëÿ íåêî-

òîðûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé Ψi ∈ E0, N
a−l (K, γ) (i = 1, . . . , J).

Çäåñü (·, ·)E0, N
a−l (K, γ) åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå E0, N
a−l (K, γ). Ïðè ýòîì, ïî òåîðåìå 1.5, èìååì u ∈ El+2m, N

a (K).
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è îãðàíè÷åííîñòü îïåðà-

òîðà âëîæåíèÿ El, N
a (K, γ) â E0, N

a−l (K, γ), ïîëó÷èì

(f, Ψi)E0, N
a−l (K, γ) ≤ ‖f‖E0, N

a−l (K, γ)‖Ψi‖E0, N
a−l (K, γ) ≤

≤ k1‖f‖El, N
a (K, γ)‖Ψi‖E0, N

a−l (K, γ)

äëÿ âñåõ f ∈ El, N
a (K, γ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ðèññà îá îáùåì âèäå

ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñó-
ùåñòâóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè Ψ̂i ∈ El, N

a (K, γ) (i = 1, . . . , J),
òàêèå, ÷òî

(f, Ψi)E0, N
a−l (K, γ) = (f, Ψ̂i)El, N

a (K, γ) äëÿ âñåõ f ∈ El, N
a (K, γ).

Òàêèì îáðàçîì, êîÿäðî îïåðàòîðà L(θ) èìååò êîíå÷íóþ êîðàçìåðíîñòü.
Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.6.

2. Äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
íåëîêàëüíîé çàäà÷è â äâóãðàííîì óãëå.

Òåîðåìà 1.17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ Im λ = a + 1 − l − 2m íå
ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ). Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî îïåðàòîð L(θ) : E2m, N

a−l (K) → E0, N
a−l (K, γ) èìååò ïðè âñåõ
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θ ∈ Sn−3 òðèâèàëüíîå ÿäðî è õîòÿ áû äëÿ îäíîãî θ0 ∈ Sn−3 òðèâèàëüíîå
êîÿäðî; òîãäà îïåðàòîð

L = {Pj(Dy, Dz), Bjσµ(Dy, Dz)} : H l+2m, N
a (Ξ) → H l, N

a (Ξ, Γ)

åñòü èçîìîðôèçì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð L(θ) : E2m, N

a−l (K) → E0, N
a−l (K, γ)

îãðàíè÷åí, èìååò, ïî òåîðåìå 1.6, çàìêíóòûé îáðàç è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ,
òðèâèàëüíîå ÿäðî, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

k1‖L(θ)u‖E0, N
a−l (K, γ) ≤ ‖u‖E2m, N

a−l (K) ≤ k2‖L(θ)u‖E0, N
a−l (K, γ), (1.99)

ãäå k1, k2 > 0 íå çàâèñÿò îò θ ∈ Sn−3 è u (k2 íå çàâèñèò îò θ ∈ Sn−3, òàê
êàê åäèíè÷íàÿ ñôåðà Sn−3 � êîìïàêò).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò θ0 ∈ Sn−3, òàêîå, ÷òî îïåðàòîð L(θ0) :
E2m, N

a−l (K) → E0, N
a−l (K, γ) èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé. Ñëåäîâàòåëüíî,

èñïîëüçóÿ îöåíêè (1.99) è ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó θ ∈ Sn−3

(ñì., íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.1 [18, ãë. 2, � 7]), ïîëó÷àåì,
÷òî L(θ) : E2m, N

a−l (K) → E0, N
a−l (K, γ) èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé äëÿ

âñåõ θ ∈ Sn−3.
Äàëåå, çàäà÷à (1.1), (1.2) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (1.6), (1.7): äëÿ ýòîãî äå-

ëàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî z : U(y, z) → Û(y, η) è çàòåì � çàìå-
íà ïåðåìåííûõ: y′ = |η| · y. Ïîñëå ýòîãî, ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåì-
ìû 7.3 [21, � 7] è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.4 íàñòîÿùåé ðàáîòû, ìû ïîëó÷àåì
íåîáõîäèìîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1.18. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ b ∈
R, l1 ≥ 0 îïåðàòîð

L = {Pj(Dy, Dz), Bjσµ(Dy, Dz)} : H l1+2m, N
a1

(Ξ) → H l1, N
a1

(Ξ, Γ), a1 = b+l1,

ôðåäãîëüìîâ; òîãäà îïåðàòîð

L(θ) = {Pj(Dy, θ), Bjσµ(Dy, θ)} : El+2m, N
a (K) → El, N

a (K, γ), a = b + l,

åñòü èçîìîðôèçì äëÿ âñåõ θ ∈ Sn−3, l = 0, 1, . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû áóäåì ñëåäî-
âàòü ñõåìå ðàáîòû [21, � 8].

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 8.1 [21, � 8] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
îïåðàòîð L åñòü èçîìîðôèçì äëÿ l = l1, a = a1. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

‖U‖
H

l1+2m, N
a1

(Ξ)
≤ k1‖LU‖H

l1, N
a1

(Ξ, Γ)
.
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Ïîäñòàâëÿÿ Up(y, z) = p1−n/2ei(θ, z)ω(z/p)u(y) (ω ∈ C∞
0 (Rn−2), u ∈

El1+2m, N
a1

(K), θ ∈ Sn−3) â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè p →∞, ïîëó÷àåì

‖u‖El+2m, N
a (K) ≤ k2‖L(θ)u‖El, N

a (K, γ) (1.100)

äëÿ l = l1, a = a1. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð L(θ) èìååò òðèâèàëüíîå
ÿäðî äëÿ l = l1, a = a1. Íî, â ñèëó òåîðåìû 1.5, ÿäðî îïåðàòîðà L(θ) íå
çàâèñèò îò l è a = b+ l; ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð L(θ) èìååò òðèâèàëüíîå
ÿäðî äëÿ âñåõ l è a = b + l.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6, âûïîëíåíèå îöåíêè (1.100) îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ Im λ = b+1−2m íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè
L̃(λ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.16, îïåðàòîð L(θ) ôðåäãîëüìîâ äëÿ
âñåõ l è a = b + l. Îòñþäà è èç òðèâèàëüíîñòè ÿäðà kerL(θ) ñëåäóåò, ÷òî
îöåíêà (1.100) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ l è a = b + l.

2) Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.3 [21, � 7], èç îöåíêè (1.100)
ïîëó÷àåì

‖U‖H2m, N
a (Ξ) ≤ k3‖LU‖H0, N

a (Ξ, Γ),

ãäå l = 0, a = b. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð L : H2m, N
b (Ξ) → H0, N

b (Ξ, Γ)
èìååò òðèâèàëüíîå ÿäðî è çàìêíóòûé îáðàç. Ïîêàæåì, ÷òî îáðàç
ýòîãî îïåðàòîðà ñîâïàäàåò ñ H0, N

b (Ξ, Γ). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó
H l1+2m, N

b+l1
(Ξ) ⊂ H2m, N

b (Ξ), îáðàç R(L)b+l1 îïåðàòîðà L : H l1+2m, N
b+l1

(Ξ) →
H l1, N

b+l1
(Ξ, Γ) ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå R(L)b îïåðàòîðà L : H2m, N

b (Ξ) →
H0, N

b (Ξ, Γ):
R(L)b+l1 ⊂ R(L)b.

Ñîãëàñíî 1), R(L)b+l1 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì H l1, N
b+l1

(Ξ, Γ), êîòîðîå
âñþäó ïëîòíî â H0, N

b (Ξ, Γ); ñëåäîâàòåëüíî, R(L)b òàêæå âñþäó ïëîò-
íî â H0, N

b (Ξ, Γ). Íî ïðè ýòîì îáðàç R(L)b çàìêíóò; ñëåäîâàòåëüíî,
R(L)b = H0, N

b (Ξ, Γ).
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð L : H2m, N

b (Ξ) → H0, N
b (Ξ, Γ) �

èçîìîðôèçì.
3) Òåïåðü äîêàæåì îöåíêó

‖V‖H2m, N
−b+2m(Ξ) ≤ k4‖MV‖H0, N

−b+2m(Ξ, Γ). (1.101)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P : H0, N
b−2m(Ξ) → H0, N

b (Ξ) íåîãðàíè÷åííûé îïåðà-
òîð, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å (1.1), (1.2) ñ îäíîðîäíûìè íåëîêàëüíûìè
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óñëîâèÿìè. Îïåðàòîð P èìååò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

D(P) = {U ∈ H2m, N
b (Ξ) : Bjσµ(Dy, Dz)U = 0,

j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m}
è äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

PU = (P1(Dy, Dz)U1, . . . , PN(Dy, Dz)UN), U ∈ D(P).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q : H0, N
−b (Ξ) → H0, N

−b+2m(Ξ) íåîãðàíè÷åííûé îïå-
ðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å (1.47)�(1.49) ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè è îäíîðîäíûìè íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ. Îïå-
ðàòîð Q èìååò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

D(Q) = {V ∈ H2m, N
−b+2m(Ξ) : Cjσµ(Dy, Dz)V = 0, Tjqν(Dy, Dz)V = 0,

j = 1, . . . , N ; σ = 1, Rj + 1; µ = 1, . . . , m;
q = 2, . . . , Rj; ν = 1, . . . , 2m}

è äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

QV = (W1, . . . , WN), Wj = Qj(Dy, Dz)Vjt äëÿ x ∈ Ξjt, V ∈ D(Q).

Î÷åâèäíî, D(P) âñþäó ïëîòíî â H0, N
b−2m(Ξ), è D(Q) âñþäó ïëîòíî â

H0, N
−b (Ξ). Èç òåîðåì 1.4 è 1.11 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû P è Q çàìêíó-

òû. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð L : H2m, N
b (Ξ) → H0, N

b (Ξ, Γ) � èçîìîðôèçì,
îïåðàòîð P òàêæå åñòü èçîìîðôèçì èç D(P) íà H0, N

b (Ξ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P∗ : H0, N

−b (Ξ) → H0, N
−b+2m(Ξ) îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé

ê P îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∑
j

(Uj, Vj)Ξj
â

∏
j

L2(Ξj). Ïî-

ñêîëüêó îïåðàòîð P åñòü èçîìîðôèçì èç D(P) íà H0, N
b (Ξ), îïåðàòîð P∗

òàêæå åñòü èçîìîðôèçì èç D(P∗) íà H0, N
−b+2m(Ξ), è åãî îáëàñòü îïðåäåëå-

íèÿ D(P∗) âñþäó ïëîòíà â H0, N
−b (Ξ). Îïåðàòîð P∗ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

∑
j

(
PjUj, Vj

)
Ξj

=
∑

j

(Uj, (P∗V)j

)
Ξj

äëÿ ëþáîé U ∈ D(P),V ∈ D(P∗).

Ïîñêîëüêó çàìêíóòûé îïåðàòîð P∗ åñòü èçîìîðôèçì èç D(P∗) íà
H0, N
−b+2m(Ξ), èìååì

‖V‖H0, N
−b (Ξ) ≤ k5‖P∗V‖H0, N

−b+2m(Ξ) (1.102)

äëÿ âñåõ V ∈ D(P∗), ãäå k5 > 0 íå çàâèñèò îò V .
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Èç òåîðåìû 1.7 è çàìå÷àíèÿ 1.1 ñëåäóåò, ÷òî Q ⊂ P∗. 7) Ñëåäîâàòåëüíî,
èñïîëüçóÿ (1.102), ïîëó÷èì

‖V‖H0, N
−b (Ξ) ≤ k5‖QV‖H0, N

−b+2m(Ξ)

äëÿ âñåõ V ∈ D(Q). Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ëåììû 1.12 è òåîðå-
ìû 1.11 âûâîäèì îöåíêó (1.101).

4) Ïîäñòàâëÿÿ Vp(y, z) = p1−n/2ei(θ, z)w(z/p)v(y) (w ∈ C∞
0 (Rn−2), v ∈

E2m, N
−b+2m(K), θ ∈ Sn−3) â íåðàâåíñòâî (1.101) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè

p →∞, ïîëó÷àåì

‖v‖E2m, N
−b+2m(K) ≤ k6‖M(θ)v‖E0, N

−b+2m(K, γ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî îïåðàòîðà M(θ) : E2m, N
−b+2m(K) → E0, N

−b+2m(K, γ) òðè-
âèàëüíî. Ïî ëåììå 1.20, dim kerL(θ)∗ = dim kerM(θ) = 0. Îòñþäà è èç 1)
ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð L(θ) : E2m, N

b (K) → E0, N
b (K, γ) åñòü èçîìîðôèçì.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.12, âûâîäèì ñïðàâåäëèâîñòü äàííîé òåîðåìû äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ l è a = b + l.

Çàìå÷àíèå 1.6. Èç òåîðåì 1.16 è 1.18 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð L :
H l+2m, N

a (Ξ) → H l, N
a (Ξ, Γ) åñòü èçîìîðôèçì äëÿ âñåõ l è a = b + l, åñ-

ëè òîëüêî îïåðàòîð L : H l1+2m, N
a1

(Ξ) → H l1, N
a1

(Ξ, Γ) ôðåäãîëüìîâ äëÿ
íåêîòîðûõ l1 è a1 = b + l1.

1.11 Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëü-
íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â
äâóãðàííûõ óãëàõ

1. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû ìû äîêàæåì îä-
íîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
â äâóãðàííûõ óãëàõ. Äëÿ ýòîãî ìû èçó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå íåëîêàëü-
íûå çàäà÷è â ïëîñêèõ óãëàõ ïóòåì ñâåäåíèÿ èõ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé [30, 31, 52], êîòîðûå èññëåäó-
þòñÿ â ïï. 1, 2. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ðàáîò [30, 31, 52], âîçíèêàþùèå
çäåñü óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò îòêëîíåíèÿ àðãóìåíòà íå ïî äåêàðòîâûì êî-
îðäèíàòàì, à ïî ïîëÿðíîìó óãëó ω.

7)Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî Q = P∗, íî äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü
áîëåå ñëàáûé ðåçóëüòàò.
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Ïîëîæèì
K = {y ∈ R2 : r > 0, b1 < ω < bR+1},

Kt = {y ∈ R2 : r > 0, bt < ω < bt+1} (t = 1, . . . , R),

γq = {y ∈ R2 : r > 0, ω = bq} (q = 1, . . . , R + 1),

ãäå R ≥ 1 öåëîå; −π < b1 < · · · < bR+1 < π; b2 − b1 = · · · = bR+1 − bR =
d > 0.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð R : L2(R2) → L2(R2), äåéñòâóþ-
ùèé ïî ôîðìóëå

(Rw)(y) =
R−1∑

p=−R+1

ep · w(ω + pd, r),

ãäå w(ω, r) åñòü ôóíêöèÿ w(y), çàïèñàííàÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ;
ep ∈ R.

Ïóñòü IK : L2(K) → L2(R2) � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè íóëåì
âíå K; PK : L2(R2) → L2(K) � îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèè íà K. Ââåäåì
îïåðàòîð RK : L2(K) → L2(K), äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

RK = PKRIK .

Îïåðàòîð IK ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíî�
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ïîä÷èíåíî îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâè-
ÿì Äèðèõëå. Îïåðàòîð PK ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíî�
ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ â óãëå K.

Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.21. Îïåðàòîðû R : L2(R2) → L2(R2), RK : L2(K) → L2(K)
îãðàíè÷åíû.

(R∗w)(x) =
R−1∑

p=−R+1

ep · w(ω − pd, r); R∗
K = PKR∗IK .

Ââåäåì èçîìîðôèçì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ U : L2(K) → LR
2 (K1)

ïî ôîðìóëå

(Uw)t(y) = w(ω + bt − b1, r) (y ∈ K1; t = 1, . . . , R),

ãäå LR
2 (K1) =

R∏
t=1

L2(K1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R1 ìàòðèöó ïîðÿäêà R×R ñ ýëåìåíòàìè

rp1p2 = ep2−p1 (p1, p2 = 1, . . . , R).
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Ëåììà 1.22. Îïåðàòîð URKU−1 : LR
2 (K1) → LR

2 (K1) åñòü îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó R1.

Ëåììà 1.23. Ñïåêòð îïåðàòîðà RK : L2(K) → L2(K) ñîâïàäàåò ñî
ñïåêòðîì ìàòðèöû R1.

Ëåììà 1.24. Îïåðàòîð RK +R∗
K : L2(K) → L2(K) ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà R1 + R∗
1 ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà.

Ëåììû 1.22�1.24 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììàì 8.6�8.8 [52, ãë. 2,
� 8].

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà W l
0(K) è W̊ l

0(K) êàê çàìûêàíèÿ ñîîòâåòñòâåí-

íî ìíîæåñòâ C∞
0 (K̄ \ {0}) è C∞

0 (K) ïî íîðìå
(

∑
|α|≤l

∫
K

|Dα
y w(y)|2dy

)1/2

.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî W l
0(Kt).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç wt ñóæåíèå ôóíêöèè w íà Kt. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàí-
ñòâà W l

0(K) =
R⊕

t=1

W l
0(Kt) è E l

a(K) =
R⊕

t=1

El
a(Kt) ñ íîðìàìè ‖w‖Wl

0(K) =

(
R∑

t=1

‖wt‖2
W l

0(Kt)

)1/2

è ‖w‖El
a(K) =

(
R∑

t=1

‖wt‖2
El

a(Kt)

)1/2

ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 1.25. Îïåðàòîð RK íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò W̊ l
0(K) â W l

0(K),
è äëÿ âñåõ w ∈ W̊ l

0(K),

DαRKw = RKDαw (|α| ≤ l).

Ëåììà 1.25 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 8.13 [52, ãë. 1, � 8].

Ëåììà 1.26. Îïåðàòîð RK íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò W l
0(K) â W l

0(K)
è E l

a(K) â E l
a(K).

Åñëè detR1 6= 0, òî îïåðàòîð R−1
K òàêæå íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò

W l
0(K) â W l

0(K) è E l
a(K) â E l

a(K).

Äàííàÿ ëåììà âûòåêàåò èç ëåìì 1.22, 1.23.

2. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

PRw = −
2∑

i, j=1

(RijKwyj
)yi

+
2∑

i=1

RiKwyi
+R0Kw = f(y) (y ∈ K) (1.103)
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ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
w|γ1 = w|γR+1

= 0, (1.104)
ãäå RijK = PKRijIK , RiK = PKRiIK , R0K = PKR0IK ;

Rijw(y) =
R−1∑

p=−R+1

eijp · w(ω + pd, r) (i, j = 1, 2);

Riw(y) =
R−1∑

p=−R+1

eip · w(ω + pd, r) (i = 0, 1, 2);

eijp, eip ∈ R; f ∈ L2(K).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíîå
óðàâíåíèå (1.103) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå â K̄, åñëè äëÿ âñåõ w ∈ C∞

0 (K̄ \
{0})

Re (PRw, w)K ≥ c1‖w‖2
W 1

0 (K) − c2‖w‖2
L2(K), (1.105)

ãäå c1 > 0, c2 ≥ 0 íå çàâèñèò îò w.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ôóíêöèÿ w ∈ W̊ 1
0 (K) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøå-

íèåì çàäà÷è (1.103), (1.104), åñëè äëÿ âñåõ u ∈ W̊ 1
0 (K),

2∑
i, j=1

(RijKwyj
, uyi

)K +
2∑

i=1

(RiKwyi
, u)K + (R0Kw, u)K = (f, u)K .

Ðàññìîòðèì íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð PR : L2(K) → L2(K) ñ îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(PR) = {w ∈ W̊ 1

0 (K) : PRw ∈ L2(K)}, äåéñòâóþùèé
â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé D′(K) ïî ôîðìóëå

PRw = −
2∑

i, j=1

(RijKwyj
)yi

+
2∑

i=1

RiKwyi
+R0Kw.

Îïåðàòîð PR áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíûì îïåðàòî-
ðîì.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå 1.2 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ôóíêöèÿ w ∈ D(PR) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøå-
íèåì çàäà÷è (1.103), (1.104), åñëè

PRw = f.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(PR) ñïåêòð îïåðàòîðà PR : L2(K) → L2(K).
Èñïîëüçóÿ ñèëüíóþ ýëëèïòè÷íîñòü îïåðàòîðà PR è ëåììû 1.21, 1.22,

1.25, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ñð. ñ òåîðåìîé 10.1 [52, ãë. 2,
� 10]).

Òåîðåìà 1.19. Ïóñòü äèôôåðåíöèàëüíî�ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (1.103)
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå; òîãäà

σ(PR) ⊂ {λ ∈ C : Re λ > −c2},

ãäå c2 ≥ 0 êîíñòàíòà èç ôîðìóëû (1.105).

Ïðèìåð 1.5. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

−∆RKw(y) +RKw(y) = f(y) (y ∈ K) (1.106)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
w|γ1 = w|γ2 = 0, (1.107)

ãäå K = {y ∈ R2 : r > 0, |ω| < ω0 < π}, γσ = {y : r > 0, ω =
(−1)σω0} (σ = 1, 2), Rw(y) = w(ω, r)− e1w(ω + ω0, r)− e2w(ω − ω0, r),
e1, e2 ∈ R; |e1 + e2| < 2.

Î÷åâèäíî, ìàòðèöà R1 èìååò âèä

R1 =

(
1 −e1

−e2 1

)
.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1.25, äëÿ âñåõ w ∈ C∞
0 (K \ {0}) ïîëó÷àåì

Re (−∆RKw +RKw, w)K =

= 1
2

2∑
i=1

((RK +R∗
K)wyi

, wyi
)K + 1

2((RK +R∗
K)w, w)K .

Ïîñêîëüêó |e1 + e2| < 2, ìàòðèöà R1 +R∗
1 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ;

ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 1.24, îïåðàòîð RK +R∗
K òàêæå ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûé. Îòñþäà è èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò

Re (−∆RKw +RKw, w)K ≥ c1‖w‖2
W 1

0 (K).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.19, êðàåâàÿ çàäà÷à (1.106), (1.107) èìååò
åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå w ∈ W̊ 1

0 (K) äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè
f ∈ L2(K).



� 76 �

3. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà â äâóãðàííîì óãëå.

Ïîëîæèì

Ξ = {x = (y, z) : r > 0, |ω| < ω0, z ∈ Rn−2},
Ξ1 = {x = (y, z) : r > 0, −ω0 < ω < 0, z ∈ Rn−2},
Ξ2 = {x = (y, z) : r > 0, 0 < ω < ω0, z ∈ Rn−2},

Γσ = {x = (y, z) : r > 0, ω = (−1)σω0, z ∈ Rn−2} (σ = 1, 2),

Γ = {x = (y, z) : r > 0, ω = 0, z ∈ Rn−2}.
Ðàññìîòðèì íåëîêàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

−∆U ≡ −
n∑

i=1

Uxixi
(x) = f(x) (x ∈ Ξ), (1.108)

U|Γ1 + e1U(ω + ω0, r, z)|Γ1 = g1(x) (x ∈ Γ1),
U|Γ2 + e2U(ω − ω0, r, z)|Γ2 = g2(x) (x ∈ Γ2).

(1.109)

Çäåñü U(ω, r, z) åñòü ôóíêöèÿ U(x), çàïèñàííàÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ; e1, e2 ∈ R; |e1 + e2| < 2.

Ïðè n = 2 ïîëîæèì K = {y : r > 0, |ω| < ω0}, K1 = {y : r > 0, −ω0 <
ω < 0}, K2 = {y : r > 0, 0 < ω < ω0}, γσ = {y : r > 0, ω = (−1)σω0} (σ =
1, 2), γ = {y : r > 0, ω = 0}. Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ íåëîêàëüíóþ
çàäà÷ó â ïëîñêîì óãëå K (î÷åâèäíî, â äàííîì ñëó÷àå θ2u = u):

−∆u + u ≡ −
2∑

i=1

uyiyi
(y) + u(y) = f(y) (y ∈ K), (1.110)

u|γ1 + e1u(ω + ω0, r)|γ1 = g1(y) (y ∈ γ1),
u|γ2 + e2u(ω − ω0, r)|γ2 = g2(y) (y ∈ γ2).

(1.111)

Î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ çàäà÷à ñ ïàðàìåòðîì λ èìååò
âèä

−Ũωω + λ2Ũ = 0 (|ω| < ω0), (1.112)
Ũ(−ω0) + e1Ũ(0) = 0,

Ũ(ω0) + e2Ũ(0) = 0.
(1.113)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è (1.112), (1.113) íàõîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íûì âû÷èñëåíèåì. Åñëè e1 + e2 = 0, òî

λk = i
π

2ω0

k (k = ±1, ±2, . . . ).
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Åñëè 0 < |e1 + e2| < 2, òî

λk = i π
ω0

k (k = ±1, ±2, . . . ),

λ±p =





i
± arctan

√
4−(e1+e2)2

e1+e2
+2πp

ω0
, åñëè − 2 < e1 + e2 < 0,

i
± arctan

√
4−(e1+e2)2

e1+e2
+2π(p+1)

ω0
, åñëè 0 < e1 + e2 < 2

(p = 0, ±1, ±2, . . . ).

Î÷åâèäíî, ïðÿìàÿ Im λ = 0 íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë çàäà-
÷è (1.112), (1.113). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.16, îïåðàòîð
(−∆u + u, u|γ1 + e1u(ω + ω0, r)|γ1 , u|γ2 + e2u(ω − ω0, r)|γ2

)
: E2

1(K) →
→ E0

1(K)× ∏
σ=1, 2

E
3/2
1 (γσ)

(1.114)
ôðåäãîëüìîâ. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð (1.114) èìååò òðèâèàëüíîå ÿäðî.

Ïóñòü u ∈ E2
1(K) � ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (1.110), (1.111). Ðàñ-

ñìîòðèì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð RK = PKRIK , ãäå

Rw(y) = w(ω, r)− e1w(ω + ω0, r)− e2w(ω − ω0, r).

Ïîëîæèì u = RKw. Ïîñêîëüêó |e1 + e2| < 2, ìàòðèöà R1 =(
1 −e1

−e2 1

)
, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçíîñòíîìó îïåðàòîðó RK , íåâûðî-

æäåííàÿ, è
R−1

1 =
1

1− e1e2

(
1 e1

e2 1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 1.23, îïåðàòîð RK èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàò-
íûé R−1

K , è w = R−1
K u.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî w ∈ E2
1 (K) ∩ E1

1(K) è w|γ1 = w|γ2 = 0. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïî ëåììå 1.26, w ∈ E2

1 (K). Äàëåå, èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçì U

(êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

(Uw)1(y) = w(ω, r) (y ∈ K1), (Uw)2(y) = w(ω + ω0, r) (y ∈ K1)),
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ìàòðèöó R−1
1 è ëåììó 1.22, ïîëó÷èì

w1|γ = [Uw]1(0, r) = 1
1− e1e2

([Uu]1(0, r) + e1[Uu]2(0, r)) =

= 1
1− e1e2

(u(0, r) + e1u(ω0, r)),

w2|γ = [Uw]2(−ω0, r) = 1
1− e1e2

(e2[Uu]1(−ω0, r) + [Uu]2(−ω0, r)) =

= 1
1− e1e2

(e2u(−ω0, r) + u(0, r)).

(1.115)
Íî ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì óñëîâèÿì (1.111); ñëåäîâà-
òåëüíî, e1u(ω0, r) = e2u(−ω0, r). Îòñþäà è èç (1.115) âûòåêàåò, ÷òî
w1|γ = w2|γ, òî åñòü w ∈ E1

1(K).
Ïîõîæèì îáðàçîì, èìååì

w1|γ1 = [Uw]1(−ω0, r) = 1
1− e1e2

([Uu]1(−ω0, r) + e1[Uu]2(−ω0, r)) =

= 1
1− e1e2

(u(−ω0, r) + e1u(0, r)) = 0,

w2|γ2 = [Uw]2(0, r) = 1
1− e1e2

(e2[Uu]1(0, r) + [Uu]2(0, r)) =

= 1
1− e1e2

(e2u(0, r) + u(ω0, r)) = 0,

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì óñëîâèÿì (1.111).
Ñëåäîâàòåëüíî, èç âëîæåíèÿ E2

1 (K) ∩ E1
1(K) ⊂ W 1

0 (K) âûòåêàåò, ÷òî
w ∈ W̊ 1

0 (K), è w åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1.106), (1.107)
äëÿ f = 0. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1.5, w = 0; ïîýòîìó u = RKw = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî îáðàç îïåðàòîðà (1.114) ñîâïàäàåò ñ
E0

1(K)× ∏
σ=1, 2

E
3/2
1 (γσ), èçó÷èì çàäà÷è, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûå ê çàäà-

÷àì (1.108), (1.109) è (1.110), (1.111) îòíîñèòåëüíî ôîðìóë Ãðèíà. Àíàëî-
ãè÷íî ïðèìåðó 1.1, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå íåëîêàëüíûå çàäà÷è òðàíñìèñ-
ñèè:

−∆Vt + Vt = f(x) (x ∈ Ξt; t = 1, 2) (1.116)
V1|Γ1 = g1(x) (x ∈ Γ1),
V2|Γ2 = g2(x) (x ∈ Γ2),

(1.117)

V1|Γ − V2|Γ = h1(x) (x ∈ Γ),
∂V1
∂n

∣∣∣
Γ
− ∂V2

∂n

∣∣∣
Γ

+ e1
∂V1
∂n1

(ω − ω0, r, z)
∣∣∣
Γ

+ e2
∂V2
∂n2

(ω + ω0, r, z)
∣∣∣
Γ

=

= h2(x) (x ∈ Γ)
(1.118)
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è
−∆vt + vt = f(y) (y ∈ Kt; t = 1, 2) (1.119)

v1|γ1 = g1(y) (y ∈ γ1),
v2|γ2 = g2(y) (y ∈ γ2),

(1.120)

v1|γ − v2|γ = h1(y) (y ∈ γ),
∂v1
∂n

∣∣∣
γ
− ∂v2

∂n

∣∣∣
γ

+ e1
∂v1
∂n1

(ω − ω0, r)
∣∣∣
γ

+ e2
∂v2
∂n2

(ω + ω0, r)
∣∣∣
γ

=

= h2(y) (y ∈ γ2).

(1.121)

Çäåñü n1 � åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé ê Γ1 (γ1) âåêòîð, íàïðàâëåííûé
âíóòðü Ξ1 (K1); n è n2 � åäèíè÷íûå íîðìàëüíûå ê Γ (γ) è Γ2 (γ2) ñîîòâåò-
ñòâåííî âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âíóòðü Ξ2 (K2). Êàê îòìå÷àëîñü â äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 1.16, λ0 åñòü ñîáñòâåííîå ÷èñëî çàäà÷è (1.112), (1.113)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ′0 = λ̄0 åñòü ñîáñòâåííîå ÷èñëî íåëîêàëüíîé
çàäà÷è òðàíñìèññèè ñ ïàðàìåòðîì λ, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å (1.116)�
(1.118) (óêàçàííàÿ çàäà÷à ñ ïàðàìåòðîì çàïèñûâàåòñÿ î÷åâèäíûì îáðà-
çîì). Ñëåäîâàòåëüíî, íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à òðàíñìèññèè ñ ïàðàìåòðîì λ
òàêæå íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íà ïðÿìîé Im λ = 0. Òîãäà, ïî
òåîðåìå 1.13, îïåðàòîð

(−v∆ + v, v1|γ1 , v2|γ2 , v1|γ − v2|γ, ∂v1
∂n

∣∣∣
γ
− ∂v2

∂n

∣∣∣
γ
+

+e1
∂v1
∂n1

(ω − ω0, r)
∣∣∣
γ

+ e2
∂v2
∂n2

(ω + ω0, r)
∣∣∣
γ

)
:

E2
1 (K) → E0

1 (K)× ∏
σ=1, 2

E
3/2
1 (γσ)× ∏

ν=1, 2

E
2−ν+1/2
1 (γ)

(1.122)

èìååò êîíå÷íîìåðíîå ÿäðî. Çäåñü v∆(y) = ∆vt(y) äëÿ y ∈ Kt, t = 1, 2.
Ïîêàæåì, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà (1.122) òðèâèàëüíî.

Ïóñòü v ∈ E2
1 (K) � ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (1.119)�(1.121). Ðàñ-

ñìîòðèì ñîïðÿæåííûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîðR∗
K . Åìó ñîîòâåòñòâóåò ìàò-

ðèöà R∗
1 =

(
1 −e2

−e1 1

)
. Ïîñêîëüêó |e1 + e2| < 2, ìàòðèöà R∗

1 íåâûðî-
æäåííàÿ, è, ïî ëåììå 1.23, ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð (R∗

K)−1. Ïî-
ëîæèì v = (R∗

K)−1w; òîãäà w = R∗
Kv.

Ïîêàæåì, ÷òî w ∈ E2
1(K) è w|γ1 +e2w(ω+ω0, r)|γ1 = 0, w|γ2 +e1w(ω−

ω0, r)|γ2 = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ëåììå 1.26, w ∈ E2
1 (K). Äàëåå, èñïîëüçóÿ
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èçîìîðôèçì U, ìàòðèöó R∗
1 è ëåììó 1.22, ïîëó÷èì

w1|γ = [Uw]1(0, r) = [Uv]1(0, r)− e2[Uv]2(0, r) =
= v1(0, r)− e2v2(ω0, r) = v1(0, r),

w2|γ = [Uw]2(−ω0, r) = −e1[Uv]1(−ω0, r) + [Uv]2(−ω0, r) =
= −e1v1(−ω0, r) + v2(0, r) = v2(0, r),

(1.123)

ïîñêîëüêó v óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîì óñëîâèÿì (1.120). Èç (1.123) è
îäíîðîäíûõ óñëîâèé (1.121) ïîëó÷àåì w1|γ2 = w2|γ2 .

Àíàëîãè÷íî,

∂w1
∂ω

∣∣∣
γ

= ∂v1
∂ω

(0, r)− e2
∂v2
∂ω

(ω0, r),

∂w2
∂ω

∣∣∣
γ

= −e1
∂v1
∂ω

(−ω0, r) + ∂v2
∂ω

(0, r).
(1.124)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂
∂nσ

= (−1)σ+1 1
r

∂
∂ω

, ∂
∂n

= 1
r

∂
∂ω

, èç (1.124) è îäíîðîäíûõ

óñëîâèé (1.121) ïîëó÷àåì ∂w1
∂n

∣∣∣
γ

= ∂w2
∂n

∣∣∣
γ
. Ñëåäîâàòåëüíî, w ∈ E2

1(K).
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî w|γ1 +e2w(ω+ω0, r)|γ1 = 0, w|γ2 +e1w(ω−
ω0, r)|γ2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, w ∈ E2
1(K) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

−∆w + w = 0 (y ∈ K), (1.125)

w|γ1 + e2w(ω + ω0, r)|γ1 = 0 (y ∈ γ1),
w|γ2 + e1w(ω − ω0, r)|γ2 = 0 (y ∈ γ2).

(1.126)

Çàäà÷à (1.125), (1.126) åñòü íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à òèïà (1.110),
(1.111) (â ïîñëåäíåé íåîáõîäèìî çàìåíèòü e1 íà e2, à e2 � íà e1). Ïîýòîìó,
ïî äîêàçàííîìó, w = 0, åñëè |e1 +e2| < 2. Ñëåäîâàòåëüíî, v = (R∗

K)−1w =
0.

Èç ëåììû 1.20 âûòåêàåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü êîÿäðà îïåðàòîðà (1.114)
ðàâíà ðàçìåðíîñòè ÿäðà îïåðàòîðà (1.122); ñëåäîâàòåëüíî, êîÿäðî îïå-
ðàòîðà (1.114) òðèâèàëüíî. Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.17, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1.108), (1.109) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå U ∈ H l+2

1+l (Ξ) äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè {f, g1, g2} ∈ H l
1+l(K) ×∏

σ=1, 2

H
l+3/2
1+l (Γσ).



Ãëàâà 2

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé
íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
çàäà÷ â ïëîñêèõ óãëàõ

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè-
÷åñêèõ çàäà÷ â ïëîñêèõ óãëàõ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [30] îáîáùàþòñÿ íà
ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùåãî êàê ïîâîðîò, òàê è
ðàñòÿæåíèå�ñæàòèå àðãóìåíòà. Âûâîäÿòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ â àñèìïòîòèêå ðåøåíèé êàê â òåðìèíàõ ñîïðÿæåííûõ íåëîêàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ, òàê è â òåðìèíàõ ôîðìóëû Ãðèíà, ïîëó÷åííîé â ãë. 1.
Äîêàçàííûå çäåñü ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçîâàíû â ãë. 3 ïðè èçó÷åíèè
àñèìïòîòèêè ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ çàäà÷ â ïëîñêèõ îãðàíè÷åííûõ îá-
ëàñòÿõ.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû èññëåäóåì çàäà÷ó â îäíîì óãëå K ñ íåëîêàëüíû-
ìè ÷ëåíàìè, íîñèòåëè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà îäíîì ëó÷å γ, ëåæàùåì
ñòðîãî âíóòðè óãëà K. Îáùèé ñëó÷àé (ñì. ãë. 1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâåð-
øåííî àíàëîãè÷íî, è èìåííî åãî ìû áóäåì èìåòü â âèäó â ãë. 3, ññûëàÿñü
íà ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ãëàâû.

2.1 Ïîñòàíîâêà íåëîêàëüíîé çàäà÷è â ïëîñ-
êîì óãëå. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé

1. Ðàññìîòðèì ïëîñêèé óãîë K = {y ∈ R2 : r > 0, b1 < ω < b2} ñî
ñòîðîíàìè γσ = {y ∈ R2 : r > 0, ω = bσ} (σ = 1, 2), ãäå −π < b1 < b2 < π.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(Dy), Bσµ(Dy) è BG
σµ(Dy) îäíîðîäíûå äèôôåðåí-

81
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öèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïîðÿäêîâ 2m, mσµ è mσµ ñîîòâåòñòâåííî (mσµ ≤ 2m − 1; σ = 1, 2;
µ = 1, . . . , m). Òàê æå êàê è â ãë. 1, áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåí-
íûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [19, ãë. 2, �� 1.2, 1.4].

Óñëîâèå 2.1. Îïåðàòîð P(Dy) ñîáñòâåííî ýëëèïòè÷åñêèé.

Óñëîâèå 2.2. Ñèñòåìà îïåðàòîðîâ {Bσµ(Dy)}m
µ=1 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé

è íàêðûâàåò P(Dy) íà γσ (σ = 1, 2).

Íà îïåðàòîðû BG
σµ(Dy) (èãðàþùèå â äàëüíåéøåì ðîëü íåëîêàëüíûõ)

íèêàêèõ óñëîâèé, êðîìå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîðÿäîê, íå íàêëàäûâàåòñÿ.
Ðàññìîòðèì â ïëîñêîì óãëå K íåëîêàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

P(Dy)U = f(y) (y ∈ K), (2.1)

Bσµ(Dy)U ≡ Bσµ(Dy)U(y)|γσ + (BG
σµ(Dy)U)(Gσy)|γσ = gσµ(y) (y ∈ γσ),

σ = 1, 2; µ = 1, . . . , m.
(2.2)

Çäåñü Gσ � îïåðàòîð ïîâîðîòà íà óãîë ωσ è ðàñòÿæåíèÿ â βσ ðàç â ïëîñ-
êîñòè {y}, òàê, ÷òî b1 < b1 + ω1 = b2 + ω2 = b < b2, 0 < βσ.

Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé íåëîêàëüíîé çàäà÷å (2.1), (2.2) îãðàíè÷åí-
íûé îïåðàòîð

L = {P(Dy), Bσµ(Dy)} : H l+2m
a (K) →

→ H l
a(K, γ) = H l

a(K)× ∏
σ=1,2

m∏
µ=1

H
l+2m−mσµ−1/2
a (γσ).

2. Çàïèøåì îïåðàòîðû P(Dy), Bσµ(Dy), BG
σµ(Dy) â ïîëÿðíûõ êîîðäè-

íàòàõ: P(Dy) = r−2mP̃(ω, Dω, rDr), Bσµ(Dy) = r−mσµB̃σµ(ω, Dω, rDr),
BG

σµ(Dy) = r−mσµB̃G
σµ(ω, Dω, rDr).

Àíàëîãè÷íî ïï. 1, 2 � 1.2 ãë. 1 ââåäåì îïåðàòîð�ôóíêöèþ

L̃(λ) = {P̃(λ), B̃σµ(λ)} : W l+2m(b1, b2) → W l[b1, b2] = W l(b1, b2)× C2m,

ãäå P̃(λ)Ũ(ω) = P̃(ω, Dω, λ)Ũ(ω), B̃σµ(λ)Ũ(ω) = B̃σµ(ω, Dω, λ)Ũ(ω)|ω=bσ+

β
−mσµ+iλ
σ B̃G

σµ(ω, Dω, λ)Ũ(ω + ωσ)|ω=bσ ; çäåñü (è äàëåå) ìû äëÿ êðàòêîñòè
îïóñêàåì àðãóìåíòû ω è Dω â äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðàõ.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû (ñì. [6]). Ãîëî-
ìîðôíàÿ â òî÷êå λ0 âåêòîð�ôóíêöèÿ ϕ(λ) ñî çíà÷åíèÿìè â W l+2m(b1, b2),
òàêàÿ, ÷òî ϕ(λ0) 6= 0, íàçûâàåòñÿ êîðíåâîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà L̃(λ)
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â òî÷êå λ0, åñëè âåêòîð�ôóíêöèÿ L̃(λ)ϕ(λ) îáðàùàåòñÿ â ýòîé òî÷êå â
íóëü. Åñëè L̃(λ) èìååò õîòÿ áû îäíó êîðíåâóþ ôóíêöèþ â òî÷êå λ0,
òî λ0 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì L̃(λ). Êðàòíîñòü íóëÿ âåêòîð�
ôóíêöèè L̃(λ)ϕ(λ) â òî÷êå λ0 íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíåâîé ôóíê-
öèè ϕ(λ), à âåêòîð ϕ(0) = ϕ(λ0) � ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, îòâå÷àþ-
ùèì ÷èñëó λ0. Ïóñòü ϕ(λ) � êîðíåâàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå λ0 êðàòíîñòè
κ è ϕ(λ) =

∞∑
j=0

(λ − λ0)
jϕ(j). Òîãäà âåêòîðû ϕ(1), . . . , ϕ({−1) íàçûâàþòñÿ

ïðèñîåäèíåííûìè ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ϕ0, à óïîðÿäî÷åííûé íàáîð
ϕ(0), . . . , ϕ({−1) � æîðäàíîâîé öåïî÷êîé, îòâå÷àþùåé ÷èñëó λ0. Ðàíãîì
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ϕ(0) (rank ϕ(0)) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ èç êðàò-
íîñòåé âñåõ êîðíåâûõ ôóíêöèé, òàêèõ, ÷òî ϕ(λ0) = ϕ(0).

Çàìå÷àíèå 2.1. Ñîáñòâåííûé è ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû
ϕ(0), . . . , ϕ({−1) îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ), îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííî-
ìó ÷èñëó λ0, óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

ν∑
q=0

1

q!
∂q

λL̃(λ0)ϕ
(ν−q) = 0, ν = 0, . . . , κ − 1. (2.3)

Çäåñü è äàëåå ∂q
λ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî λ ïîðÿäêà q.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè ôóíêöèè f â ïðà-
âîé ÷àñòè {f, gσµ} çàäà÷è

L̃(λ)U = {f, gσµ}
ïîâûøàåòñÿ è ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ U . 1) Îòñþäà è èç ðàâåíñòâ (2.3) ñëåäó-
åò, ÷òî ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà L̃(λ) ÿâëÿþòñÿ
áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè íà îòðåçêå [b1, b2].

Èç ëåììû 1.8 ãë. 1 ñëåäóåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîð�
ôóíêöèè L̃(λ) èçîëèðîâàíû; ïðè ýòîì dim ker L̃(λ0) < ∞ äëÿ ëþáîãî ñîá-
ñòâåííîãî ÷èñëà λ0 è ðàíãè âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êîíå÷íû. Ïóñòü
J = dim ker L̃(λ0) è ϕ(0,1), . . . , ϕ(0,J) � òàêàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ, ÷òî rank ϕ(0,1) � ìàêñèìàëüíûé èç ðàíãîâ âñåõ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ, îòâå÷àþùèõ ÷èñëó λ0, à rank ϕ(0,j) (j = 2, . . . , J) � ìàêñèìàëü-
íûé èç ðàíãîâ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èç êàêîãî-íèáóäü ïðÿìîãî äîïîëíå-
íèÿ â ker L̃(λ0) ê ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ ϕ(0,1), . . . , ϕ(0,j−1). ×èñëà

1)Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà â � 2.2 (ñì. ëåì-
ìó 2.3), ãäå òàêæå áóäåò ðàññìîòðåí âîïðîñ î ãëàäêîñòè ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé íåëî-
êàëüíîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì λ.
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κj = rank ϕ(0,j) íàçûâàþò ÷àñòíûìè êðàòíîñòÿìè ñîáñòâåííîãî ÷èñ-
ëà λ0, à ñóììó κ1+· · ·+κJ � (ïîëíîé) êðàòíîñòüþ λ0. Åñëè äëÿ êàæäîãî
j = 1, . . . , J âåêòîðû ϕ(0,j), . . . , ϕ({j−1,j) îáðàçóþò æîðäàíîâó öåïî÷êó,
òî íàáîð âåêòîðîâ {ϕ(0,j), . . . , ϕ({j−1,j) : j = 1, . . . , J} íàçûâàåòñÿ êà-
íîíè÷åñêîé ñèñòåìîé æîðäàíîâûõ öåïî÷åê, îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó
÷èñëó λ0.
Ïðèìåð 2.1. Ïîëîæèì b1 = −ω0, b2 = ω0. Ðàññìîòðèì â ïëîñêîì óãëå
K = {y ∈ R2 : |ω| < ω0} (0 < ω0 < π) ñî ñòîðîíàìè γσ = {y ∈ R2 : ω =
(−1)σω0}, σ = 1, 2, íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó

−∆U = f(y) (y ∈ K), (2.4)

U|γ1 = 0, U|γ2 + e0 U(G0y)|γ2 = 0, (2.5)
ãäå e0 ∈ R, G0 � îïåðàòîð ïîâîðîòà íà óãîë −ω0. Çàäà÷å (2.4), (2.5)
ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ìîäåëüíàÿ íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ:

d2ϕ(ω)

dω2
− λ2ϕ(ω) = 0 (|ω| < ω0), (2.6)

ϕ(−ω0) = 0, ϕ(ω0) + e0 ϕ(0) = 0. (2.7)
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ (ñì. òàêæå [24, ãë. 2]), ÷òî ïðè e0 = 0

(òî åñòü åñëè çàäà÷à (2.4), (2.5) � �ëîêàëüíàÿ�) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
çàäà÷è (2.6), (2.7) èìåþò âèä λk = i πk

2ω0
, k ∈ Z \ {0}; èì ñîîòâåòñòâóþò

(ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ) ñîáñòâåííûå
âåêòîðû ϕ

(0)
k (ω) = e

i πk
2ω0

ω − e
−i πk

2ω0
ω. Ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ ïðè e0 = 0

íåò, òî åñòü âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò êðàòíîñòü 1.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè e0 6= 0 ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìîäåëüíîé çàäà-

÷è (2.6), (2.7) ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü æîðäàíîâû öåïî÷êè äëèíû áîëüøå
÷åì 1.

I) Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ 6= 0. Ïîäñòàâëÿÿ îáùåå ðåøåíèå
ϕ(ω) = c1e

λω + c2e
−λω óðàâíåíèÿ (2.6) â íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ (2.7), ïîëó-

÷èì
c1e

−λω0 + c2e
λω0 = 0,

(eλω0 + e0)c1 + (e−λω0 + e0)c2 = 0.
(2.8)

Ïðèðàâíÿåì îïðåäåëèòåëü D(λ) ñèñòåìû (2.8) ê íóëþ:

(e−λω0 − eλω0)(eλω0 + e−λω0 + e0) = 0.

1) Ïóñòü e−λω0−eλω0 = 0. Òîãäà ïîëó÷àåì ñåðèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

λ1k = i
πk

ω0

, k ∈ Z \ {0};
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èì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû

ϕ
(0)
1k (ω) = e

i πk
ω0

ω − e
−i πk

ω0
ω
.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà íàõîæäåíèå ïðèñîåäèíåííîãî âåêòîðà ϕ
(1)
1k (ω). Ñî-

ãëàñíî (2.3), ϕ
(1)
1k (ω) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

d2ϕ
(1)
1k

dω2
+

(πk)2

ω2
0

ϕ
(1)
1k − 2i

πk

ω0

ϕ
(0)
1k = 0 (|ω| < ω0)

è íåëîêàëüíûì óñëîâèÿì (2.7). Ïîäñòàâëÿÿ îáùåå ðåøåíèå ϕ(ω) =

c1e
i πk

ω0
ω
+c2e

−i πk
ω0

ω
+ω(e

i πk
ω0

ω
+e

−i πk
ω0

ω
) ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ â íåëîêàëüíûå

óñëîâèÿ (2.7), ïîëó÷èì

c1 + c2 = 2ω0,
((−1)k + e0)c1 + ((−1)k + e0)c2 = −2(−1)kω0.

(2.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð ϕ
(1)
1k (ω) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà
e0 = 2(−1)k+1.

Ïðè ýòîì ìîæíî ïîëîæèòü

ϕ
(1)
1k (ω) = (ω + 2ω0)e

i πk
ω0

ω
+ ωe

−i πk
ω0

ω
.

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ (2.3), íàõîäèì ïðè e0 = 2(−1)k+1 âòîðîé ïðèñî-
åäèíåííûé âåêòîð

ϕ
(2)
1k (ω) = (

ω2

2
+ 2ω0ω + 2ω2

0)e
i πk

ω0
ω − ω2

2
e
−i πk

ω0
ω
.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òðåòüåãî ïðèñîåäèíåííîãî âåêòîðà íå
ñóùåñòâóåò.

2) Ïóñòü
eλω0 + e−λω0 + e0 = 0. (2.10)
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Òîãäà èìååì ñëåäóþùóþ ñåðèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

λ±2n =





ln

(
− e0

2
±
√

e2
0−4

2

)

ω0

+ i
2πn

ω0

ïðè e0 < −2;

i
± arctg

√
4−e2

0

e0
+ 2πn

ω0

ïðè − 2 < e0 < 0;

i
± arctg

√
4−e2

0

e0
+ (2n + 1)π

ω0

ïðè 0 < e0 < 2;

ln

(
e0

2
±
√

e2
0−4

2

)

ω0

+ i
(2n + 1)π

ω0

ïðè e0 > 2;

n ∈ Z. Åñëè |e0| = 2, òî ìû ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èç ñåðèè
{λ1k}k∈Z\{0}, ðàññìîòðåííîé âûøå. Ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ±2n ñîîòâåò-
ñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð

ϕ
(0)±
2n (ω) = eλ±2nω − e−2λ±2nω0e−λ±2nω.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè λ = λ±2n ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû îòñóòñòâóþò.
Ïîäñòàâèì îáùåå ðåøåíèå ϕ

(1)±
2n (ω) = c1e

λ±2nω + c2e
−λ±2nω + ω(eλ±2nω +

e−2λ±2nω0e−λ±2nω) óðàâíåíèÿ

d2ϕ
(1)±
2n

dω2
− (λ±2n)2ϕ

(1)±
2n − 2λ±2nϕ

(0)±
2n = 0 (|ω| < ω0)

â íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ (2.7). Èìååì

e−λ±2nω0c1 + eλ±2nω0c2 = 2ω0e
−λ±2nω0 ,

(eλ±2nω0 + e0)c1 + (eλ±2nω0 + e0)c2 = −ω0(e
λ±2nω0 + e−3λ±2nω0).

(2.11)

Ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (2.11) ðàâåí 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2.11) ðàç-
ðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣∣∣∣∣
e−λ±2nω0 2ω0e

−λ±2nω0

eλ±2nω0 + e0 −ω0(e
λ±2nω0 + e−3λ±2nω0)

∣∣∣∣∣ = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

3eλ±2nω0 + e−3λ±2nω0 + 2e0 = 0.
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (2.10), âûòåêàåò, ÷òî ëèáî eλ±2nω0 = 1, e0 = −2, ëèáî
eλ±2nω0 = −1, e0 = 2. Îäíàêî ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé |e0| 6= 2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè λ = λ±2n ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ íå ñóùåñòâóåò.

II) Ñëó÷àé λ = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
λ = 0 åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (2.6), (2.7) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà e0 = −2. Ïðè ýòîì, åñëè e0 = −2, ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λ = 0 ñîîòâåòñòâóåò îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð ϕ

(0)
0 (ω) = ω + ω0 è îäèí

ïðèñîåäèíåííûé ϕ
(1)
0 (ω) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (2.6), (2.7) èìååò ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ êðàòíîñòè áîëüøå, ÷åì 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |e0| = 2.

3. Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèé
çàäà÷è (2.1), (2.2), óñòàíîâèì äâå ëåììû, îïèñûâàþùèå ðåøåíèÿ îäíî-
ðîäíîé çàäà÷è.

Ëåììà 2.1. Ôóíêöèÿ

U(ω, r) = riλ0

p∑
q=0

1

q!
(i ln r)qϕ(p−q)(ω), (2.12)

ãäå ϕ(s) ∈ W l+2m(b1, b2), s = 0, . . .κ− 1, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé
çàäà÷è (2.1), (2.2) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè λ0 � ñîáñòâåííîå
÷èñëî îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ), à ϕ(0), . . . , ϕ({−1) � æîðäàíîâà öåïî÷êà,
îòâå÷àþùàÿ ýòîìó ÷èñëó; p ≤ κ − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óêàçûâàÿ, êàê è ðàíåå, çàâèñèìîñòü äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ îò ω è Dω, çàïèøåì

P(Dy)U = r−2mP̃(rDr)U = r−2m+iλ0P̃(λ0 + rDr)
p∑

q=0

1
q!

(i ln r)qϕ(p−q) =

r−2m+iλ0

p∑
ν=0

1
ν!

∂ν
λP̃(λ0)

p∑
q=ν

1
(q − ν)!

(i ln r)q−νϕ(p−q).

(2.13)
Àíàëîãè÷íî,

Bσµ(Dy)U = r−mσµ+iλ0

p∑
ν=0

1
ν!

∂ν
λB̃σµ(λ0)

p∑
q=ν

1
(q − ν)!

(i ln r)q−νϕ(p−q).

(2.14)
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Íàêîíåö, ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (BG
σµ(Dy)U)(Gy).

(BG
σµ(Dy)U)(Gy) = r−mσµ+iλ0β−mσµ+iλ0

σ ×

×
p∑

s=0

1

s!
∂s

λB̃
G
σµ(λ0)

p∑
q=s

1

(q − s)!
(i ln r + i ln βσ)q−sϕ(p−q)(ω + ωσ). (2.15)

Ðàñêëàäûâàÿ (i ln r+ i ln βσ)q−s ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà è èñïîëüçóÿ
ñîîòíîøåíèå

β−mσµ+iλ0
σ

ν∑
s=0

1

s!(ν − s)!
∂s

λB̃
G
σµ(λ0)(i ln βσ)ν−s =

1

ν!
∂ν

λ(β−mσµ+iλ
σ B̃G

σµ(λ))|λ=λ0 ,

èç (2.15) ïîëó÷èì

(BG
σµ(Dy)U)(Gy) = r−mσµ+iλ0×

×
p∑

ν=0

1

ν!
∂ν

λ(β−mσµ+iλ
σ B̃G

σµ(λ))|λ=λ0

p∑
q=ν

1

(q − ν)!
(i ln r)q−νϕ(p−q)(ω + ωσ).

(2.16)

Ãðóïïèðóÿ â ðàâåíñòâàõ (2.13), (2.14), (2.16) ñëàãàåìûå ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ i ln r, âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ U óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîé çàäà-
÷å (2.1), (2.2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

k∑

h=0

1

h!
∂h

λL̃(λ0)ϕ
(k−h) = 0, k = 0, . . . , p.

Âñÿêîå ðåøåíèå âèäà (2.12) îäíîðîäíîé çàäà÷è (2.1), (2.2) áóäåì íàçû-
âàòü ñòåïåííûì ðåøåíèåì ïîðÿäêà p, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó
λ0.

Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2 [20], èç ëåììû 2.1 íàñòîÿùåé ðà-
áîòû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2.2. Ïóñòü {ϕ(0,j), . . . , ϕ({j−1,j) : j = 1, . . . , J} � êàíîíè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ), îòâå÷àþ-
ùàÿ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ0. Òîãäà ôóíêöèè

U (k,j)(ω, r) = riλ0

k∑
q=0

1

q!
(i ln r)qϕ(k−q,j)(ω), k = 0, . . . , κj−1, j = 1, . . . , J,

(2.17)
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îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñòåïåííûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà-
÷è (2.1), (2.2), îòâå÷àþùèõ ÷èñëó λ0.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1.2 [20] ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1.3 ãë. 1 è ëåììû 2.2
äàííîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îá àñèìïòîòè÷åñêîì
ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çàäà÷è (2.1), (2.2).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü {f, gσµ} ∈ H l
a(K, γ)∩H l

a1
(K, γ), è ïóñòü ïðÿìûå

Im λ = a1+1−l−2m, Im λ = a+1−l−2m ñâîáîäíû îò ñïåêòðà îïåðàòîð�
ôóíêöèè L̃(λ). Åñëè U � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2) èç ïðîñòðàíñòâà
H l+2m

a (K), òî

U(ω, r) =
N∑

n=1

Jn∑
j=1

{j,n−1∑

k=0

c(k,j)
n U (k,j)

n (ω, r) + U1(ω, r). (2.18)

Çäåñü λ1, . . . , λN � ñîáñòâåííûå ÷èñëà L̃(λ), çàêëþ÷åííûå ìåæäó ïðÿ-
ìûìè Im λ = a1 + 1− l − 2m è Im λ = a + 1− l − 2m;

U (k,j)
n (ω, r) = riλn

k∑
q=0

1

q!
(i ln r)qϕ(k−q,j)

n (ω) (2.19)

� ñòåïåííûå (ïîðÿäêà k) ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è (2.1), (2.2);

{ϕ(0,j)
n , . . . , ϕ({j,n−1,j)

n : j = 1, . . . , Jn}

� êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ),
îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λn, n = 1, . . . , N ; c

(k,j)
n � íåêîòî-

ðûå ïîñòîÿííûå; U1 � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2) èç ïðîñòðàíñòâà
H l+2m

a1
(K).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè a > a1, ôîðìóëà (2.18) äàåò àñèìïòîòèêó ðåøå-
íèÿ U ïðè r → 0, à åñëè a < a1 � àñèìïòîòèêó àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ U
ïðè r →∞.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà (2.18) âåðíà è òîãäà,
êîãäà íà ïðÿìîé Im λ = a + 1− l− 2m åñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîð�
ôóíêöèè L̃(λ). Ìû òðåáóåì, ÷òîáû íà ïðÿìîé Im λ = a + 1 − l − 2m íå
áûëî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ïîñêîëüêó ýòî óñëîâèå èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ïðè
èçó÷åíèè àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (òåîðåìà 2.3).
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Çàìå÷àíèå 2.3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1 è ïîëîñà a1 +1−
l − 2m ≤ Im λ < a + 1− l − 2m íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë L̃(λ), òî
ðåøåíèå U èç òåîðåìû 2.1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H l+2m

a1
(K).

Â ãë. 3, ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòèêè ðåøåíèé â îãðàíè÷åííîé îáëà-
ñòè, äëÿ ïðîñòîòû áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ðåøåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå âå-
ñîâûì ïðîñòðàíñòâàì ñ îäíèì è òåì æå ïîêàçàòåëåì äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè l; ïîýòîìó è ïðè èçó÷åíèè ìîäåëüíûõ çàäà÷ ìû ñ÷èòàåì ïîêàçàòåëü
l íåèçìåííûì. Îäíàêî íåòðóäíî îáîáùèòü ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé, êîãäà
{f, gσµ} ∈ H l

a(K, γ) ∩ H l′
a′(K, γ), l′ 6= l. Íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè òåîðå-

ìû 2.1 è òåîðåìû 1.4 ãë. 2 î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ
çàäà÷ â óãëå äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü {f, gσµ} ∈ H l

a(K, γ)∩H l′
a′(K, γ) è ïóñòü ïðÿìûå

Im λ = a1+1−l−2m, Im λ = a+1−l−2m ñâîáîäíû îò ñïåêòðà îïåðàòîð�
ôóíêöèè L̃(λ). Åñëè U � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2) èç ïðîñòðàíñòâà
H l+2m

a (K), òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà (2.18), ãäå λ1, . . . , λN � ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà L̃(λ), çàêëþ÷åííûå ìåæäó ïðÿìûìè Im λ = a + 1 − l − 2m è
Im λ = a′+1− l′−2m; U1 � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2) èç ïðîñòðàíñòâà
H l′+2m

a′ (K).
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü l′ > l. Èç âëîæåíèÿ H l′

a′(K, γ) ⊂ H l
a1

(K, γ),
ãäå a1 = a′ − (l′ − l), ñëåäóåò, ÷òî {f, gσµ} ∈ H l

a(K, γ) ∩ H l
a1

(K, γ).
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.1, ïîëó÷èì ôîðìóëó (2.18), â êîòîðîé U1 � ðåøåíèå
çàäà÷è (2.1), (2.2) èç ïðîñòðàíñòâà H l+2m

a1
(K). Îòñþäà è èç òåîðåìû 1.4

ãë. 2 ïîëó÷àåì U1 ∈ H l′+2m
a′ (K).

2) Ïóñòü l′ < l. Èç âëîæåíèÿ H l+2m
a (K) ⊂ H l′+2m

a0
(K), ãäå a0 = a −

(l − l′), ñëåäóåò, ÷òî U � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2) èç ïðîñòðàíñòâà
H l′+2m

a0
(K); {f, gσµ} ∈ H l′

a0
(K, γ) ∩ H l′

a′(K, γ). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.1,
ïîëó÷èì ôîðìóëó (2.18), â êîòîðîé U1 � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2) èç
ïðîñòðàíñòâà H l′+2m

a′ (K).

2.2 Ãëàäêîñòü ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ çàäà÷
äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû óñòàíîâèì äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû î ãëàä-
êîñòè ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì λ. Ýòè ëåììû èñïîëüçó-
þòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãëàäêîñòè ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåê-
òîðîâ íåëîêàëüíûõ çàäà÷ (ñì. çàìå÷àíèÿ 2.1 è 2.4).
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Ïóñòü P̃(λ), B̃σµ(λ), B̃G
σµ(λ), B̃σµ(λ) � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû,

îïðåäåëåííûå â � 2.1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

L̃(l)(λ) = {P̃(λ), B̃σµ(λ)} : W l+2m(b1, b2) → W l[b1, b2] = W l(b1, b2)× C2m

(â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåì â îïåðàòîðå ÿâíî óêàçûâàòü çàâèñèìîñòü
îò l). Èññëåäóåì ãëàäêîñòü ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çàäà÷è

L̃(l)(λ)U = {f, gσµ}. (2.20)

Ëåììà 2.3. Ïóñòü U ∈ W l+2m(b1, b2) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.20) c ïðàâîé
÷àñòüþ {f, gσµ} ∈ W l+k[b1, b2]; òîãäà U ∈ W l+2m+k(b1, b2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ U(ω) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì �ëîêàëüíîé� êðàå-
âîé çàäà÷è

P̃(λ)U(ω) = f(ω) (ω ∈ (b1, b2)),

B̃σµ(λ)U(ω)|ω=bσ = g̃σµ, σ = 1, 2; µ = 1, . . . , m.

Çäåñü g̃σµ = gσµ − β
−mσµ+iλ
σ B̃G

σµ(λ)U(ω + ωσ, λ)|ω=bσ ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.1 [19, ãë. 2], ïîëó÷àåì U ∈ W l+2m+k(b1, b2).

Îáîçíà÷èì W l[b1, b2]
∗ = W l(b1, b2)

∗ × C2m.2) Ðàññìîòðèì îïåðàòîð
L̃∗(l)(λ) : W l[b1, b2]

∗ → W l+2m(b1, b2)
∗, ñîïðÿæåííûé ñ îïåðàòîðîì L̃(l)(λ̄)

îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2(b1, b2) × C2m.
Îïåðàòîð L̃∗(l)(λ) äåéñòâóåò íà {ψ, χσµ} ∈ W l[b1, b2]

∗ ïî ôîðìóëå

< ϕ, L̃∗(l)(λ){ψ, χσµ} >=< P̃(λ̄)ϕ, ψ > +
∑
σ=1,2

m∑
µ=1

(B̃σµ(λ̄)ϕ, χσµ

)
C

äëÿ âñåõ ϕ ∈ W l+2m(b1, b2).
Äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ãëàäêîñòè ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé

íåëîêàëüíîé çàäà÷è
L̃∗(l)(λ){V , Wσµ} = Ψ (2.21)

(ñð. ñ òåîðåìîé 1.15 ãë. 1).
2)Ïðîñòðàíñòâî W l(b1, b2)∗ ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì

W−l
[b1, b2]

(R) ïðîñòðàíñòâà W−l(R), ñîñòîÿùèì èç ðàñïðåäåëåíèé ñ íîñèòåëÿìè, ñîäåð-
æàùèìèñÿ â [b1, b2] (ñì. çàìå÷àíèå 12.4 [19, ãë. 1, � 12.6]).
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Ëåììà 2.4. Ïóñòü {V , Wσµ} ∈ W l[b1, b2]
∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (2.21) c

ïðàâîé ÷àñòüþ Ψ ∈
{

W 2m−k(b1, b2)
∗, åñëè 0 < k < 2m,

W−2m+k(b1, b)⊕W−2m+k(b, b2), åñëè k ≥ 2m.

Òîãäà V ∈ W k(b1, b)⊕W k(b, b2).
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü âíà÷àëå l = 0. Îáîçíà÷èì L̃(λ) = L̃(0)(λ),
L̃∗(λ) = L̃∗(0)(λ).

a) Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð L̃∗G(λ) : L2(b1, b2)×C2m×C2m →
W 2m(b1, b2)

∗, äåéñòâóþùèé íà {V , Wσµ, W ′
σµ} ïî ôîðìóëå

< U , L̃∗G(λ){V , Wσµ, W ′
σµ} >= (P̃(λ)U , V)(b1, b2)+

+
∑
σ=1,2

m∑
µ=1

(B̃σµ(λ)U|ω=bσ , Wσµ)C+
∑
σ=1,2

m∑
µ=1

(β−mσµ+iλ
σ B̃G

σµ(λ)U|ω=b, W ′
σµ)C

äëÿ âñåõ U ∈ W 2m(b1, b2). Î÷åâèäíî,

L̃∗G(λ){V , Wσµ, Wσµ} = L̃∗(λ){V , Wσµ}.
Ââåäåì áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ζσ(ω) (σ = 1, 2), ζ(ω),
ζσ(ω) = 1 ïðè |bσ − ω| < |bσ − b|/4, ζσ(ω) = 0 ïðè |bσ − ω| > |bσ − b|/2;

ζ(ω) = 1− ζ1(ω)− ζ2(ω).

b) Ïîëîæèì k = 1. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå L̃∗G(λ)(ζ1{V , Wσµ, Wσµ}).
Èìååì

< U , L̃∗G(λ)(ζ1{V , Wσµ, Wσµ}) >=

= (P̃(λ)U , ζ1V)(b1, b2) +
m∑

µ=1

(B̃1µ(λ)U|ω=b1 , W1µ)C

äëÿ âñåõ U ∈ W 2m(b1, b2). Òàêèì îáðàçîì, óìíîæàÿ {V , Wσµ, Wσµ} íà
ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ ζ1 (ðàâíóþ íóëþ âáëèçè òî÷åê b, b2), ìû �çàíóëÿ-
åì� íåëîêàëüíûå ñëàãàåìûå â îïåðàòîðå L∗G(λ) è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó �ëîêàëüíîé� êðàåâîé çàäà÷è.

Ïîñêîëüêó k = 1, èìååì

ζ1L̃∗G(λ){V , Wσµ, Wσµ} = ζ1L̃∗(λ){V , Wσµ} ∈ W 2m−1(b1, b2)
∗,

ãäå V ∈ L2(b1, b2). Îòñþäà è èç ôîðìóëû Ëåéáíèöà âûòåêàåò, ÷òî
L̃∗G(λ)(ζ1{V , Wσµ, Wσµ}) ∈ W 2m−1(b1, b2)

∗. Ïîýòîìó, â ñèëó òåîðå-
ìû 5.1 [19, ãë. 2] î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè ðåøåíèé �ëîêàëüíûõ� êðàåâûõ
çàäà÷, ïîëó÷àåì ζ1V ∈ W 1(b1, b2).
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Àíàëîãè÷íî, ζ2V ∈ W 1(b1, b2).
c) Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå L̃∗G(λ)(ζ{V , Wσµ, Wσµ}). Èìååì

< U , L̃∗G(λ)(ζ{V , Wσµ, Wσµ}) >= (P̃(λ)U , ζV)(−∞, b)

äëÿ âñåõ U ∈ C∞
0 (−∞, b),

ãäå V(ω) ïðîäîëæåíà íóëåì ïðè ω ≤ b1. Òàêèì îáðàçîì, óìíîæàÿ
{V , Wσµ, Wσµ} íà ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ ζ (ðàâíóþ íóëþ âáëèçè òî÷åê
b1, b2) è ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå ïðîáíûõ ôóíêöèè U ∈ C∞

0 (−∞, b), ìû
�çàíóëÿåì� êàê êðàåâûå, òàê ñîîòâåòñòâåííî è íåëîêàëüíûå ñëàãàåìûå â
îïåðàòîðå L∗G(λ), ïîëó÷àÿ â ðåçóëüòàòå ê çàäà÷ó íà ïîëóïðÿìîé.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, L̃∗G(λ)(ζ{V , Wσµ, Wσµ}) ∈
W−2m+1(−∞, b). 3) Îòñþäà, èç ýëëèïòè÷íîñòè îïåðàòîðà P̃(λ) è
ñîîòíîøåíèÿ V ∈ L2(−∞, b) âûòåêàåò, ÷òî îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ
d2m(ζV)
dω2m ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W−2m+1(−∞, b). Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî ëåììå 12.3 [19, ãë. 1], ζV ∈ W 1(−∞, b). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ζV ∈ W 1(b, +∞), ÷òî ñîâìåñòíî ñ ï. 2) äîêàçàòåëüñòâà äàåò
V ∈ W 1(b1, b)⊕W 1(b, b2).

Ïîâòîðÿÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èì,
÷òî V ∈ W k(b1, b)⊕W k(b, b2).

2) Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî l ≥ 0. Èç ëåììû 2.3
ñëåäóåò, ÷òî

R(L̃(l)(λ)) = R(L̃(0)(λ)) ∩W l[b1, b2]. (2.22)

Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 1.8 ãë. 1, R(L̃(l)(λ)) çàìêíóò, à codimR(L̃(l)(λ))
êîíå÷íà. Îòñþäà è èç (2.22) ñëåäóåò, ÷òî âëîæåíèå W l[b1, b2] â
W 0[b1, b2] èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ìåæäó ôàêòîðïðîñòðàíñòâàìè
W l[b1, b2]/R(L̃(l)(λ)) è W 0[b1, b2]/R(L̃(0)(λ)).

Òàêèì îáðàçîì, codimR(L̃(l)(λ)) = codimR(L̃(0)(λ)), à çíà÷èò
dim ker L̃∗(l)(λ) = dim ker L̃∗(0)(λ). Îòñþäà è èç î÷åâèäíîãî âëîæåíèÿ
ker L̃∗(0)(λ) ⊂ ker L̃∗(l)(λ) ïîëó÷àåì, ÷òî ker L̃∗(l)(λ) = ker L̃∗(0)(λ).

Äàëåå, ïîñêîëüêó Ψ ∈ R(L̃∗(l)(λ)),

< U , Ψ >= 0 äëÿ âñåõ U ∈ ker L̃(l)(λ).

3)W−s(−∞, b), s ≥ 0, åñòü ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ñ W̊ s(−∞, b), ãäå W̊ s(−∞, b)

� çàìûêàíèå ìíîæåñòâà C∞0 (−∞, b) ïî íîðìå ‖v‖ =

(
s∑

j=0

b∫
−∞

∣∣∣∣ djv
dωj

∣∣∣∣
2

dω

)1/2

.
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Íî èç ëåììû 2.3 âûòåêàåò, ÷òî ker L̃(l)(λ) = ker L̃(0)(λ); ïîýòîìó

< U , Ψ >= 0 äëÿ âñåõ U ∈ ker L̃(0)(λ).

Ñëåäîâàòåëüíî Ψ ∈ R(L̃∗(0)(λ)), òàê êàê Ψ ∈ W 2m(b1, b2)
∗ ïî ïðåäïîëî-

æåíèþ. Ïóñòü {f, gσµ} ∈ W 0[b1, b2]
∗ = W 0[b1, b2] � íåêîòîðîå ðåøåíèå

çàäà÷è L̃∗(0)(λ){f, gσµ} = Ψ. Ïî äîêàçàííîìó, f ∈ W k(b1, b)⊕W k(b, b2).
Î÷åâèäíî, {f, gσµ} ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì çàäà÷è L̃∗(l)(λ){f, gσµ} =

Ψ; ñëåäîâàòåëüíî

{V , Wσµ} − {f, gσµ} ∈ ker L̃∗(l)(λ) = ker L̃∗(0)(λ).

Çíà÷èò, V òàêæå ïðèíàäëåæèò W k(b1, b)⊕W k(b, b2).

2.3 Ñîïðÿæåííûå íåëîêàëüíûå çàäà÷è â óã-
ëå

1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñòîÿííûõ c
(k,j)
ν â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå (2.18)

íàì ïîòðåáóþòñÿ îïåðàòîðû, ñîïðÿæåííûå ñ îïåðàòîðàìè íåëîêàëüíûõ
çàäà÷.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L̃∗(λ) : W l[b1, b2]
∗ → W l+2m(b1, b2)

∗, 4) ñîïðÿ-
æåííûé ñ îïåðàòîðîì L̃(λ̄) îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ â L2(b1, b2)×C2m. Òàê æå êàê è â � 2.2, îïåðàòîð L̃∗(λ) äåéñòâóåò
íà {ψ, χσµ} ∈ W l[b1, b2]

∗ ïî ôîðìóëå

< ϕ, L̃∗(λ){ψ, χσµ} >=< P̃(λ̄)ϕ, ψ > +
∑
σ=1,2

m∑
µ=1

(B̃σµ(λ̄)ϕ, χσµ)C

äëÿ âñåõ ϕ ∈ W l+2m(b1, b2).
Ïðåæäå âñåãî ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå, àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèþ 2.1.

Çàìå÷àíèå 2.4. Ñîáñòâåííûé è ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû
{ψ(0), χ

(0)
σµ}, . . . , {ψ({−1), χ

({−1)
σµ } îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃∗(λ), îòâå÷à-

þùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ̄0, óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì
ν∑

q=0

1

q!
∂q

λL̃∗(λ̄0) {ψ(ν−q), χ(ν−q)
σµ } = 0, ν = 0, . . . , κ − 1. (2.23)

4)Ñì. ñíîñêó íà ñòð. 91.
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Èç ðàâåíñòâ (2.23) è ëåììû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû
ψ(0), . . . , ψ({−1) ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà
L̃∗(λ) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè íà îòðåçêàõ [b1, b]
è [b, b2].

Îáîçíà÷èì H l
a(K, γ)∗ = H l

a(K)∗ × ∏
σ=1,2

m∏
µ=1

H
l+2m−mσµ−1/2
a (γσ)∗. Ïóñòü

L∗ : H l
a(K, γ)∗ → H l+2m

a (K)∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ñ L îòíîñèòåëüíî
ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2(K)× ∏

σ=1,2

m∏
µ=1

L2(γσ). Îïåðàòîð

L∗ äåéñòâóåò íà {V , Wσµ} ∈ H l
a(K, γ)∗ ïî ôîðìóëå

< U , L∗{V , Wσµ} >=< P(Dy)U , V > +
∑
σ=1,2

m∑
µ=1

< Bσµ(Dy)U , Wσµ >

(2.24)
äëÿ âñåõ U ∈ H l+2m

a (K).
Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

L∗{V , Wσµ} = 0. (2.25)

Ëåììà 2.5. Ôóíêöèÿ

{V , Wσµ} =
{

riλ̄0+2m−2

p∑
q=0

1

q!
(i ln r)qψ(p−q), riλ̄0+mσµ−1

p∑
q=0

1

q!
(i ln r)qχ(p−q)

σµ

}
,

(2.26)
ãäå {ψ(s), χ(s)} ∈ W l[b1, b2]

∗, s = 0, . . .κ−1, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (2.25) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè λ̄0 � ñîáñòâåí-
íîå ÷èñëî îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃∗(λ), à {ψ(0), χ

(0)
σµ}, . . . , {ψ({−1), χ

({−1)
σµ }

� æîðäàíîâà öåïî÷êà, îòâå÷àþùàÿ ýòîìó ÷èñëó; p ≤ κ − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.4, ôóíêöèè ψ(s), s = 0, . . . p,
ïðèíàäëåæàò L2(b1, b2); ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ U ∈ C∞

0 (K̄ \ {0}) âûïîëíÿ-
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åòñÿ òîæäåñòâî

< U , L∗{V , Wσµ} >=

=

b2∫

b1

∞∫

0

r−1P̃(rDr)U · riλ̄0

p∑
q=0

1

q!
(i ln r)qψ(p−q) dr dω+

+

∞∫

0

∑
σ=1,2

m∑
µ=1

r−1B̃σµ(rDr)U|ω=bσ · riλ̄0

p∑
q=0

1

q!
(i ln r)qχ

(p−q)
σµ dr+

+

∞∫

0

∑
σ=1,2

m∑
µ=1

r−1B̃G
σµ(rDr)U|ω=b×

× riλ̄0β
−mσµ−iλ̄0
σ

p∑
q=0

1

q!
(i ln β−1

σ + i ln r)qχ
(p−q)
σµ dr (2.27)

(åñëè â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïîëîæèòü r′ = rβ−1
σ , òî ïîëó÷èì â òî÷íîñòè

ôîðìóëó (2.24)).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç δb′ = δb′(ω) äåëüòà�ôóíêöèþ ñ íîñèòåëåì â òî÷êå b′

(b1 ≤ b′ ≤ b2). Ïóñòü P̃∗(λ), B̃∗
σµ(λ) è (B̃G

σµ)∗(λ) � îïåðàòîðû, ôîðìàëüíî
ñîïðÿæåííûå ñ P̃(λ̄), B̃σµ(λ̄) è B̃G

σµ(λ̄) ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâà âèäà

b2∫

b1

Dωϕ · ψ(p−q) dω =< ϕ, Dωψ(p−q) >,

Dωϕ|ω=b′ · χ(p−q) =< ϕ, Dω(χ(p−q) ⊗ δb′) >

(äëÿ ϕ ∈ W l(b1, b2)) ïîðîæäàþò ôóíêöèîíàëû Dωψ(p−q) è Dω(χ(p−q) ⊗
δb′) èç ïðîñòðàíñòâà W l(b1, b2)

∗. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóÿ â (2.27) ïî
÷àñòÿì (ïðè ôèêñèðîâàííûõ ω) è ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè

P̃∗(rDr)
(
riλ̄0

p∑
q=0

1

q!
(i ln r)qψ(p−q)

)
=

= riλ̄0

p∑
ν=0

1

ν!
∂ν

λP̃∗(λ̄0)

p∑
q=ν

1

(q − ν)!
(i ln r)q−νψ(p−q),
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B̃∗
σµ(rDr)

(
riλ̄0

p∑
q=0

1
q!

(i ln r)qχ
(p−q)
σµ ⊗ δbσ

)
=

= riλ̄0

p∑
ν=0

1
ν!

∂ν
λB̃∗

σµ(λ̄0)
( p∑

q=ν

1
(q − ν)!

(i ln r)q−νχ
(p−q)
σµ ⊗ δbσ

)
,

(B̃G
σµ)∗(rDr)

(
riλ̄0β

−mσµ−iλ̄0
σ

p∑
q=0

1
q!

(i ln β−1
σ + i ln r)qχ

(p−q)
σµ ⊗ δb

)
=

= riλ̄0

p∑
ν=0

1
ν!

∂ν
λ(β

−mσµ−iλ
σ (B̃G

σµ)∗(λ))|λ=λ̄0

( p∑
q=ν

1
(q − ν)!

(i ln r)q−νχ
(p−q)
σµ ⊗ δb

)

(êîòîðûå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâàì (2.13), (2.14), (2.16)), çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ {V , Wσµ} óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíå-
íèþ (2.25) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

k∑

h=0

1

h!
∂h

λL̃∗(λ̄0){ψ(k−h), χ(k−h)
σµ } = 0, k = 0, . . . , p

(ñð. ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 2.1).
Âñÿêîå ðåøåíèå âèäà (2.26) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.25) áóäåì íàçû-

âàòü ñòåïåííûì ðåøåíèåì ïîðÿäêà p, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó
λ̄0.

2. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñïåöèàëüíûé âûáîð æîðäàíîâûõ
öåïî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì áèîðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè.
Òàêèå öåïî÷êè îïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå.
Ëåììà 2.6. Ïóñòü ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ0 îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ) îò-
âå÷àåò êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê

{ϕ(0,j), . . . , ϕ({j−1,j) : j = 1, . . . , J}.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê

{
{ψ(0,j), χ(0,j)

σµ }, . . . , {ψ({j−1,j), χ({j−1,j)
σµ } : j = 1, . . . , J

}

îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃∗(λ), îòâå÷àþùàÿ ÷èñëó λ̄0, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿ

ν∑
p=0

k∑
q=0

1
(ν + k + 1− p− q)!

{
(∂ν+k+1−p−q

λ P̃(λ0)ϕ
(q,ξ), ψ(p,ζ))(b1, b2)+

+
∑

σ=1,2

m∑
µ=1

(∂ν+k+1−p−q
λ B̃σµ(λ0)ϕ

(q,ξ), χ
(p,ζ)
σµ )C

}
= δξ,ζδ{ξ−k−1,ν ,

(2.28)
ãäå ζ, ξ = 1, . . . , J ; ν = 0, . . . , κζ − 1; k = 0, . . . , κξ − 1; δp,q � ñèìâîë
Êðîíåêåðà.



� 98 �

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.8 ãë. 1, λ0 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íûì ÷èñëîì îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ), òî åñòü dim ker L̃(λ0) < ∞,
codimR(L̃(λ0)) < ∞ è âñå òî÷êè íåêîòîðîãî ïðîêîëîòîãî êðóãà 0 <
|λ− λ0| < ρ (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ρ) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè äëÿ L̃(λ);
ïîýòîìó íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç ëåììû 2.1 [20].

2.4 Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ â àñèìïòî-
òèêå ðåøåíèÿ íåëîêàëüíîé çàäà÷è â óãëå

1. Â äàííîì ïàðàãðàôå âûâîäÿòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ c

(k,j)
n â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå (2.18). Âíà÷àëå ìû âû÷èñëèì êîýô-

ôèöèåíòû ïðè ïîìîùè ñòåïåííûõ ðåøåíèé {V , Wσµ} îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (2.25), à çàòåì ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ â òåðìèíàõ
ôîðìóëû Ãðèíà.

Ïóñòü λ̄n � ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃∗(λ), çàêëþ÷åííîå
ìåæäó ïðÿìûìè Im λ = a1 + 1 − l − 2m è Im λ = a + 1 − l − 2m (ñì.
òåîðåìó 2.1), è ïóñòü

{
{ψ(0,j)

n , χ(0,j)
σµ,n}, . . . , {ψ({j,n−1,j)

n , χ({j,n−1,j)
σµ,n } : j = 1, . . . , Jn

}

� æîðäàíîâû öåïî÷êè L̃∗(λ), îòâå÷àþùèå ÷èñëó λ̄n è ñîñòàâëÿþùèå êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ðàññìîòðèì ñòåïåííûå ðåøåíèÿ (ïîðÿäêà ν) óðàâ-
íåíèÿ (2.25)

{V (ν,j)
n , W(ν,j)

σµ,n} =

=
{

riλ̄n+2m−2

ν∑
q=0

1

q!
(i ln r)qψ(ν−q,j)

n , riλ̄n+mσµ−1

ν∑
q=0

1

q!
(i ln r)qχ(ν−q,j)

σµ,n

}
,

(2.29)
ãäå ν = 0, . . . , κj,n − 1.
Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1; òîãäà êîýôôèöè-
åíòû c

(k,j)
n èç (2.18) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

c(k,j)
n =

(
f, iV({j,n−k−1,j)

n

)
K

+
∑
σ=1,2

m∑
µ=1

(
gσµ, iW({j,n−k−1,j)

σµ,n

)
γσ

, (2.30)

ãäå {V(ν,j)
n , W(ν,j)

σµ,n} � âåêòîð, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (2.29), ïðè÷åì
æîðäàíîâû öåïî÷êè

{ϕ(0,j)
n , . . . , ϕ({j,n−1,j)

n : j = 1, . . . , Jn},
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{
{ψ(0,j)

n , χ(0,j)
σµ,n}, . . . , {ψ({j,n−1,j)

n , χ({j,n−1,j)
σµ,n } : j = 1, . . . , Jn

}
,

ôèãóðèðóþùèå â (2.19) è (2.29), ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì (2.28) áèîðòîãî-
íàëüíîñòè è íîðìèðîâêè.

Òåîðåìà 2.2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 3.1 [20]. Ïðè ýòîì èñ-
ïîëüçóþòñÿ ëåììû 2.5 è 2.6 äàííîé ãëàâû.

Çàìå÷àíèå 2.5. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.4, ôóíêöèè ψ
(ν,j)
n ïðèíàäëåæàò

ïðîñòðàíñòâó L2(b1, b2). Îòñþäà è èç ðàâåíñòâ (2.29) è (2.30) âûòåêàåò,
÷òî åñëè {f, gσµ} ∈ H l

a(K, γ) ∩ H l
a1

(K, γ) è a1 + 1 − l − 2m < Im λn <
a + 1− l − 2m, òî èìååò ìåñòî îöåíêà

|c(k,j)
n | ≤ c(‖{f, gσµ}‖Hl

a(K, γ) + ‖{f, gσµ}‖Hl
a1

(K, γ)).

Ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòèêè ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ çàäà÷ â îãðàíè÷åí-
íûõ îáëàñòÿõ (à èìåííî, ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ â àñèìïòîòèêå)
ïîòðåáóþòñÿ ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé ñîïðÿ-
æåííîé çàäà÷è

L∗{V , Wσµ} = Ψ. (2.31)
Ïðè ïîìîùè òåîðåì 2.1, 2.2 è ñîîáðàæåíèé äâîéñòâåííîñòè äîêàæåì ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü Ψ ∈ H l+2m
a (K)∗ ∩ H l+2m

a1
(K)∗, è ïóñòü ïðÿìûå

Im λ = a1 + 1 − l − 2m, Im λ = a + 1 − l − 2m ñâîáîäíû îò ñïåêòðà
îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ). Åñëè {V , Wσµ} � ðåøåíèå çàäà÷è (2.31) èç
ïðîñòðàíñòâà H l

a1
(K, γ)∗, òî

{V , Wσµ} =
N∑

n=1

Jn∑
j=1

{j,n−1∑

k=0

d(k,j)
n {V (k,j)

n , W(k,j)
σµ,n}+ {V, Wσµ}. (2.32)

Çäåñü λ1, . . . , λN � ñîáñòâåííûå ÷èñëà L̃(λ), çàêëþ÷åííûå ìåæäó ïðÿ-
ìûìè Im λ = a1 + 1 − l − 2m è Im λ = a + 1 − l − 2m; {V (k,j)

n , W(k,j)
σµ,n} �

âåêòîðû, îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (2.29); d
(k,j)
n � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå;

{V, Wσµ} � ðåøåíèå çàäà÷è (2.31) èç ïðîñòðàíñòâà H l
a(K, γ)∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ {f, gσµ} ∈ C∞
0 (K̄ \ {0}) ×

∏
σ=1,2

m∏
µ=1

C∞
0 (γσ). Î÷åâèäíî, {f, gσµ} ∈ H l

a(K, γ) ∩H l
a1

(K, γ).
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3 ãë. 1, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ U1 ∈ H l+2m, N
a1

(K),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ LU1 = {f, gσµ}. Îòñþäà è èç (2.31) ïîëó-
÷àåì

< {f, gσµ}, {V , Wσµ} >=< LU1, {V , Wσµ} >=< U1, Ψ > . (2.33)

Çäåñü ïåðâûå è âòîðûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ïîëóòîðàëèíåéíûå ôîðìû íà
ïàðå ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ H l

a1
(K, γ), H l

a1
(K, γ)∗, à òðåòüè ñêîáêè

� íà ïàðå H l+2m, N
a1

(K), H l+2m, N
a1

(K)∗.
Äàëåå, èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò

< U1, Ψ >=< U , Ψ > +
N∑

n=1

Jn∑
j=1

{j,n−1∑

k=0

c(k,j)
n < U (k,j)

n , Ψ > .

Çäåñü U ∈ H l+2m, N
a (K) � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

LU = {f, gσµ}; ïåðâûå ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îáîçíà-
÷àþò ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó íà ïàðå ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ
H l+2m, N

a (K), H l+2m, N
a (K)∗, à âòîðûå ñêîáêè � äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà

Ψ ∈ H l+2m
a (K)∗ ∩H l+2m

a1
(K)∗ íà ôóíêöèþ U (k,j)

n . Â ñèëó òåîðåìû 2.2, ïî-
ñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

< U1, Ψ >=< U , Ψ > +

+
N∑

n=1

Jn∑
j=1

{j,n−1∑

k=0

d
({j,n−k−1,j)
n < {f, gσµ}, {V({j,n−k−1,j)

n , W({j,n−k−1,j)
σµ,n } >=

=< U , Ψ > + < {f, gσµ},
N∑

n=1

Jn∑
j=1

{j,n−1∑

k=0

d(k,j)
n {V(k,j)

n , W(k,j)
σµ,n} > . (2.34)

Çäåñü d
({j,n−k−1,j)
n = −i < U (k,j)

n , Ψ > .
Ïîñêîëüêó, â ñèëó òåîðåìû 1.3, îïåðàòîð L∗ åñòü èçîìîðôèçì èç

H l+2m
a (K)∗ íà H l

a(K, γ)∗, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ {V, Wσµ} ∈ H l
a(K, γ)∗,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ L∗{V, Wσµ} = Ψ. Îòñþäà, èç (2.33) è (2.34)
ïîëó÷àåì

< {f, gσµ}, {V , Wσµ} − {V, Wσµ}−

−
N∑

n=1

Jn∑
j=1

{j,n−1∑

k=0

d(k,j)
n {V(k,j)

n , W(k,j)
σµ,n} >= 0. (2.35)
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Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç (2.35) è ïðîèçâîëüíîñòè âû-
áîðà {f, gσµ} ∈ C∞

0 (K̄ \ {0})× ∏
σ=1,2

m∏
µ=1

C∞
0 (γσ).

2. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çà-
äà÷. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìíîæåñòâî γ = {y : ϕ = b}, ÿâëÿþùååñÿ íîñèòåëåì
íåëîêàëüíûõ äàííûõ â çàäà÷å (2.1), (2.2). Îáîçíà÷èì K1 = {y : b1 < ϕ <
b}, K2 = {y : b < ϕ < b2}. Äëÿ çàäàííûõ â K ôóíêöèé V(y) áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç Vσ(y) èõ ñóæåíèÿ íà Kσ, σ = 1, 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî V
ïðèíàäëåæèò C∞(K̄ \ {0}), åñëè Vσ ïðèíàäëåæàò C∞(K̄σ \ {0}), σ = 1, 2.

Îïèñûâàÿ ôîðìóëó Ãðèíà â óãëå K, äëÿ êðàòêîñòè íå áóäåì óêà-
çûâàòü çàâèñèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îò Dy. Îáîçíà÷èì
÷åðåç P∗ îïåðàòîð, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé ñ P . Ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 1.7 ãë. 1, ìîæíî âûáðàòü (íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì) 1) ñèñòåìó íîð-
ìàëüíûõ íà γσ îïåðàòîðîâ {B′

σµ}m
µ=1 ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è

ïîðÿäêàìè 2m − 1 −m′
σµ, äîïîëíÿþùóþ {Bσµ}m

µ=1 äî ñèñòåìû Äèðèõëå
ïîðÿäêà 2m íà γσ

5); 2) ñèñòåìó {Bµ, B′
µ}m

µ=1, ÿâëÿþùóþñÿ ñèñòåìîé Äè-
ðèõëå ïîðÿäêà 2m íà γ, òàêóþ, ÷òî ïîðÿäêè îïåðàòîðîâ Bµ è B′

µ ðàâíû
2m− µ è m− µ ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè ýòîò âûáîð ñäåëàí, òî ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðà-
òîðû Cσµ, C ′

σµ, Tν è T G
σν (σ = 1, 2; µ = 1, . . . , m; ν = 1, . . . , 2m)

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
I) ïîðÿäêè îïåðàòîðîâ Cσµ, C ′

σµ, Tν è T G
σν ðàâíû m′

σµ, 2m−1−mσµ, ν−1
è ν − 1 ñîîòâåòñòâåííî; II) ñèñòåìà {Cσµ}m

µ=1 íàêðûâàåò îïåðàòîð P∗ íà
γσ è äîïîëíÿåò {C ′

σµ}m
µ=1 äî ñèñòåìû Äèðèõëå ïîðÿäêà 2m íà γσ, ñèñòåìà

{Tν}2m
ν=1 åñòü ñèñòåìà Äèðèõëå ïîðÿäêà 2m íà γ; III) äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé

U ∈ C∞
0 (K̄ \ {0}), V ∈ C∞(K̄σ \ {0}) èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ãðèíà

(PU , V)Kσ +
∑
σ=1,2

m∑
µ=1

(BσµU , C ′
σµVσ|γσ)γσ +

m∑
µ=1

(BµU|γ, TµV)γ =

=
∑
σ=1,2

(U , P∗Vσ)Kσ +
∑
σ=1,2

m∑
µ=1

(B′
σµU|γσ , CσµVσ|γσ)γσ+

+
m∑

µ=1

(B′
µU|γ, Tm+µV)γ. (2.36)

5)Îïðåäåëåíèå ñèñòåìû Äèðèõëå ñì. â [19, ãë. 2, ï. 2.2].
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Çäåñü
TνV ≡ TνV1|γ − TνV2|γ +

∑

k=1,2

(T G
kνVk)(G−1

k y)|γ,

ãäå G−1
k � îïåðàòîð ïîâîðîòà íà óãîë −ωk è ðàñòÿæåíèÿ â 1/βk ðàç â

ïëîñêîñòè {y} (k = 1, 2; ν = 1, . . . , 2m).
Ôîðìóëà (2.36) ïîðîæäàåò çàäà÷ó, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííóþ ê çàäà-

÷å (2.1), (2.2):
P∗(Dy)Vσ = fσ(y) (y ∈ Kσ; σ = 1, 2), (2.37)

Cσµ(Dy)V ≡ Cσµ(Dy)Vσ|γσ = gσµ(y) (y ∈ γσ; σ = 1, 2; µ = 1, . . . , m),
(2.38)

Tν(Dy)V ≡ Tν(Dy)V1|γ − Tν(Dy)V2|γ+
+

∑
k=1,2

(T G
kν(Dy)Vk)(G−1

k y)|γ = hν(y) (y ∈ γ; ν = 1, . . . , 2m). (2.39)

Çàäà÷à (2.37)�(2.39) åñòü íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à òðàíñìèññèè â ïëîñêîì óã-
ëå K (ñì. � 1.5 ãë. 1).

Äëÿ çàäàííûõ íà èíòåðâàëå (b1, b2) ôóíêöèé Ṽ(ω) áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç Ṽ1(ω) è Ṽ2(ω) èõ ñóæåíèÿ íà èíòåðâàëû (b1, b) è (b, b2) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Ṽ ïðèíàäëåæèò C∞([b1, b2]), åñëè Ṽ1 ïðè-
íàäëåæàò C∞([b1, b]), Ṽ2 ïðèíàäëåæàò C∞([b, b2]).

Çàïèøåì âñå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ôèãóðèðóþùèå â (2.36),
â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (îïóñêàÿ ω è Dω): P(Dy) = r−2mP̃(rDr),
Bσµ(Dy) = r−mσµB̃σµ(rDr) è ò. ï. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.9 ãë. 1, äëÿ ëþ-
áûõ ôóíêöèé Ũ ∈ C∞([b1, b2]), Ṽ ∈ C∞([b1, b2]) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà Ãðèíà ñ ïàðàìåòðîì λ:

(P̃(λ)Ũ , Ṽ)(b1, b2)+

+
∑
σ=1,2

m∑
µ=1

(B̃σµ(λ)Ũ , C̃ ′
σµ(λ′)Ṽσ|ω=bσ)C +

m∑
µ=1

(B̃µ(λ)Ũ |ω=b, T̃µ(λ′)Ṽ)C =

= (Ũ , P̃∗(λ′)Ṽ1)(b1, b) + (Ũ , P̃∗(λ′)Ṽ2)(b, b2)+

+
∑
σ=1,2

m∑
µ=1

(B̃′
σµ(λ)Ũ |ω=bσ , C̃σµ(λ′)Ṽσ|ω=bσ)C+

m∑
µ=1

(B̃′
µ(λ)Ũ |ω=b, T̃m+µ(λ′)Ṽ)C.

(2.40)

Çäåñü λ′ = λ̄− 2i(m− 1);

T̃ν(λ
′)Ṽ = T̃ν(λ

′)Ṽ1(ω)|ω=b − T̃ν(λ
′)Ṽ2(ω)|ω=b+

+
∑

k=1,2

β
−iλ′+(ν−1)
k T̃ G

kν(λ
′)Ṽk(ω − ωk)|ω=b.
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Ôîðìóëà (2.40) ïîðîæäàåò íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó òðàíñìèññèè ñ ïàðà-
ìåòðîì λ (ñì. � 1.5 ãë. 1), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð�ôóíêöèÿ

M̃(λ) : W l+2m(b1, b)⊕W l+2m(b, b2) → (W l(b1, b)⊕W l(b, b2))×C2m×C2m,

äåéñòâóþùàÿ ïî ôîðìóëå

M̃(λ)Ṽ = {z̃, C̃σµ(λ)Ṽ , T̃ν(λ)Ṽ}.

Çäåñü z̃(ω) = P̃∗(λ)Ṽ1(ω) ïðè ω ∈ (b1, b), z̃(ω) = P̃∗(λ)Ṽ2(ω) ïðè
ω ∈ (b, b2); C̃σµ(λ)Ṽ = C̃σµ(λ)Ṽσ(ω)|ω=ωσ (σ = 1, 2; µ = 1, . . . , m);
T̃ν(λ)Ṽ = T̃ν(λ)Ṽ1(ω)|ω=b − T̃ν(λ)Ṽ2(ω)|ω=b +

∑
k=1,2

β
−iλ+(ν−1)
k T̃ G

kν(λ)Ṽk(ω −
ωk)|ω=b (ν = 1, . . . , 2m). Îòìåòèì, ÷òî ìû íå ìîæåì îïðåäåëèòü z̃
ôîðìóëîé z̃(ω) = P̃∗(λ)Ṽ(ω) ïðè ω ∈ (b1, b2), òàê êàê ôóíêöèÿ Ṽ ∈
W l+2m(b1, b)⊕W l+2m(b, b2) ìîæåò èìåòü ðàçðûâ â òî÷êå ω = b.

3. Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó æîðäàíîâûìè öåïî÷êàìè îïåðàòîð�
ôóíêöèé L̃∗(λ) è M̃(λ). Ïîëîæèì

C̃ ′σµ(λ)Ṽ = C̃ ′
σµ(λ)Ṽσ(ω)|ω=bσ .

Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.5 [24, ãë. 1], ïîëó÷èì ïðè ïî-
ìîùè ôîðìóëû Ãðèíà (2.40) è çàìå÷àíèÿ 2.4 ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.7. Âåêòîðû {ψ(0), χ
(0)
σµ}, . . . , {ψ({−1), χ

({−1)
σµ } îáðàçóþò æîð-

äàíîâó öåïî÷êó îïåðàòîðà L̃∗(λ), îòâå÷àþùóþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ̄0,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû ψ(0), . . . , ψ({−1) îáðàçóþò æîð-
äàíîâó öåïî÷êó îïåðàòîðà M̃(λ), îòâå÷àþùóþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ̄0−
2i(m− 1) è âåêòîðû ψ(k) è χ

(k)
σµ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

χ(k)
σµ =

k∑
r=0

1

r!
∂r

λC̃ ′σµ(λ̄0 − 2i(m− 1))ψ(k−r).

Êîìáèíèðóÿ ëåììû 2.6 è 2.7, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå áèîðòî-
ãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè æîðäàíîâûõ öåïî÷åê â òåðìèíàõ ôîðìóëû
Ãðèíà.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ0 îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ) îò-
âå÷àåò êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê

{ϕ(0,j), . . . , ϕ({j−1,j) : j = 1, . . . , J}.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê

{ψ(0,j), . . . , ψ({j−1,j) : j = 1, . . . , J}

îïåðàòîð�ôóíêöèè M̃(λ), îòâå÷àþùàÿ ÷èñëó λ̄0−2i(m−1), ÷òî âûïîë-
íÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

ν∑
p=0

k∑
q=0

1
(ν + k + 1− p− q)!

{
(∂ν+k+1−p−q

λ P̃(λ0)ϕ
(q,ξ), ψ(p,ζ))(b1, b2)+

+
∑

σ=1,2

m∑
µ=1

(∂ν+k+1−p−q
λ B̃σµ(λ0)ϕ

(q,ξ),
p∑

r=0

1
r!

∂r
λC̃ ′σµ(λ̄0 − 2i(m− 1))ψ(p−r,ζ))C

}
=

= δξ,ζδ{ξ−k−1,ν .
(2.41)

Ïîëîæèì
C ′σµ(Dy)V = C ′

σµ(Dy)Vσ(y)|γσ .

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò î ïðåäñòàâëåíèè êîýôôèöèåíòîâ c
(k,j)
n

â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå (2.18) â òåðìèíàõ ôîðìóëû Ãðèíà.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1; òîãäà êîýôôèöè-
åíòû c

(k,j)
n èç (2.18) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

c(k,j)
n =

(
f, iV({j,n−k−1,j)

n

)
K

+
∑
σ=1,2

m∑
µ=1

(
gσµ, iC ′σµ(Dy)V({j,n−k−1,j)

n

)
γσ

,

(2.42)
ãäå V(ν,j)

n � ñòåïåííîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è òðàíñìèññèè (2.37)�
(2.39), îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

V(ν,j)
n = riλ̄n+2m−2

ν∑
q=0

1

q!
(i ln r)qψ(ν−q,j)

n ,

ïðè÷åì {ψ(0,j)
n , . . . , ψ

({j,n−1,j)
n : j = 1, . . . , Jn} � êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòå-

ìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê îïåðàòîð�ôóíêöèè M̃(λ), îòâå÷àþùàÿ ÷èñëó
λ̄n − 2i(m − 1), à öåïî÷êè {ϕ(0,j)

n , . . . , ϕ
({j,n−1,j)
n : j = 1, . . . , Jn} (ôèãó-

ðèðóþùèå â (2.19)) è {ψ(0,j)
n , . . . , ψ

({j,n−1,j)
n : j = 1, . . . , Jn} ïîä÷èíåíû

óñëîâèÿì (2.41) áèîðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.1 ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî V(ν,j)

n ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé çàäà÷è (2.37)�(2.39) òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ
(0,j)
n , . . . , ψ

({j,n−1,j)
n � æîðäàíîâà öåïî÷êà îïåðàòîð�

ôóíêöèè M̃(λ), îòâå÷àþùàÿ ÷èñëó λ̄n − 2i(m− 1).
Äàëåå, èìååì

C ′σµ(Dy)V(ν,j)
n = riλ̄n+mσµ−1C̃ ′σµ(λ̄n−2i(m−1)+rDr)

ν∑
q=0

1

q!
(i ln r)qψ(ν−q,j)

n =

= riλ̄n+mσµ−1

ν∑
s=0

1

s!
∂s

λC̃ ′σµ(λ̄n − 2i(m− 1))
ν∑

q=s

1

(q − s)!
(i ln r)q−sψ(ν−q,j)

n =

= riλ̄n+mσµ−1

ν∑
s=0

1

s!
∂s

λC̃ ′σµ(λ̄n − 2i(m− 1))
ν−s∑
q=0

1

q!
(i ln r)qψ(ν−q−s,j)

n ,

îòêóäà, ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.7, ïîëó÷àåì

C ′σµ(Dy)V(ν,j)
n =

= riλ̄n+mσµ−1

ν∑
q=0

1

q!
(i ln r)q

ν−q∑
s=0

1

s!
∂s

λC̃ ′σµ(λ̄0 − 2i(m− 1))ψ(ν−q−s) =

= riλ̄n+mσµ−1

ν∑
q=0

1

q!
(i ln r)νχ(ν−q,j)

σµ,n .

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ôîðìóëû (2.29), òåîðåìû 2.2
è ëåììû 2.8.

3. Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ðàññìîòðèì àñèìïòîòèêó ðåøåíèé íåëî-
êàëüíîé çàäà÷è â óãëå ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ñîîòâåòñòâóþùèé
ðåçóëüòàò áóäåò èñïîëüçîâàí â ãë. 3 ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòèêè ðåøåíèé
íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Ïóñòü

F (ω, r) =
M∑

q=0

1
q!

(i ln r)qf (q)(ω), Gσµ(r) =
M∑

q=0

1
q!

(i ln r)qg
(q)
σµ ,

{f (q), g
(q)
σµ} ∈ W l(b1, b2)× C2m.

Ïóñòü Λ � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Åñëè Λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî
îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ), òî îáîçíà÷èì ÷åðåç κ(Λ) íàèáîëüøóþ èç ÷àñò-
íûõ êðàòíîñòåé ýòîãî ÷èñëà; åñëè Λ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì
îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃(λ), ïîëîæèì κ(Λ) = 0.
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Ëåììà 2.9. Äëÿ çàäà÷è (2.1), (2.2) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
{riΛ−2mF, riΛ−mσµGσµ} ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

U(ω, r) = riΛ

M+{(Λ)∑
q=0

1

q!
(i ln r)qU (q)(ω), (2.43)

ãäå U (q) ∈ W l+2m(b1, b2). Ðåøåíèå òàêîãî âèäà åäèíñòâåííî, åñëè κ(Λ) =
0 (òî åñòü, åñëè Λ � íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì L̃(λ)), à ïðè
κ(Λ) > 0 ðåøåíèå (2.43) îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè ñòåïåííûõ ðåøåíèé (2.17), îòâå÷àþùèõ ÷èñëó Λ.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.1 [24, ãë. 3].
Çàìå÷àíèå 2.6. Ðåçóëüòàòû �� 2.1�2.4 îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ýëëèï-
òè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, à òàêæå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà
íåëîêàëüíûõ ÷ëåíîâ ñ íîñèòåëÿìè íà ðàçëè÷íûõ ëó÷àõ.

2.5 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ëîêàëüíûõ çàäà÷
â R2 \ {0}

1. Â ãë. 3, ïðè èññëåäîâàíèè íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ â îãðà-
íè÷åííûõ îáëàñòÿõ, ðåøåíèÿ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íå âî âñåé îáëàñòè
G, à â G \ K, ãäå K � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ êàê íà ãðà-
íèöå îáëàñòè G, òàê è ñòðîãî âíóòðè G (ñì. [30, 33]). Ïðè ýòîì â îêðåñò-
íîñòè ìíîæåñòâà K ðåøåíèÿ ìîãóò èìåòü ñòåïåííûå îñîáåííîñòè, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
àñèìïòîòèêè ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ íàðÿäó ñ ðåçóëüòàòàìè �� 2.1�2.4 èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà.

Ïóñòü P(Dy) îäíîðîäíûé ñîáñòâåííî ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîðÿä-
êà 2m.

Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð P = P(Dy) : H l+2m
a (R2) → H l

a(R2).
Áóäåì èçó÷àòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèé U ∈ H l+2m

a (R2) óðàâíåíèÿ
PU = f, 6) (2.44)

ïîëàãàÿ, ÷òî f ∈ H l
a(R2) ∩H l

a1
(R2).

6)Ñîîòíîøåíèå (2.44) åñòü îïåðàòîðíàÿ çàïèñü óðàâíåíèÿ
P(Dy)U(y) = f(y) (y ∈ R2 \ {0}).
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Çàïèøåì îïåðàòîð P(Dy) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: P(Dy) =
r−2mP̃(ω, Dω, rDr). Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà P̃(ω, Dω, rDr) êàê ôóíê-
öèè ω ïðèíàäëåæàò êëàññó C∞

2π[0, 2π] � 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð P̃(λ) = P̃(ω, Dω, λ) :
W l+2m

2π (0, 2π) → W l
2π(0, 2π), ãäå W l

2π(0, 2π) åñòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
C∞

2π[0, 2π] â W l(0, 2π).
Èç [30, � 1] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íî�ìåðîìîðôíîé îïåðàòîð�

ôóíêöèè P̃−1(λ), òàêîé, ÷òî åå ïîëþñà (ñîâïàäàþùèå ñ ñîáñòâåííûìè
÷èñëàìè P̃(λ)), çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà, ðàñïî-
ëîæåíû âíóòðè äâîéíîãî óãëà ðàñòâîðà ìåíüøå π, ñîäåðæàùåãî ìíèìóþ
îñü, è äëÿ λ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ åå ïîëþñîì, îïåðàòîð P̃−1(λ) ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì îáðàòíûì ê îïåðàòîðó P̃(λ). Åñëè ïðÿìàÿ Im λ = a+1− l−2m
íå ñîäåðæèò ïîëþñîâ îïåðàòîð�ôóíêöèè P̃−1(λ), (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�ôóíêöèè P̃(λ)), òî, â ñèëó ðàáîòû [30, � 1],
îïåðàòîð P åñòü èçîìîðôèçì.

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ðåçóëüòàòû è ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ðàáî-
òû [24, ãë. 3], ïîëó÷èì áîëüøóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèé äàííîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü f ∈ H l
a(R2)∩H l

a1
(R2), è ïóñòü ïðÿìûå Im λ = a1 +

1− l−2m, Im λ = a+1− l−2m ñâîáîäíû îò ñïåêòðà îïåðàòîð�ôóíêöèè
P̃(λ). Åñëè U � ðåøåíèå çàäà÷è (2.44) èç ïðîñòðàíñòâà H l+2m

a (R2), òî

U(ω, r) =
N∑

n=1

Jn∑
j=1

{j,n−1∑

k=0

c(k,j)
n U (k,j)

n (ω, r) + U1(ω, r). (2.45)

Çäåñü λ1, . . . , λN � ñîáñòâåííûå ÷èñëà P̃(λ), çàêëþ÷åííûå ìåæäó ïðÿ-
ìûìè Im λ = a1 + 1− l − 2m è Im λ = a + 1− l − 2m;

U (k,j)
n (ω, r) = riλn

k∑
q=0

1

q!
(i ln r)qϕ(k−q,j)

n (ω) (2.46)

� ñòåïåííûå (ïîðÿäêà k) ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è (2.44);

{ϕ(0,j)
n , . . . , ϕ({j,n−1,j)

n : j = 1, . . . , Jn}

� êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê îïåðàòîð�ôóíêöèè P̃(λ),
îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λn, n = 1, . . . , N ; c

(k,j)
n � íåêîòîðûå

ïîñòîÿííûå; U1 � ðåøåíèå çàäà÷è (2.44) èç ïðîñòðàíñòâà H l+2m
a1

(R2).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè a > a1, ôîðìóëà (2.45) äàåò àñèìïòîòèêó ðåøå-
íèÿ U ïðè r → 0, à åñëè a < a1 � àñèìïòîòèêó àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ U
ïðè r →∞.
Çàìå÷àíèå 2.7. Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîãî óãëà, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ôîðìóëà (2.45) âåðíà è òîãäà, êîãäà íà ïðÿìîé Im λ = a + 1 − l −
2m åñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîð�ôóíêöèè P̃(λ). Ìû òðåáóåì, ÷òîáû
íà ïðÿìîé Im λ = a + 1 − l − 2m íå áûëî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, òàê êàê
ýòî óñëîâèå èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ïðè ïîëó÷åíèè àñèìïòîòèêè ðåøåíèé
ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (òåîðåìà 2.7).

2. Äàëåå âûâîäÿòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ c
(k,j)
n â àñèì-

ïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå (2.45). Âíà÷àëå ìû âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ïðè
ïîìîùè ñòåïåííûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ, à çà-
òåì ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ â òåðìèíàõ ôîðìóëû Ãðèíà.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð P∗ : H l
a(R2)∗ → H l+2m

a (R2)∗, ñîïðÿæåííûé ñ P
îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2(R2), è îïåðàòîð
P̃∗(λ) : W l

2π(0, 2π)∗ → W l+2m
2π (0, 2π)∗, ñîïðÿæåííûé ñ P̃(λ̄) îòíîñèòåëüíî

ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2(0, 2π).
Ïóñòü λ̄n � ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîð�ôóíêöèè P̃∗(λ) è ïóñòü

{ψ(0,j)
n , . . . , ψ({j,n−1,j)

n : j = 1, . . . , Jn}
� æîðäàíîâû öåïî÷êè îïåðàòîð�ôóíêöèè P̃∗(λ), îòâå÷àþùèå ÷èñëó λ̄n

è ñîñòàâëÿþùèå êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó. Èñïîëüçóÿ ýëëèïòè÷íîñòü îïå-
ðàòîðà P̃∗(ω, Dω, λ), ìåòîä çàìîðîæåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ðàçëîæå-
íèå ôóíêöèé ψ

(ν,j)
n â ðÿä Ôóðüå ïî ôóíêöèÿì eikω/

√
2π 7) è ðàâåíñòâà

òèïà (2.23), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ψ
(ν,j)
n � 2π-ïåðèîäè÷åñêèå áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûå íà îòðåçêå [0, 2π] ôóíêöèè.
Ðàññìîòðèì ñòåïåííûå ðåøåíèÿ (ïîðÿäêà ν)

V(ν,j)
n = riλ̄n+2m−2

ν∑
q=0

1
q!

(i ln r)qψ
(ν−q,j)
n , ν = 0, . . . , κj,n − 1, (2.47)

óðàâíåíèÿ P∗V = 0, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ̄n îïåðàòîð�
ôóíêöèè P̃∗(λ).

7)Âîçìîæíîñòü ðàçëîæèòü ðàñïðåäåëåíèå V ∈ W l
2π(0, 2π)∗ â ðÿä Ôóðüå ïî ôóíê-

öèÿì ek(ω) = eikω/
√

2π îïðàâäûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

< U , V >=<
∑

k

(U , ek)(0, 2π)ek, V >=< U ,
∑

k

Vkek >,

ãäå U ∈ W l
2π(0, 2π), Vk = < ek, V >.
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Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5; òîãäà êîýôôèöè-
åíòû c

(k,j)
n èç (2.45) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

c(k,j)
n =

(
f, iV({j,n−k−1,j)

n

)
R2

, (2.48)

ãäå V(ν,j)
n îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (2.47), ïðè÷åì æîðäàíîâû öåïî÷êè

{ϕ(0,j)
n , . . . , ϕ

({j,n−1,j)
n : j = 1, . . . , Jn} è {ψ(0,j)

n , . . . , ψ
({j,n−1,j)
n : j =

1, . . . , Jn

}
, ôèãóðèðóþùèå â (2.46) è (2.47), ïîä÷èíåíû ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì áèîðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè

ν∑
p=0

k∑
q=0

1

(ν + k + 1− p− q)!
(∂ν+k+1−p−q

λ P̃(λ0)ϕ
(q,ξ), ψ(p,ζ))(0, 2π) =

= δξ,ζδ{ξ−k−1,ν , (2.49)

ãäå ζ, ξ = 1, . . . , J ; ν = 0, . . . , κζ − 1; k = 0, . . . , κξ − 1; δp,q � ñèìâîë
Êðîíåêåðà.

Çàìå÷àíèå 2.8. Òàê êàê ôóíêöèè ψ
(ν,j)
n áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû,

èç ðàâåíñòâ (2.47) è (2.48) âûòåêàåò, ÷òî åñëè f ∈ H l
a(R2) ∩ H l

a1
(R2) è

a1 + 1− l − 2m < Im λn < a + 1− l − 2m, òî èìååò ìåñòî îöåíêà

|c(k,j)
n | ≤ c(‖f‖Hl

a(R2) + ‖f‖Hl
a1

(R2)).

Ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòèêè ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ çàäà÷ â îãðàíè÷åí-
íûõ îáëàñòÿõ (à èìåííî, ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ â àñèìïòîòèêå)
ïîòðåáóþòñÿ ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé ñîïðÿ-
æåííîé çàäà÷è

P∗V = Ψ. (2.50)
Ïðè ïîìîùè òåîðåì 2.5, 2.6 è ñîîáðàæåíèé äâîéñòâåííîñòè, àíàëî-

ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.3, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü Ψ ∈ H l+2m
a (R2)∗ ∩ H l+2m

a1
(R2)∗, è ïóñòü ïðÿìûå

Im λ = a1 + 1 − l − 2m, Im λ = a + 1 − l − 2m ñâîáîäíû îò ñïåêòðà
îïåðàòîð�ôóíêöèè P̃(λ). Åñëè V � ðåøåíèå çàäà÷è (2.31) èç ïðîñòðàí-
ñòâà H l

a1
(R2)∗, òî

V =
N∑

n=1

Jn∑
j=1

{j,n−1∑

k=0

d(k,j)
n V(k,j)

n + V. (2.51)
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Çäåñü λ1, . . . , λN � ñîáñòâåííûå ÷èñëà P̃(λ), çàêëþ÷åííûå ìåæäó ïðÿ-
ìûìè Im λ = a1 + 1− l − 2m è Im λ = a + 1− l − 2m; V(k,j)

n � âåêòîðû,
îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (2.47); d

(k,j)
n � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå; V � ðå-

øåíèå çàäà÷è (2.50) èç ïðîñòðàíñòâà H l
a(R2)∗.

3. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ ëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷
â R2 \ {0}. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé U ∈ C∞

0 (R2 \ {0}), V ∈
C∞(R2 \ {0}) èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ãðèíà

(P(Dy)U , V)R2 = (U , P∗(Dy)V)R2 . (2.52)

Ôîðìóëà (2.52) ïîðîæäàåò çàäà÷ó, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííóþ ê çàäà-
÷å (2.44):

P∗(Dy)V = f(y) (y ∈ R2 \ {0}), (2.53)
Äàëåå, íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé Ũ ∈ C∞

2π[0, 2π],
Ṽ ∈ C∞

2π[0, 2π] èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ãðèíà ñ ïàðàìåòðîì λ:

(P̃(ω, Dω, λ)Ũ , Ṽ)(0, 2π) = (Ũ , P̃∗(ω, Dω, λ′)Ṽ)(0, 2π), (2.54)

ãäå λ′ = λ̄− 2i(m− 1).
Ôîðìóëà (2.54) ïîðîæäàåò îïåðàòîð

Q̃(λ) = P̃∗(ω, Dω, λ) : W l+2m
2π (0, 2π) → W l

2π(0, 2π).

Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Ãðèíà (2.54) è ñîîòíîøåíèé òèïà (2.23) óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó æîðäàíîâûìè öåïî÷êàìè îïåðàòîð�ôóíêöèé
P̃∗(λ) è Q̃(λ).

Ëåììà 2.10. Âåêòîðû ψ(0), . . . , ψ({−1) îáðàçóþò æîðäàíîâó öåïî÷êó
îïåðàòîðà P̃∗(λ), îòâå÷àþùóþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ̄0, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè îáðàçóþò æîðäàíîâó öåïî÷êó îïåðàòîðà Q̃(λ), îòâå-
÷àþùóþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ̄0 − 2i(m− 1).

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ëåììó 2.10, ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò î
ïðåäñòàâëåíèè êîýôôèöèåíòîâ c

(k,j)
n â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå (2.45) â

òåðìèíàõ ôîðìóëû Ãðèíà.

Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5; òîãäà êîýôôèöè-
åíòû c

(k,j)
n èç (2.45) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

c(k,j)
n =

(
f, iV({j,n−k−1,j)

n

)
R2

, (2.55)
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ãäå V(ν,j)
n � ñòåïåííîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (2.53), îïðåäåëÿåìîå

ôîðìóëîé (2.47), ïðè÷åì {ψ(0,j)
n , . . . , ψ

({j,n−1,j)
n : j = 1, . . . , Jn} � êà-

íîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê îïåðàòîð�ôóíêöèè Q̃(λ), îò-
âå÷àþùàÿ ÷èñëó λ̄n − 2i(m − 1), à öåïî÷êè {ϕ(0,j)

n , . . . , ϕ
({j,n−1,j)
n : j =

1, . . . , Jn} (ôèãóðèðóþùèå â (2.46)) è {ψ(0,j)
n , . . . , ψ

({j,n−1,j)
n : j =

1, . . . , Jn} ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì (2.49) áèîðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâ-
êè.

4. Â ãë. 3, ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòèêè ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ çà-
äà÷ â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, íàì ïîòðåáóåòñÿ ðåçóëüòàò îá àñèìïòîòèêå
ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé ëîêàëüíîé çàäà÷è â R2\{0} ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé
÷àñòüþ. Îáðàòèì âíèìàíèå íà îòëè÷èå îò ìîäåëüíîé çàäà÷è â óãëå, ãäå
íóæåí ðåçóëüòàò îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèé èñõîäíîé (à íå ñîïðÿæåííîé)
çàäà÷è ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Ïóñòü Λ � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Åñëè Λ̄ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî
îïåðàòîð�ôóíêöèè P̃∗(λ), òî îáîçíà÷èì ÷åðåç κ(Λ̄) íàèáîëüøóþ èç ÷àñò-
íûõ êðàòíîñòåé ýòîãî ÷èñëà; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì κ(Λ̄) = 0.

Ëåììà 2.11. Äëÿ çàäà÷è (2.53) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ Ψ =

riΛ̄−2
M∑

q=0

1
q!

(i ln r)qΨ(q), Ψ(q) ∈ W l+2m
2π (0, 2π)∗, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

V = riΛ̄+2m−2

M+{(Λ̄)∑
q=0

1

q!
(i ln r)qV(q), (2.56)

ãäå V(q) ∈ W l
2π(0, 2π)∗. Ðåøåíèå òàêîãî âèäà åäèíñòâåííî, åñëè κ(Λ̄) = 0

(òî åñòü, åñëè Λ̄ � íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì P̃∗(λ)), à ïðè
κ(Λ̄) > 0 ðåøåíèå (2.56) îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè ñòåïåííûõ ðåøåíèé (2.47), îòâå÷àþùèõ ÷èñëó Λ̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî èäåéíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 3.1 [24, ãë. 3]. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïðèâåäåì åãî ñõåìó. Íåîáõî-
äèìî ïîäñòàâèòü ôîðìóëó (2.56) äëÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå

P∗V = riΛ̄−2

M∑
q=0

1

q!
(i ln r)qΨ(q),

ñîêðàòèòü ñëåâà è ñïðàâà ìíîæèòåëü riΛ̄−2 è ñîáðàòü êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ i ln r. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà M + κ(Λ̄)
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óðàâíåíèé, èç êîòîðîé è îïðåäåëÿþòñÿ íåèçâåñòíûå V(q). Óòâåðæäåíèå
î òîì, ÷òî ðåøåíèå âèäà (2.56) åäèíñòâåííî, åñëè κ(Λ̄) = 0, èëè îïðå-
äåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòåïåííûõ
ðåøåíèé (2.47), îòâå÷àþùèõ ÷èñëó Λ̄, åñëè κ(Λ̄) > 0, ñëåäóåò èç ðåçóëü-
òàòà, àíàëîãè÷íîãî ëåììå 1.3 [24, ãë. 3], êîòîðûé îãðàíè÷èâàåò ïðîèçâîë
â âûáîðå ñòåïåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P∗V = 0.



Ãëàâà 3

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé
íåëîêàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
çàäà÷ â ïëîñêèõ îãðàíè÷åííûõ
îáëàñòÿõ

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëîêàëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è â
ïëîñêèõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Ïðè ïîìîùè ðåçóëüòàòîâ ãë. 2 áóäåò
ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ çàäà÷ è âûâåäåíû ÿâíûå
ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â óêàçàííîé àñèìïòîòèêå â òåðìèíàõ ñî-
ïðÿæåííûõ íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîïóòíî áóäåò óñòàíîâëåíà ñâÿçü
ìåæäó èíäåêñàìè îäíîé è òîé æå íåëîêàëüíîé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìîé
â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ðàçëè÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè âåñà.

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëà-
ñòè

1. Ïóñòü G ∈ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂G. Ââåäåì ìíîæå-
ñòâî K1 ⊂ ∂G, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Ïóñòü ∂G \ K1 =
N0⋃
i=1

Υi, ãäå Υi � îòêðûòûå (â òîïîëîãèè ∂G) êðèâûå êëàññà C∞. Áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè g ∈ K1 îáëàñòü G
ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì óãëîì K = {y ∈ R2 : r > 0, b1 < ω < b2}
(−π < b1 < b2 < π), ãäå (ω, r) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè y ñ ïîëþ-
ñîì â òî÷êå g.

113
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(y, Dy) è Biµs(y, Dy) äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðà-
òîðû ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè êëàññà C∞(R2) ïîðÿäêîâ
2m è miµ ≤ 2m − 1 ñîîòâåòñòâåííî (i = 1, . . . , N0; µ = 1, . . . , m;
s = 0, . . . , Si).

Ïóñòü Ωis (i = 1, . . . , N0; s = 1, . . . , Si) � áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå íåâûðîæäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòîáðàæàþùèå íåêîòî-
ðóþ îêðåñòíîñòü Oi ìíîãîîáðàçèÿ Υi íà ìíîæåñòâî Ωis(Oi), òàê, ÷òî
Ωis(Υi) ⊂ G. Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî

K = K1 ∪
{ ⋃

i, s

Ωis(Ῡi \Υi)
}
∪

{ ⋃
j, p

⋃
i, s

Ωjp(Ωis(Ῡi \Υi) ∩Υj)
}

â âèäå K =
3⋃

ν=1

Kν , ãäå K1 îïðåäåëåíî âûøå, K2 =
N2⋃
p=1

hp
2 ⊂ ∂G \ K1,

K3 =
N3⋃
p=1

hp
3 ⊂ G; hp

2, hp
3 � íåêîòîðûå òî÷êè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â

îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè hp
2 ∈ K2 ãðàíèöà ∂G ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé.

Ðàññìîòðèì íåëîêàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

P(y, Dy)u = f(y) (y ∈ G \ K), (3.1)

Biµ(y, Dy)u ≡
Si∑

s=0

(Biµs(y, Dy)u)(Ωis(y))|Υi
= fiµ(y)

(y ∈ Υi; i = 1, . . . , N0; µ = 1, . . . , m),
(3.2)

ãäå (Biµs(y, Dy)u)(Ωis(y)) = Biµs(y
′, Dy′)u(y′)|y′=Ωis(y), Ωi0(y) ≡ y.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî H l
a(G) êàê ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà C∞

0 (Ḡ\K) ïî
íîðìå

‖u‖Hl
a(G) =


∑

|α|≤l

∫

Q

ρ2(a−l+|α|)|Dαu|2dy




1/2

.

Çäåñü l ≥ 0 � öåëîå; a ∈ R; ρ = ρ(y) ∈ C∞(Rn \K) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà K ñ
ðàññòîÿíèåì äî ìíîæåñòâà K, òàêàÿ, ÷òî ρ(y) > 0 ïðè y ∈ Ḡ \ K. 1)

Åñëè âìåñòî îáëàñòè G ðàññìàòðèâàåòñÿ óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå g
èëè íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè g, òî â îïðåäåëåíèè âåñîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ïîëàãàåì K = {g}.

×åðåç H
l−1/2
a (Υ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ íà ãëàäêîé êðèâîé

Υ ⊂ Ḡ ñ íîðìîé ‖ψ‖
H

l−1/2
a (Υ)

= inf ‖u‖Hl
a(G) (u ∈ H l

a(G) : u|Υ = ψ).

1)Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ρ(x) âûòåêàåò èç òåîðåìû 2 [34, Ãë. 6, � 2].
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Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé íåëîêàëüíîé çàäà-
÷å (3.1), (3.2):

L = {P(y, Dy), Biµ(y, Dy)} :

H l+2m
a (G) → H l

a(G, Υ) = H l
a(G)×

N0∏
i=1

m∏
µ=1

H
l+2m−miµ−1/2
a (Υi).

2. Ïóñòü îïåðàòîðû P(y, Dy), Biµ0(y, Dy) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì (ñì., íàïðèìåð, [19, ãë. 2, � 1]).

Óñëîâèå 3.1. Äëÿ âñåõ y ∈ Ḡ îïåðàòîð P(y, Dy) ñîáñòâåííî ýëëèïòè-
÷åñêèé.

Óñëîâèå 3.2. Äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N0 è y ∈ Ῡi ñèñòåìà îïåðàòîðîâ
{Biµ0(y, Dy)}m

µ=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íàêðûòèÿ ïî îòíîøåíèþ ê
îïåðàòîðó P(y, Dy).

Íà îïåðàòîðû Biµs(y, Dy), s ≥ 1 (èãðàþùèå ðîëü íåëîêàëüíûõ), íè-
êàêèõ óñëîâèé, êðîìå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîðÿäîê, íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàíèå Ωis : Oi → Ωis(Oi) ÷åðåç Ω+1
is , à ÷åðåç

Ω−1
is : Ωis(Oi) → Oi � ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ê Ωis. Íàçîâåì îð-

áèòîé òî÷êè g ∈ K1 è îáîçíà÷èì Orb(g) ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê âèäà
Ω±1

ipsp
(. . . Ω±1

i1s1
(g)) ∈ K1 (1 ≤ sj ≤ Sij , j = 1, . . . , p), òî åñòü âñåõ òåõ,

êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ ê g ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ω+1

ijsj
èëè Ω−1

ijsj
, îòîáðàæàþùèå òî÷êè ìíîæåñòâà K1 â K1. Î÷åâèäíî,

äëÿ ëþáûõ g, g′ ∈ K1 ëèáî Orb(g) = Orb(g′), ëèáî Orb(g) ∩Orb(g′) = ∅.
Òàêèì îáðàçîì, K1 =

N1⋃
p=1

Orbp, ãäå Orbp1 ∩ Orbp2 = ∅ (p1 6= p2) è äëÿ

ëþáîãî p = 1, . . . , N1 ìíîæåñòâî Orbp ñîâïàäàåò ñ îðáèòîé íåêîòîðîé
òî÷êè g ∈ K1.

Ââåäåì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Si1 = {0 ≤ s ≤ Si : Ωis(Ῡi) ∩ K1 6=
∅}. Î÷åâèäíî, 0 ∈ Si1. Ïóñòü ìíîæåñòâî Orbp ñîñòîèò èç òî÷åê gp

j , j =
1, . . . , N = Np1. Âûáåðåì äëÿ òî÷åê gp

j îêðåñòíîñòè

V(gp
j ) ⊂ V̂(gp

j ) ⊂ R2 \
{ ⋃

i, s

Ωis(Ῡi) ∪ K2 ∪ K3

}
(s /∈ Si1),

òàêèå, ÷òî 1) â îêðåñòíîñòè V̂(gp
j ) ãðàíèöà ∂G ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì

óãëîì; 2) V̂(gp
j ) ∩ V̂(gk

q ) = ∅ ïðè (p, j) 6= (q, k); 3) åñëè gp
j ∈ Ῡi ∩ Orbp è

Ωis(g
p
j ) = gp

k, òî V̂(gp
j ) ⊂ Oi è Ωis(V(gp

j )) ⊂ V̂(gp
k).
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Äëÿ êàæäîé òî÷êè gp
j ∈ Orbp çàôèêñèðóåì ïðåîáðàçîâàíèå y 7→ y′(gp

j ),
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñäâèã íà âåêòîð −gp

j è ïîâîðîò íà íåêîòîðûé
óãîë, òàê, ÷òî ìíîæåñòâî V(gp

j ) (V̂(gp
j )) ïåðåéäåò â îêðåñòíîñòü íóëÿ Vp

j (0)

(V̂p
j (0)), à G∩V(gp

j ) (G∩V̂(gp
j )) è Υi∩V(gp

j ) (Υi∩V̂(gp
j )) ïåðåéäóò ñîîòâåò-

ñòâåííî â ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîãî óãëà Kp
j = {y ∈ R2 : r > 0, bp

j1 < ω < bp
j2}

(−π < bp
j1 < bp

j2 < π) ñ îêðåñòíîñòüþ Vp
j (0) (V̂p

j (0)) è ïåðåñå÷åíèå ñòîðîíû
óãëà Kp

j ñ îêðåñòíîñòüþ Vp
j (0) (V̂p

j (0)).

Óñëîâèå 3.3. Ïðåîáðàçîâàíèþ Ωis(y) (s ∈ Si1 \ {0}) ïðè y ∈ V(gp
j ) â

íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò {y′} ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîò è ðàñòÿæåíèå
âåêòîðà y′.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ωis(y) (s /∈ Si1) ïðè y ∈ V(gp
j ) ñîâïàäàåò ñ ïîâîðî-

òîì îòíîñèòåëüíî òî÷êè gp
j , ðàñòÿæåíèåì îòíîñèòåëüíî òî÷êè gp

j è
ñäâèãîì íà âåêòîð, íå çàâèñÿùèé îò y.

Ñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì Ωis(Υi) ⊂ G, óñëîâèå 3.3 îçíà÷àåò, â ÷àñòíî-
ñòè, ÷òî åñëè g ∈ Ωis(Ῡi \ Υi) ∩ Ῡj ∩ K1 6= ∅, òî êðèâûå Ωis(Ῡi) è Ῡj

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå g ïîä óãëîì íå ðàâíûì 0 è π.
Âûáåðåì äëÿ òî÷åê hp

2 ∈ K2 îêðåñòíîñòè

V(hp
2) ⊂ R2 \

{ N1⋃
p1=1

Np11⋃
j=1

V̂(gp1

j ) ∪ K3

}
,

òàêèå, ÷òî 1) â îêðåñòíîñòè V(hp
2) ãðàíèöà ∂G ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé;

2) V(hp
2) ∩ V(hq

2) = ∅ ïðè p 6= q; 3) åñëè hp
2 ∈ Υi, òî V(hp

2) ∈ Oi.

Óñëîâèå 3.4. Åñëè hp
2 ∈ Υi, òî ïðåîáðàçîâàíèå Ωis(y) (s 6= 0) ïðè

y ∈ V(hp
2) ñîâïàäàåò ñ ïîâîðîòîì âîêðóã òî÷êè hp

2, ðàñòÿæåíèåì îòíî-
ñèòåëüíî òî÷êè hp

2 è ñäâèãîì íà âåêòîð, íå çàâèñÿùèé îò y.

Âûáåðåì äëÿ òî÷åê hp
3 ∈ K3 îêðåñòíîñòè

V(hp
3) ⊂ R2 \

{ N1⋃
p1=1

Np11⋃
j=1

V̂(gp1

j ) ∪
N2⋃

p2=1

V(hp2

2 )
}

,

òàêèå, ÷òî 1) V(hp
3) ∩ ∂G = ∅; 2) V(hp

3) ∩ V(hq
3) = ∅ ïðè p 6= q.

Óñëîâèå 3.5. Åñëè hp
3 ∩ Ωis(Υi) 6= ∅, òî Ω−1

is (hp
3) ⊂ K.

Óñëîâèå 3.5 ãàðàíòèðóåò, ÷òî ìíîæåñòâî K, ó÷àñòâóþùåå â îïðåäåëå-
íèè âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà H l

a(G), êîíå÷íî.
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Çàìå÷àíèå 3.1. Ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé Ωis âáëè-
çè ìíîæåñòâà K1∪K2 ñäåëàíî äëÿ ïðîñòîòû. Âñå ðåçóëüòàòû îáîáùàþòñÿ
íà ñëó÷àé ãëàäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, òàêèõ, ÷òî åñëè g ∈ Ωis(Ῡi \ Υi) ∩
Ῡj ∩ K1 6= ∅, òî êðèâûå Ωis(Ῡi) è Ῡj èìåþò ðàçëè÷íûå êàñàòåëüíûå â
òî÷êå g. Ïðè ýòîì åñëè Ωis(Ῡi \ Υi) ⊂ ∂G \ K1, òî íà õàðàêòåð ïîäõî-
äà êðèâîé Ωis(Ῡi) ê ãðàíèöå ∂G íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé (òàê æå, êàê è â
ðàáîòàõ [30, 33]) íàêëàäûâàòü íå ñëåäóåò.

3.2 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çà-
äà÷è

1. Ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ u ∈ H l+2m
a (G) çàäà÷è (3.1), (3.2) ñ

ïðàâîé ÷àñòüþ {f, fiµ} ∈ H l
a1

(G, Υ), 0 < a− a1 < 1.
Îòìåòèì, ÷òî íàðóøåíèå íåðàâåíñòâà a − a1 < 1 îçíà÷àåò �ñëèøêîì

áîëüøóþ� ðåãóëÿðíîñòü ïðàâîé ÷àñòè {f, fiµ}, è ïðè ýòîì òî÷íûå ðå-
çóëüòàòû äîëæíû âûäåëÿòü áîëüøå ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè, ÷åì â íàøåì
ñëó÷àå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, êàê è â ðàáîòå [30] (ñì. òàêæå [16, 24]), ñîñòàâ-
ëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ îñòàòêà â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìó-
ëå è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ê íèì ïîëó÷åííûå äëÿ ñëó÷àÿ a−a1 < 1
ðåçóëüòàòû. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ýòî äåëàòü íå áóäåì, òàê êàê ïî-
äðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäÿò ê áîëüøîìó óâåëè÷åíèþ ðàçìåðîâ ðà-
áîòû, íå âíîñÿ ñóùåñòâåííî íîâîãî (ïî îòíîøåíèþ ê íàñòîÿùåé ðàáîòå
è ðàáîòå [30]).

Çàôèêñèðóåì òî÷êó hp
3 ∈ K3 (p = 1, . . . , N3). Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâå-

äåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1), (3.2) ïðè y ∈ V(hp
3) íå çàâèñèò îò íåëîêàëü-

íûõ óñëîâèé (3.2), à îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü óðàâíåíèåì

P(y, Dy)u = f(y) (y ∈ V(hp
3)). (3.3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(Dy) ãëàâíóþ îäíîðîäíóþ ÷àñòü îïåðàòîðà P(hp
3, Dy)

è çàïèøåì óðàâíåíèå (3.3) â âèäå

P(Dy)u(y) = f̂(y) (y ∈ V(hp
3)),

ãäå f̂ , â ñèëó óñëîâèÿ 0 < a − a1 < 1, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
H l

a1
(V(hp

3)). Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

Lp
3 = P(Dy) : H l+2m

a (R2) → H l
a(R2),

ãäå â îïðåäåëåíèè âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëàãàåì K = {hp
3}.
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Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Lp
3 ðàññìàòðèâàëñÿ â � 2.5 ãë. 2; òàì îí îáî-

çíà÷àëñÿ ÷åðåç P .
Çàïèøåì îïåðàòîð P(Dy) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñ ïîëþñîì â òî÷-

êå hp
3: P(Dy) = r−2mP̃(ω, Dω, rDr).
Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

L̃p
3(λ) = P̃(ω, Dω, λ) : W l+2m

2π (0, 2π) → W l
2π(0, 2π).

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð L̃p
3(λ) èçó÷åí â � 2.5 ãë. 2; òàì îí îáîçíà÷àëñÿ

÷åðåç P̃(λ).
Ïîëîæèì h1 = a1 + 1− l − 2m, h = a + 1− l − 2m.
Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1 [24, ãë. 4], èç òåîðå-

ìû 2.5 ãë. 2 ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ïðÿìûå Im λ = h1, Im λ = h ñâîáîäíû îò ñïåêòðà
îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p

3(λ), à â ïîëîñå h1 < Im λ < h ëåæàò ñîáñòâåííûå
÷èñëà λp

3,n ýòîé îïåðàòîð�ôóíêöèè. Òîãäà

u(y) = cp
3u

p
3(y) + u1(y) (y ∈ V(hp

3)). (3.4)

Çäåñü cp
3 = {cp,(k,ζ)

3,n } � âåêòîð êîíñòàíò, up
3 = {up,(k,ζ)

3,n },

u
p,(k,ζ)
3,n (ω, r) = riλp

3,n

k∑
q=0

1

q!
(i ln r)qϕ

p,(k−q,ζ)
3,n (ω), (3.5)

(ω, r) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñ ïîëþñîì â òî÷êå hp
3;

{ϕp,(0,ζ)
3,n , . . . , ϕ

p,({p
ζ,3,n−1,ζ)

3,n : ζ = 1, . . . , Jp
3,n}

� êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p
3(λ),

îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λp
3,n; u1 ∈ H l+2m

a1
(V(hp

3)).

Çàìå÷àíèå 3.2. Â ôîðìóëå (3.4) è äàëåå âûðàæåíèå âèäà cp
3u

p
3 âû÷èñ-

ëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå âåêòîð�ñòðîêè cp
3 íà âåêòîð�ñòîëáåö up

3:

cp
3u

p
3 =

∑

h1<λp
3,n<h

Jp
3,n∑

ζ=1

{p
ζ,3,n−1∑

k=0

c
p,(k,ζ)
3,n u

p,(k,ζ)
3,n .
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Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 5.4 [24, ãë. 3], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíê-
öèè u

p,(k,ζ)
3,n , îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (3.5), óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

Lp
3u

p,(k,ζ)
3,n = 0. (3.6)

2. Çàôèêñèðóåì òî÷êó hp
2 ∈ K2 (p = 1, . . . , N2). Ïóñòü hp

2 ∈ Υi.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1), (3.2) ïðè y ∈ V(hp

2)
ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòèêîé ðåøåíèÿ çàäà÷è

P(y, Dy)u = f(y) (y ∈ V(hp
2) ∩G), (3.7)

Biµ0(y, Dy)u|V(hp
2)∩Υi

= fiµ(y)−
Si∑

s=1

(Biµs(y, Dy)u)(Ωis(y))|V(hp
2)∩Υi

(y ∈ V(hp
2) ∩Υi; µ = 1, . . . , m).

(3.8)

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ñóììû. Ïóñòü Ωis(h
p
2) =

hp3

3 ∈ K3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Biµs(Dy) (s 6= 0) ãëàâíóþ îäíîðîäíóþ ÷àñòü
îïåðàòîðà Biµs(h

p3

3 , Dy). Â ñèëó òåîðåìû 3.1, óñëîâèÿ 0 < a − a1 < 1 è
ëåììû 3.9 [16] èìååì

(Biµs(y, Dy)u)(Ωis(y))|V(hp
2)∩Υi

= cp3

3 (Biµs(Dy)u
p3

3 )(Ωis(y))|V(hp
2)∩Υi

+

+ f̂iµs(y) = cp3

3 f p3

3,iµs(y)|V(hp
2)∩Υi

+ f̂iµs(y).

Çäåñü f̂iµs ∈ H
l+2m−miµ−1/2
a1 (V(hp

2) ∩ Υi), fp3

3,iµs = {fp3,(k,ζ)
3,n,iµs }, fp3...

3,n...

åñòü, â ñèëó óñëîâèÿ 3.4, ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé âèäà
riλ

p3
3,n−miµ(i ln r)qfp3...

3,n...q(ω), ãäå (ω, r) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñ ïîëþñîì
â òî÷êå hp

2 è ïîëÿðíîé îñüþ, íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöå ∂G
âíóòðü îáëàñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(Dy), Biµ0(Dy) ãëàâíûå îäíîðîäíûå ÷àñòè îïåðà-
òîðîâ P(hp

2, Dy), Biµ0(h
p
2, Dy). Òîãäà, ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî, çàäà÷à (3.7),

(3.8) ïðèìåò âèä

P(Dy)u(y) = f̂(y) (y ∈ V(hp
2) ∩G), (3.9)

Biµ0(Dy)u|V(hp
2)∩Υi

= −
N3∑

p3=1

∑
s

cp3

3 fp3

3,iµs(y)|V(hp
2)∩Υi

+ f̂iµ(y)

(y ∈ V(hp
2) ∩Υi; µ = 1, . . . , m).

(3.10)

Çäåñü f̂ ∈ H l
a1

(V(hp
2)), f̂iµ ∈ H

l+2m−miµ−1/2
a1 (V(hp

2) ∩ Υi), è ñóììèðîâàíèå
ïðîâîäèòñÿ ïî òåì s ∈ {1, . . . , Si}, äëÿ êîòîðûõ Ωis(h

p
2) = hp3

3 .
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Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

Lp
2 : H l+2m

a (Kπ/2) → H l
a(Kπ/2, γ) = H l

a(Kπ/2)×
2∏

j=1

m∏
µ=1

H l+2m−miµ−1/2
a (γj)

ïî ôîðìóëå
Lp

2u = {P(Dy)u(y), Biµ0(Dy)u(y)|γj
},

ãäå Kπ/2 = {y : r > 0, |ω| < π/2}, γj = {y : ω = (−1)jπ/2}, j = 1, 2;
(ω, r) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñ ïîëþñîì â òî÷êå hp

2 è ïîëÿðíîé îñüþ,
íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöå ∂G âíóòðü îáëàñòè.

Çàïèøåì îïåðàòîðû P(Dy), Biµ0(Dy) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:
P(Dy) = r−2mP̃(ω, Dω, rDr), Biµ0(Dy) = r−miµB̃iµ0(ω, Dω, rDr).

Ââåäåì àíàëèòè÷åñêóþ îïåðàòîð�ôóíêöèþ
L̃p

2(λ) : W l+2m(−π/2, π/2) → W l[−π/2, π/2] = W l(−π/2, π/2)× C2m

ïî ôîðìóëå
L̃p

2(λ)Ũ = {P̃(ω, Dω, λ)Ũ(ω), B̃iµ0(ω, Dω, λ)Ũ(ω)|ω=(−1)jπ/2}, j = 1, 2.

Èç [16, � 1] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîìåðîìîðôíîé îïåðàòîð�
ôóíêöèè R̃p

2(λ), òàêîé, ÷òî åå ïîëþñà, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êî-
íå÷íîãî ÷èñëà, ðàñïîëîæåíû âíóòðè äâîéíîãî óãëà ðàñòâîðà ìåíüøå π,
ñîäåðæàùåãî ìíèìóþ îñü, è äëÿ λ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ åå ïîëþñîì, îïåðà-
òîð R̃p

2(λ) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îáðàòíûì ê îïåðàòîðó L̃p
2(λ). Åñëè

ïðÿìàÿ Im λ = a + 1 − l − 2m íå ñîäåðæèò ïîëþñîâ îïåðàòîð�ôóíêöèè
R̃p

2(λ) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîð�
ôóíêöèè L̃p

2(λ)) òî, â ñèëó ðàáîòû [16, � 1], îïåðàòîð Lp
2 åñòü èçîìîðôèçì.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 5.12 [24, ãë. 3] îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷
ñî ñïåöèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ïðÿìûå Im λ = h1, Im λ = h ñâîáîäíû îò ñïåêòðà
îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p

2(λ), à â ïîëîñå h1 < Im λ < h ëåæàò ñîáñòâåííûå
÷èñëà λp

2,n ýòîé îïåðàòîð�ôóíêöèè. Òîãäà
u(y) = cp

2u
p
2(y) +

∑
p3

cp3

3 upp3

23 (y) + u1(y) (y ∈ V(hp
2) ∩G), (3.11)

ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òåì p3, äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ωis, òàêèå, ÷òî Ω−1

is (hp3

3 ) = hp
2 ∈ Υi. Çäåñü cp

2 = {cp,(k,ζ)
2,n } � âåêòîð

êîíñòàíò, up
2 = {up,(k,ζ)

2,n },

u
p,(k,ζ)
2,n (ω, r) = riλp

2,n

k∑
q=0

1

q!
(i ln r)qϕ

p,(k−q,ζ)
2,n (ω), (3.12)
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{ϕp,(0,ζ)
2,n , . . . , ϕ

p,({p
ζ,2,n−1,ζ)

2,n : ζ = 1, . . . , Jp
2,n}

� êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p
2(λ),

îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λp
2,n; upp3

23 = {upp3,(k,ζ)
23,n }, upp3...

23,n � ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé âèäà riλ

p3
3,n(i ln r)qϕpp3...

23,n,q(ω); (ω, r) � ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû ñ ïîëþñîì â òî÷êå hp

2; íàêîíåö, u1 ∈ H l+2m
a1

(V(hp
2) ∩G).

Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.4 [24, ãë. 3], ôóíêöèè u
p,(k,ζ)
2,n ,

îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (3.12), óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

Lp
2u

p,(k,ζ)
2,n = 0. (3.13)

Ôóíêöèè upp3...
23,n ñîñòîÿò èç ñóììû ÷àñòíûõ ðåøåíèé upp3...

23,n... çàäà-
÷è (3.9), (3.10), ðàññìàòðèâàåìîé âî âñåì óãëå Kπ/2, ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè
{0, −fp3...

3,n...}. Êàæäîå ÷àñòíîå ðåøåíèå upp3...
23,n... åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

ôóíêöèé âèäà riλ
p3
3,n(i ln r)qϕpp3...

23,n...q(ω). Ðåøåíèå òàêîãî âèäà åäèíñòâåííî,
åñëè λp3

3,n íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p
2(λ); â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå upp3...
23,n... îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè ñòåïåííûõ ðåøåíèé âèäà (3.12), îòâå÷àþùèõ ñîá-
ñòâåííîìó ÷èñëó λp3

3,n îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p
2(λ) (ñì. ëåììó 5.11 [24, ãë.

3]). Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûìè íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ
upp3...

23,n..., à ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèè upp3...
23,n .

Èòàê, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè K2 çàâèñèò êàê îò äàííûõ
çàäà÷è â îêðåñòíîñòè K2, òàê è îò äàííûõ â îêðåñòíîñòè K3.

3. Òåïåðü çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ îðáèòó Orbp ⊂ K1 (p = 1, . . . , N1).

Âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî supp u ⊂
( Np1⋃

j=1

V(gp
j )

)
∩ Ḡ. Îáîçíà÷èì u(y)

ïðè y ∈ V̂(gp
j ) ∩ G ÷åðåç uj(y). Åñëè gp

j ∈ Ῡi, y ∈ V(gp
j ), Ωis(y) ∈ V̂(gp

k),
òî îáîçíà÷èì u(Ωis(y)) ÷åðåç uk(Ωis(y)); ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, u(Ωi0(y)) ≡
u(y) ≡ uj(y). Òîãäà íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (3.1), (3.2) ïðèìåò âèä

P(y, Dy)uj = f(y) (y ∈ V(gp
j ) ∩G),

∑
s∈Si1

(Biµs(y, Dy)uk)(Ωis(y))|Υi
= fiµ(y)

(y ∈ V(gp
j ) ∩Υi; i ∈ {1 ≤ i ≤ N0 : gp

j ∈ Ῡi};
j = 1, . . . , N = Np1; µ = 1, . . . , m).

Ïóñòü y 7→ y′(gp
j ) � ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, îïèñàííîå â � 3.1.

Ââåäåì ôóíêöèþ Uj(y
′) = uj(y(y′)) è ïåðåîáîçíà÷èì y′ ÷åðåç y. Ïîëîæèì
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γp
jσ = {y ∈ R2 : r > 0, ω = bp

jσ} (σ = 1, 2), ãäå (ω, r) � ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû ñ ïîëþñîì â òî÷êå 0. Òîãäà, â ñèëó óñëîâèÿ 3.3, çàäà÷à (3.1),
(3.2) ïðèìåò âèä

Pp
j (y, Dy)Uj = fj(y) (y ∈ Vp

j (0) ∩Kp
j ), (3.14)

Bp
jσµ(y, Dy)U ≡

∑

k,s

(Bp
jσµks(y, Dy)Uk)(Gp

jσksy)|Vp
j (0)∩γp

jσ
=

= fjσµ(y) (y ∈ Vp
j (0) ∩ γp

jσ). (3.15)

Çäåñü j, k = 1, . . . , Np1; σ = 1, 2; µ = 1, . . . , m; s = 0, . . . , Sp
jσk;

Pp
j (y, Dy), Bp

jσµks(y, Dy) � îïåðàòîðû ïîðÿäêîâ 2m, mp
jσµ ≤ 2m− 1 ñîîò-

âåòñòâåííî ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè êëàññà C∞; Gp
jσks � îïåðàòîð

ïîâîðîòà íà óãîë ωp
jσks è ðàñòÿæåíèÿ â βp

jσks > 0 ðàç â ïëîñêîñòè {y}; ïðè
ýòîì bp

k1 < bp
jσ + ωp

jσks < bp
k2, åñëè (j, 0) 6= (k, s), è ωp

jσj0 = 0, βp
jσj0 = 1.

Çàìå÷àíèå 3.3. Â íàñòîÿùåé ãëàâå íàì íå ïîòðåáóåòñÿ âûïèñûâàòü
çàäà÷ó, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííóþ îòíîñèòåëüíî ôîðìóëû Ãðèíà ê çàäà-
÷å (3.14), (3.15) è ñîäåðæàùóþ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ëó÷àõ, ëåæàùèõ
ñòðîãî âíóòðè óãëîâ Kp

j . Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ìû îïóñêàåì â íåëî-
êàëüíûõ îïåðàòîðàõ è îïåðàòîðàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ íèæíèé
èíäåêñ q, ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåðó óêàçàííîãî ëó÷à (ñð. ñ çàäà÷åé (1.10),
(1.11) ãë. 1). Òàêèì îáðàçîì, âñå íåëîêàëüíûå îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïðåîáðàçîâàíèþ ëó÷à γp

jσ âíóòðü óãëà Kp
k , çàíóìåðîâàíû èíäåêñîì

s, èçìåíÿþùèìñÿ îò 0 äî Sp
jσk.

ßñíî, ÷òî fj ∈ H l
a1

(Vp
j (0) ∩Kp

j ), fjσµ ∈ H
l+2m−mp

jσµ−1/2
a1 (Vp

j (0) ∩ γp
jσ).

Òåïåðü îòêàæåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ supp u ⊂
( Np1⋃

j=1

V(gp
j )

)
∩ Ḡ. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Pp
j (Dy), Bp

jσµks(Dy) ãëàâíûå îäíîðîäíûå ÷àñòè îïåðàòîðîâ
Pp

j (0, Dy), Bp
jσµks(0, Dy) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

Bp
jσµ(Dy)U ≡

∑

k,s

(Bp
jσµks(Dy)Uk)(Gp

jσks(y))|Vp
j (0)∩γp

jσ
.

Òîãäà àíàëîãè÷íî ï. 2 íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ïîëó÷èì, ÷òî àñèìïòîòèêà

ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1), (3.2) ïðè y ∈
( Np1⋃

j=1

V(gp
j )

)
∩G îïðåäåëÿåòñÿ, â ñèëó

òåîðåì 3.1, 3.2, ñëåäóþùåé çàäà÷åé:

Pp
j (Dy)Uj = f̂j(y) (y ∈ Vp

j (0) ∩Kp
j ), (3.16)
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Bp
jσµ(Dy)U = −

N2∑
p2=1

∑
i,s

cp2

2 fp2

2,iµs,j(y)|Vp
j (0)∩γp

jσ
−

−
N2∑

p2=1

∑
i,s

∑
p3

cp3

3 f p2p3

23,iµs,j(y)|Vp
j (0)∩γp

jσ
−

N3∑
p3=1

∑
i,s

cp3

3 f p3

3,iµs,j(y)|Vp
j (0)∩γp

jσ
+

+ f̂jσµ(y) (y ∈ Vp
j (0) ∩ γp

jσ). (3.17)

Çäåñü â ïåðâîé è âòîðîé ñóììàõ áåðóòñÿ òå i, s, äëÿ êîòîðûõ gp
j ∈ Ῡi

è Ωis(g
p
j ) = hp2

2 ∈ K2; â òðåòüåé ñóììå � òå, äëÿ êîòîðûõ gp
j ∈ Ῡi

è Ωis(g
p
j ) = hp3

3 ∈ K3; p3 âî âòîðîé ñóììå ïðèíèìàåò òå æå çíà-
÷åíèÿ, ÷òî è â ôîðìóëå (3.11) (â êîòîðîé ñëåäóåò çàìåíèòü p íà
p2). Äàëåå, â ñèëó óñëîâèé 3.3 è 3.4, fp2

2,iµs,j = {f p2,(k,ζ)
2,n,iµs,j}, fp2p3

23,iµs,j =

{fp2p3,(k,ζ)
23,n,iµs,j }, f p3

3,iµs,j = {fp3,(k,ζ)
3,n,iµs,j}, f p2...

2,n..., f p2p3...
23,n... , fp3...

3,n... � ëèíåéíûå êîìáèíà-
öèè ôóíêöèé âèäà riλ

p2
2,n−mp

jσµ(i ln r)qf p2...
2,n...q(ω), riλ

p3
3,n−mp

jσµ(i ln r)qfp2p3...
23,n...q(ω),

riλ
p3
3,n−mp

jσµ(i ln r)qf p3,...
3,n...q(ω) ñîîòâåòñòâåííî (ôóíêöèè fp2...

2,n..., fp2p3...
23,n... è fp3...

3,n...

ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì ãëàâíûõ îäíîðîäíûõ ÷àñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ Biµs(y, Dy) ê ôóíêöèÿì up2...

2,n , up2p3...
23,n è up3...

3,n ,
îïèñàííûì â òåîðåìàõ 3.2 è 3.1). Íàêîíåö, f̂j ∈ H l

a1
(Vp

j (0) ∩Kp
j ), f̂jσµ ∈

H
l+2m−mp

jσµ−1/2
a1 (Vp

j (0) ∩ γp
jσ).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèé

H l+2m, N
a (Kp) =

Np1∏
j=1

H l+2m
a (Kp

j ), H l, N
a (Kp, γp) =

Np1∏
j=1

H l
a(K

p
j , γp

j ),

H l
a(K

p
j , γp

j ) = H l
a(K

p
j )×

∏
σ=1,2

m∏
µ=1

H
l+2m−mp

jσµ−1/2
a (γp

jσ).

Ââåäåì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

Lp
1 = {Pp

j (Dy), Bp
jσµ(Dy)} : H l+2m, N

a (Kp) → H l, N
a (Kp, γp).

Îòìåòèì, ÷òî àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ìîäåëüíîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâó-
þùåé îïåðàòîðó Lp

1, èçó÷àëàñü â ãë. 2; òàì îïåðàòîð Lp
1 îáîçíà÷àëñÿ ÷å-

ðåç L.
Çàïèøåì îïåðàòîðû Pp

j (Dy), Bp
jσµks(Dy) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

Pp
j (Dy) = r−2mP̃p

j (ω, Dω, rDr), Bp
jσµks(Dy) = r−mp

jσµB̃p
jσµks(ω, Dω, rDr).
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Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ îïåðàòîð�ôóíêöèþ L̃p
1(λ) :

W l+2m, N(bp
1, bp

2) → W l, N [bp
1, bp

2], îïðåäåëåííóþ ïî ôîðìóëå

L̃p
1(λ)Ũ = {P̃p

j (ω, Dω, λ)Ũj,∑

k,s

(βp
jσks)

iλ−mp
jσµB̃p

jσµks(ω, Dω, λ)Ũk(ω + ωp
jσks)|ω=bp

jσ
}

(ñì. � 1.2 ãë. 1 è � 2.1 ãë. 2, ãäå îïåðàòîð L̃p
1(λ) îáîçíà÷àëñÿ ÷åðåç L̃(λ)).

Â ãë. 2 ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ðåøåíèé íåëîêàëüíûõ
çàäà÷ â ïëîñêèõ óãëàõ äëÿ ñëó÷àÿ Np1 = 1, s = 1 (îäèí óãîë è îäíî
�íåëîêàëüíîå� ñëàãàåìîå). Ýòè ôîðìóëû áåç òðóäà îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíûõ Np1 è s, ïîýòîìó, ññûëàÿñü íà ðåçóëüòàòû ãë. 2, áóäåì
èìåòü â âèäó îáùèé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ïðÿìûå Im λ = h1, Im λ = h ñâîáîäíû îò ñïåêòðà
îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p

1(λ), à â ïîëîñå h1 < Im λ < h ëåæàò ñîáñòâåííûå
÷èñëà λp

1,n ýòîé îïåðàòîð�ôóíêöèè. Òîãäà

u(y) = cp
1u

p
1(y) +

∑
p2

cp2

2 upp2

12 (y) +
∑
p2

∑
p3

cp3

3 upp2p3

123 (y)+

+
∑
p3

cp3

3 upp3

13 (y) + u1(y)
(
y ∈

Np1⋃
j=1

V(gp
j ) ∩G

)
,

(3.18)

â ïåðâîé è âòîðîé ñóììàõ p2 ïðèíèìàåò òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàé-
äóòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ωis, òàêèå, ÷òî Ω−1

is (hp2

2 ) ∈ Orbp ∩ Ῡi; â ïîñëåäíåé
ñóììå p3 ïðèíèìàåò òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ωis, òàêèå, ÷òî Ω−1

is (hp3

3 ) ∈ Orbp ∩ Ῡi; p3 âî âòîðîé ñóììå èçìåíÿ-
åòñÿ òàê æå, êàê â ôîðìóëå (3.11) (â êîòîðîé ñëåäóåò çàìåíèòü p íà
p2). Äàëåå, cp

1 = {cp,(k,ζ)
1,n } � âåêòîð êîíñòàíò, up

1 = {up,(k,ζ)
1,n },

u
p,(k,ζ)
1,n (y) = [Up,(k,ζ)

1,n ]j(y
′(y)) ïðè y ∈ V(gp

j ), j = 1, . . . , Np1,

ãäå âåêòîð Up,(k,ζ)
1,n = ([Up,(k,ζ)

1,n ]1, . . . , [Up,(k,ζ)
1,n ]Np1) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Up,(k,ζ)
1,n (ω, r) = riλp

1,n

k∑
q=0

1

q!
(i ln r)qϕ

p,(k−q,ζ)
1,n (ω), (3.19)

{ϕp,(0,ζ)
1,n , . . . , ϕ

p,({p
ζ,1,n−1,ζ)

1,n : ζ = 1, . . . , Jp
1,n}

� êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê îïåðàòîð�ôóíêöèè
L̃p

1(λ), îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λp
1,n, (ω, r) � ïîëÿðíûå



� 125 �

êîîðäèíàòû ñ ïîëþñîì â òî÷êå 0; upp2

12 = {upp2,(k,ζ)
12,n }, upp2p3

123 =

{upp2p3,(k,ζ)
123,n }, upp3

13 = {upp3,(k,ζ)
13,n }, upp2...

12,n (y), upp2p3...
123,n (y), upp3...

13,n (y) ïðè y ∈
V(gp

j ), j = 1, . . . , Np1, ñóòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé âè-
äà riλ

p2
2,n(i ln r)qϕpp2...

12,n,jq(ω), riλ
p3
3,n(i ln r)qϕpp2p3...

123,n,jq(ω), riλ
p3
3,n(i ln r)qϕpp3...

13,n,jq(ω),
(ω, r) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñ ïîëþñîì â òî÷êå gp

j ; íàêîíåö, u1 ∈
H l+2m

a1

(
(
Np1⋃
j=1

V(gp
j )) ∩G

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Upp2

12,iµs = {Upp2,(k,ζ)
12,n,iµs }, Upp2p3

123,iµs = {Upp2p3,(k,ζ)
123,n,iµs },

Upp3

13,iµs = {Upp3,(k,ζ)
13,n,iµs }, ãäå Upp2,(k,ζ)

12,n,iµs , Upp2p3,(k,ζ)
123,n,iµs , Upp3,(k,ζ)

13,n,iµs � ÷àñòíûå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (3.16), (3.17), ðàññìàòðèâàåìîé â
Np1∏
j=1

Kp
j , ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè

{0, −f
p2,(k,ζ)
2,n,iµs,j}, {0, −f

p2p3,(k,ζ)
23,n,iµs,j }, {0, −f

p3,(k,ζ)
3,n,iµs,j} ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿ-

åìûå ëåììîé 2.9 ãë. 2.
Ââåäåì ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ η ∈ C∞(R2), supp η ⊂

Np1⋂
j=1

Vp
j (0), ðàâíóþ

åäèíèöå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïîëîæèì

W = η
(
U − ∑

p2,i,s

cp2

2 Upp2

12,iµs −
∑

p2,i,s

∑
p3

cp3

3 Upp2p3

123,iµs −
∑

p3,i,s

cp3

3 Upp3

13,iµs

)
,

ãäå èíäåêñû èçìåíÿþòñÿ òàê æå, êàê â ôîðìóëå (3.17). Ðàñïðîñòðàíèì

âåêòîð-ôóíêöèþ W íà
Np1∏
j=1

Kp
j , ñ÷èòàÿ ðàâíîé íóëþ âíå íîñèòåëÿ η. Èñ-

ïîëüçóÿ ôîðìóëó Ëåéáíèöà, óñëîâèå 0 < a − a1 < 1 è ëåììó 3.9 [16],
ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Lp

1W ∈ H l, N
a1

(Kp, γp); ïîýòîìó òðåáóåìûé ðåçóëü-
òàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1 ãë. 2.

Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî ëåììå 2.1 ãë. 2, ôóíêöèè Up,(k,ζ)
1,n , îïðåäåëÿå-

ìûå ôîðìóëîé (3.19), óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

Lp
1U

p,(k,ζ)
1,n = 0. (3.20)

Ôóíêöèè upp2...
12,n , upp2p3...

123,n , upp3...
13,n ñîñòîÿò (ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé çàìå-

íû ïåðåìåííûõ y → y′(gp
j ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè gp

j ) èç ñóìì ÷àñòíûõ
ðåøåíèé Upp2...

12,n..., Upp2p3...
123,n... , Upp3...

13,n... çàäà÷è (3.16), (3.17), ðàññìàòðèâàåìîé â
Np1∏
j=1

Kp
j , ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè {0, −fp2...

2,n...}, {0, −fp2p3...
23,n... }, {0, −f p3...

3,n...} ñîîòâåò-
ñòâåííî. Êàæäîå ÷àñòíîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî, åñëè λp2

2,n (äëÿ ðåøåíèé
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Upp2...
12,n...) èëè λp3

3,n (äëÿ ðåøåíèé Upp2p3...
123,n... , Upp3...

13,n...) íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
÷èñëîì îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p

1(λ); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óïîìÿíóòûå ðå-
øåíèÿ îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ñòåïåííûõ ðåøåíèé âèäà (3.19), îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λp2

2,n èëè
ñîîòâåòñòâåííî λp3

3,n îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p
1(λ) (ñì. ëåììó 2.9 ãë. 2). Äà-

ëåå áóäåì ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûìè íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ Upp2...
12,n...,

Upp2p3...
123,n... , Upp3...

13,n..., à ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèè upp2...
12,n , upp2p3...

123,n , upp3...
13,n .

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè K1 çàâèñèò îò
äàííûõ çàäà÷è â îêðåñòíîñòè âñåãî ìíîæåñòâà K. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü
îò äàííûõ â îêðåñòíîñòè K3 âîçíèêàåò êàê çà ñ÷åò ïðåîáðàçîâàíèé Ωis,
îòîáðàæàþùèõ K1 íåïîñðåäñòâåííî â K3, òàê è çà ñ÷åò ïðåîáðàçîâàíèé,
îòîáðàæàþùèõ K1 â K2 (à çàòåì K2 â K3).

4. Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî èìåòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó
äëÿ ðåøåíèÿ u ∈ H l+2m

a (G) íåëîêàëüíîé çàäà÷è (3.1), (3.2) âî âñåé îáëà-
ñòè G. Äëÿ ýòîãî ââåäåì áåñêîíå÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè ηpj, ηp

ν (ν = 2, 3) ñ
íîñèòåëÿìè â V(gp

j ), V(gp
ν), ðàâíûå åäèíèöå â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ gp

j ,

gp
ν ñîîòâåòñòâåííî; ïîëîæèì òàêæå ηp

1 =
Np1∑
j=1

ηpj. Ðàññìîòðèì âåêòîðû

Up1

1 = ηp1

1 up1

1 ; (3.21)

Up2

2 = ηp2

2 up2

2 +
∑
p1

ηp1

1 up1p2

12 , (3.22)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òåì p1, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèå Ωis, òàêîå, ÷òî Ω−1

is (hp2

2 ) ∈ Orbp1 ∩ Ῡi;

Up3

3 = ηp3

3 up3

3 +
∑
p1

ηp1

1 up1p3

13 +
∑
p2

ηp2

2 up2p3

23 +
∑
p2

∑
p1

ηp1

1 up1p2p3

123 , (3.23)

ãäå p1 â ïåðâîé ñóììå ïðèíèìàåò òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ïðå-
îáðàçîâàíèå Ωis, òàêîå, ÷òî Ω−1

is (hp3

3 ) ∈ Orbp1 ∩ Ῡi; p2 âî âòîðîé è òðåòüåé
ñóììàõ � òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ωis, òàêîå,
÷òî Ω−1

is (hp3

3 ) = hp2

2 ∈ Υi; íàêîíåö, p1 â òðåòüåé ñóììå (ïðè êàæäîì ôèê-
ñèðîâàííîì p2) � òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå
Ωis, òàêîå, ÷òî Ω−1

is (hp2

2 ) ∈ Orbp1 ∩ Ῡi.
Êàæäóþ èç ôóíêöèé (3.21)�(3.23) ðàñïðîñòðàíèì íà âñþ îáëàñòü G,

ñ÷èòàÿ ðàâíîé íóëþ âíå íîñèòåëÿ ηp
1, ηp

2, ηp
3 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èç òå-

îðåì 3.1�3.3 ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ u ∈ H l+2m
a (G),
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êîòîðîå çàïèøåì â âèäå ñëåäóþùåãî ñðàâíåíèÿ

u ≡
3∑

ν=1

Nν∑
p=1

cp
νU

p
ν

(
mod H l+2m

a1
(G)

)
. (3.24)

Äëÿ äàëüíåéøåãî îòìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû âåêòîð-ôóíêöèé (3.21)�
(3.23) îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

LUp,(k,ζ)
ν,n ∈ H l

a1
(G, Υ). (3.25)

Ñâîéñòâî (3.25) ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Ëåéáíèöà, ñîîòíî-
øåíèé (3.6), (3.13), (3.20), óñëîâèÿ 0 < a − a1 < 1, ëåììû 3.9 [16] è
òîãî, ÷òî ôóíêöèè up2p3

23 è up1p2

12 , up1p2p3

123 , up1p3

13 ñóòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ çà-
äà÷ (3.9), (3.10) è (3.16), (3.17) ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ
ïðèìåíåíèåì íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ ê ôóíêöèÿì up3

3 è up2

2 , up2p3

23 , up3

3

ñîîòâåòñòâåííî.

3.3 Èíäåêñ íåëîêàëüíîé çàäà÷è
1. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÿäðà,
êîÿäðà è èíäåêñà îïåðàòîðà L íåëîêàëüíîé çàäà÷è (3.1), (3.2).

Ëåììà 3.1. Ïóñòü ïðÿìûå Im λ = h1, Im λ = h ñâîáîäíû îò ñïåêòðà
îïåðàòîð�ôóíêöèé L̃p

ν(λ) (ν = 1, 2, 3; p = 1, . . . , Nν), à â ïîëîñå h1 <
Im λ < h ëåæàò ñîáñòâåííûå ÷èñëà λp

ν,n ýòèõ îïåðàòîð�ôóíêöèé è

κ =
3∑

ν=1

Nν∑
p=1

∑

n,ζ

κp
ζ,ν,n

� ñóììà ïîëíûõ êðàòíîñòåé ÷èñåë λp
ν,n. 2)

Òîãäà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (3.1), (3.2) ìîæåò èìåòü íå áîëåå ÷åì κ
ðåøåíèé èç ïðîñòðàíñòâà H l+2m

a (G), ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïî ìîäóëþ
ïðîñòðàíñòâà H l+2m

a1
(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâî {Up,(k,ζ)
ν,n } òàê, ÷òîáû ñíà÷à-

ëà øëè ôóíêöèè ìíîæåñòâà {Up,(k,ζ)
3,n } â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ïîòîì

� {Up,(k,ζ)
2,n } òàêæå â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå è, íàêîíåö, � {Up,(k,ζ)

1,n }
2)Ïîëíàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λp

ν,n ðàâíà
∑
ζ

κp
ζ,ν,n (ñì. ãë. 2 � 2.1).
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â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå; îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ÷åðåç
U1, . . . , U{. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.24), âñÿêîå ðåøåíèå u0 ∈ H l+2m

a (G)
îäíîðîäíîé çàäà÷è (3.1), (3.2) óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

u0 ≡
{∑

t=1

ctUt

(
mod H l+2m

a1
(G)

)
, (3.26)

ãäå ct � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Çàìå÷àíèå 3.4. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1 ìîæíî óïîðÿäî÷èòü
ìíîæåñòâî {Up,(k,ζ)

ν,n } ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, îäíàêî â � 3.5, ïðè âû÷èñ-
ëåíèè êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòèêè, òàêîé ïîðÿäîê áóäåò âàæåí.

Ââåäåì âåêòîð U = (U1, . . . , U{)
T è âåêòîð Z = (Z1, . . . , Zd)

T , 0 ≤
d ≤ κ, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñîñòàâëÿþò ìàêñèìàëüíûé íàáîð ðåøåíèé
îäíîðîäíîé çàäà÷è (3.1), (3.2) èç ïðîñòðàíñòâà H l+2m

a (G), ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ïî ìîäóëþ ïðîñòðàíñòâà H l+2m

a1
(G) (áàçèñ ïî ìîäóëþ H l+2m

a1
(G)).

Â ñèëó (3.26), Z ≡ CU
(
mod H l+2m

a1
(G)

)
, ãäå C � ìàòðèöà ðàçìåðîâ d×κ,

ðàíã êîòîðîé ðàâåí d. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî C = (C1, C2), ãäå C1 � íåâû-
ðîæäåííàÿ (d×d)-ìàòðèöà. Òîãäà C−1

1 Z ≡ (I, C−1
1 C2)U

(
mod H l+2m

a1
(G)

)
,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

Zt ≡
(
Ut +

{∑

k=d+1

ctkUk

) (
mod H l+2m

a1
(G)

)
, t = 1, . . . , d. (3.27)

Áàçèñ âèäà (3.27) áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì
ôèêñèðîâàííûì íåêîòîðûé êàíîíè÷åñêèé áàçèñ.

2. Íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì L = {P(y, Dy), Biµ(y, Dy)} : H l+2m
a1

(G) →
H l

a1
(G, Υ) ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð L∗ : H l

a1
(G, Υ)∗ →

H l+2m
a1

(G)∗.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.1 è d � ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ áàçèñà ïî ìîäóëþ ïðîñòðàíñòâà H l+2m

a1
(G) â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé

èç H l+2m
a (G) îäíîðîäíîé çàäà÷è (3.1), (3.2). Òîãäà óðàâíåíèå L∗{v, wiµ} =

0 èìååò κ − d ðåøåíèé èç ïðîñòðàíñòâà H l
a1

(G, Υ)∗, ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ïî ìîäóëþ H l

a(G, Υ)∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.25), äîêàçàòåëüñòâî äàííîé
ëåììû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.2 [24, ãë. 4]. Îäíàêî
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ìû ïðèâåäåì ýòî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû. Ïóñòü {ϕt, ψt}q
t=1

� êàêîé-íèáóäü áàçèñ ïî ìîäóëþ H l
a(G, Υ)∗ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé èç

H l
a1

(G, Υ)∗ óðàâíåíèÿ L∗{v, wiµ} = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q < κ − d. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáè-

íàöèÿ U = cd+1Ud+1 + · · ·+ c{U{, ÷òî

< LU, {ϕt, ψt} >= 0, t = 1, . . . , q.

Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó íà ïàðå ñî-
ïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ H l

a1
(G, Υ) è H l

a1
(G, Υ)∗ (íàïîìíèì, ÷òî, ñî-

ãëàñíî (3.25), LU ∈ H l
a1

(G, Υ)). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
Û ∈ H l+2m

a1
(G) óðàâíåíèÿ LÛ = LU . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ Z = U − Û 6= 0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èç H l+2m
a (G) îäíîðîäíîé çàäà÷è (3.1), (3.2) è óäîâëå-

òâîðÿåò ñðàâíåíèþ

Z ≡
( {∑

k=d+1

ckUk

) (
mod H l+2m

a1
(G)

)
. (3.28)

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ôóíêöèÿ Z ëèíåéíî íåçàâèñèìà ïî ìîäóëþ H l+2m
a1

(G)
îò ýëåìåíòîâ Z1, . . . , Zd áàçèñà (3.27). (Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Z ≡( d∑

t=1

htZt

) (
mod H l+2m

a1
(G)

)
; òîãäà, â ñèëó (3.27), èìååì Z ≡

( d∑
t=1

htUt +

{∑
k=d+1

( d∑
t=1

htckt

)
Uk

) (
mod H l+2m

a1
(G)

)
. Îòñþäà, èç (3.28) è èç ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé U1, . . . , U{ ïî ìîäóëþ ïðîñòðàíñòâà H l+2m
a1

(G)
ñëåäóåò, ÷òî h1 = · · · = hd = 0.) Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî
q ≥ κ − d.

2) Äîïóñòèì, ÷òî q > κ − d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {Φh, Ψh}q
h=1 ñèñòåìó

ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà H l
a1

(G, Υ), áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìå {ϕt, ψt}q
t=1

è îðòîãîíàëüíóþ âñåì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ L∗{v, wiµ} = 0 èç ïðî-
ñòðàíñòâà H l

a(G, Υ)∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå uh ∈ H l+2m
a (G) çàäà÷è

Luh = {Φh, Ψh}, h = 1, . . . , q. Âû÷èòàÿ èç uh (åñëè òðåáóåòñÿ) ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ýëåìåíòîâ Z1, . . . , Zd áàçèñà (3.27), ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü ñðàâíåíèå

uh ≡
( {∑

k=d+1

dhkUk

) (
mod H l+2m

a1
(G)

)
, h = 1, . . . , q. (3.29)

Ôóíêöèè u1, . . . , uq ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî ìîäóëþ ïðîñòðàíñòâà
H l+2m

a1
(G). Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîì-

áèíàöèÿ ôóíêöèé uh, h = 1, . . . , q ïðèíàäëåæàëà áû ïðîñòðàíñòâó
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H l+2m
a1

(G). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé Luh =
{Φh, Ψh}, h = 1, . . . , q, áûëà áû îðòîãîíàëüíà âñåì âåêòîðàì {ϕt, ψt}q

t=1,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ôóíêöèé {Φh, Ψh}q

h=1. Èç ëèíåéíîé íåçàâèñè-
ìîñòè ôóíêöèé uh è ñðàâíåíèé (3.29) ñëåäóåò, ÷òî q ≤ κ − d. Òàêèì
îáðàçîì, q = κ − d.

3. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

La = {P(y, Dy), Biµ(y, Dy)} : H l+2m
a (G) → H l

a(G, Υ),
La1 = {P(y, Dy), Biµ(y, Dy)} : H l+2m

a1
(G) → H l

a1
(G, Υ).

Òî åñòü La è La1 � îïåðàòîðû îäíîé è òîé æå íåëîêàëüíîé çàäà÷è (3.1),
(3.2), íî äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ðàçíûìè ïîêàçàòåëÿìè âåñà. Â
ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì a > a1, íî íå ïðåäïîëàãàåì,
÷òî a− a1 < 1.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü ïðÿìûå Im λ = h è Im λ = h1 ñâîáîäíû îò ñïåêòðà
îïåðàòîð�ôóíêöèé L̃p

ν(λ) (ν = 1, 2, 3; p = 1, . . . , Nν). Òîãäà ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

indLa = indLa1 + κ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < a−
a1 < 1 (èíà÷å, â ñèëó ìåðîìîðôíîñòè îïåðàòîð�ôóíêöèé R̃p

ν(λ), ìîæíî
âûáðàòü ÷èñëà a = a0 > a1 > · · · > aM = a1, òàêèå, ÷òî 0 < ai − ai+1 < 1
è ïðÿìûå Im λ = ai + 1− l − 2m íå ñîäåðæàò ïîëþñîâ R̃p

ν(λ)).
Ïî òåîðåìå 3.4 [30], îïåðàòîðû La è La1 ôðåäãîëüìîâû. 3) Â ñèëó

ëåììû 3.1, dim kerLa = dim kerLa1 + d, à, ïî ëåììå 3.2, dim kerL∗a =
dim kerL∗a1

− (κ − d). Ñëåäîâàòåëüíî, indLa = dim kerLa − dim kerL∗a =
dim kerLa1 − dim kerL∗a1

+ κ = indLa1 + κ.

3.4 Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé
íåëîêàëüíîé çàäà÷è

1. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó ðåøåíèé ñîïðÿæåí-
íîé íåëîêàëüíîé çàäà÷è â îêðåñòíîñòè òî÷åê ìíîæåñòâà K. Ðåçóëüòàòû
äàííîãî ïàðàãðàôà áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
c
p,(k,j)
ν,n â ôîðìóëå (3.24).
3)Òî÷íåå, ìû ïîëüçóåìñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 3.4 [30] íà ñëó÷àé, êîãäà ïðåîáðàçîâà-

íèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê ìíîæåñòâà K1 ñîäåðæàò íå òîëüêî ïîâîðîò, íî è ðàñòÿæåíèå;
ñì. òàêæå [33].
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L∗ : H l
a1

(G, Υ)∗ → H l+2m
a1

(G)∗, ñîïðÿæåííûé
ñ îïåðàòîðîì L = {P(y, Dy), Biµ(y, Dy)} : H l+2m

a1
(G) → H l

a1
(G, Υ).

Îïåðàòîð L∗ äåéñòâóåò íà ýëåìåíò {v, wiµ} ∈ H l
a1

(G, Υ)∗ ïî ôîðìóëå

< u, L∗{v, wiµ} >=< P(y, Dy)u, v >G +

+

N0∑
i=1

m∑
µ=1

Si∑
s=0

< (Biµs(y, Dy)u)(Ωis(y))|Υi
, wiµ >Υi

4) (3.30)

äëÿ âñåõ u ∈ H l+2m
a1

(G).
Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: äëÿ âñÿêîé ãëàäêîé êðèâîé Υ ⊂ Ḡ è

ðàñïðåäåëåíèÿ w ∈ H
k−1/2
a1 (Υ)∗ îáîçíà÷èì ÷åðåç w⊗ δΥ ðàñïðåäåëåíèå èç

Hk
a1

(G)∗, äåéñòâóþùåå ïî ôîðìóëå
< u, w ⊗ δΥ >G=< u|Υ, w >Υ äëÿ âñåõ u ∈ Hk

a1
(G). (3.31)

Òîãäà îïåðàòîð L∗ : H l
a1

(G, Υ)∗ → H l+2m
a1

(G)∗, î÷åâèäíî, çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

L∗{v, wiµ} = P∗(y, Dy)v +

N0∑
i=1

m∑
µ=1

Si∑
s=0

B∗
iµs(y, Dy)(w

Ω
iµs ⊗ δΥis

). (3.32)

Çäåñü P∗(y, Dy), B∗
iµs(y, Dy) � îïåðàòîðû, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûå ñ

P(y, Dy), Biµs(y, Dy) ñîîòâåòñòâåííî; Υis = Ωis(Υi) (â ÷àñòíîñòè, Υi0 =

Υi); íàêîíåö, wΩ
iµs ∈ H

l+2m−miµ−1/2
a1 (Υis)

∗ � ðàñïðåäåëåíèå, äåéñòâóþùåå
ïî ôîðìóëå

< ψ, wΩ
iµs >Υis

=< ψ(Ωisy), wiµ >Υi
äëÿ âñåõ ψ ∈ H l+2m−miµ−1/2

a1
(Υis)
(3.33)

(â ÷àñòíîñòè, wΩ
iµ0 = wiµ). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (3.30)

ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà L∗, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñîîòíîøåíèÿ (3.33)
è (3.31), ïîëó÷èì

< u, L∗{v, wiµ} >=< u, P(y, Dy)
∗v >G +

+

N0∑
i=1

m∑
µ=1

Si∑
s=0

< Biµs(y, Dy)u|Υis
, wΩ

iµs >Υis
=< u, P(y, Dy)

∗v+

+

N0∑
i=1

m∑
µ=1

Si∑
s=0

Biµs(y, Dy)
∗(wΩ

iµs ⊗ δΥis
) >G

4)Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåì äëÿ íàãëÿäíîñòè îáîçíà÷àòü ïîëóòîðàëèíåéíûå ôîð-
ìû íà ïàðàõ ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ Hk

a1
(G), Hk

a1
(G)∗ è H

k−1/2
a1 (Υi), H

k−1/2
a1 (Υi)∗

ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç < ·, · >G è < ·, · >Υi .
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äëÿ âñåõ u ∈ H l+2m
a1

(G), îòêóäà è ñëåäóåò (3.32).
Áóäåì èçó÷àòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèé çàäà÷è

L∗{v, wiµ} = Ψ, (3.34)

ïîëàãàÿ, ÷òî {v, wiµ} ∈ H l
a1

(G, Υ)∗, à Ψ ∈ H l+2m
a (G)∗.

Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì L∗ ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé îïå-
ðàòîð L∗Ω : H l

a1
(G)∗ ×

N0∏
i=1

m∏
µ=1

Si∏
s=0

H
l+2m−miµ−1/2
a1 (Υis)

∗ → H l+2m
a1

(G)∗, äåé-
ñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

L∗Ω{v, wiµs} = P∗(y, Dy)v +
N0∑
i=1

m∑
µ=1

Si∑
s=0

B∗
iµs(y, Dy)(wiµs ⊗ δΥis

)

(ñð. ñ âñïîìîãàòåëüíûì îïåðàòîðîì LG(θ)∗ â � 1.9 ãë. 1). Îòìåòèì, ÷òî
îïåðàòîð L∗Ω ÿâëÿåòñÿ �ëîêàëüíûì�, ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèÿ wiµ0 è wiµs,
s > 0, ìåæäó ñîáîé íèêàê íå ñâÿçàíû (â îòëè÷èå îò ðàñïðåäåëåíèé wiµ è
wΩ

iµs, s > 0, ôèãóðèðóþùèõ â îïðåäåëåíèè íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà L∗Ω).
Î÷åâèäíî, L∗{v, wiµ} = L∗Ω{v, wΩ

iµs}, è, ñëåäîâàòåëüíî, {v, wΩ
iµs} óäî-

âëåòâîðÿåò çàäà÷å
L∗Ω{v, wΩ

iµs} = Ψ. (3.35)
Èçó÷èâ àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ {v, wΩ

iµs} �ëîêàëüíîé� çàäà÷è (3.35),
ìû òåì ñàìûì ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ {v, wiµ} = {v, wΩ

iµ0}
íåëîêàëüíîé çàäà÷è (3.34). Ïðè ýòîì, áëàãîäàðÿ �ëîêàëüíîñòè� îïåðàòî-
ðà L∗Ω, èññëåäóÿ àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ {v, wΩ

iµs ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâ-
íåíèÿ (3.35), ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ìåòîä ñðåçàþùèõ ôóíêöèé (ìåòîä
ðàçáèåíèÿ åäèíèöû).

Àñèìïòîòèêó ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíîé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (3.35)
íà÷íåì èçó÷àòü (â îòëè÷èå îò èñõîäíîé çàäà÷è) ñ òî÷åê ìíîæåñòâà K1.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ îðáèòó Orbp ⊂ K1 (p = 1, . . . , N1). Èñïîëüçóÿ
ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ ηp

1 ñ íîñèòåëåì, ñîñðåäîòî÷åííûì âáëèçè îðáèòû
Orbp, ñâåäåì èçó÷åíèå çàäà÷è âáëèçè Orbp ê èçó÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ìîäåëüíîé íåëîêàëüíîé çàäà÷è â ïëîñêèõ óãëàõ. Äàëåå, èñïîëüçóÿ
àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è â óãëàõ (ñì. � 2.3 ãë. 2), ïîëó-
÷èì àñèìïòîòèêó ðåøåíèé çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè âáëèçè îðáèòû
Orbp.

Èòàê, èìååì

L∗Ωηp
1{v, wΩ

iµs} = P∗(y, Dy)η
p
1v +

∑
i,µ,s

B∗
iµs(y, Dy)(η

p
1w

Ω
iµs ⊗ δΥis

),
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ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òåì i, s, äëÿ êîòîðûõ Ῡis ∩ Orbp 6= ∅;
µ çäåñü è äàëåå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, . . . , m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç
ôîðìóëû Ëåéáíèöà, ðàâåíñòâà (3.35) è óñëîâèÿ 0 < a− a1 < 1 âûòåêàåò,

÷òî L∗Ωηp
1{v, wΩ

iµs} = ηp
1Ψ + Ψ̂0, ãäå Ψ̂0 ∈ H l+2m

a (G)∗ è supp Ψ̂0 ⊂
Np1⋃
j=1

V(gp
j ).

Òàêèì îáðàçîì, ηp
1{v, wΩ

iµs} óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å

P∗(y, Dy)η
p
1v +

∑
i,µ,s

B∗
iµs(y, Dy)(η

p
1w

Ω
iµs ⊗ δΥis

) = Ψ̂, (3.36)

ãäå Ψ̂ = ηp
1Ψ + Ψ̂0 ∈ H l+2m

a (G)∗ è supp Ψ̂ ⊂
Np1⋃
j=1

V(gp
j ).

Ïóñòü y 7→ y′(gp
j ) � ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, îïèñàííîå â � 3.1 è ïå-

ðåâîäÿùåå V(gp
j )∩G â Vp

j (0)∩Kp
j . Ââåäåì ðàñïðåäåëåíèå Vj ∈ H l+2m

a1
(Kp

j )∗

ïî ôîðìóëå
< U(y′), Vj >Kp

j
=< ηpjU(y′(y)), v >G

äëÿ âñåõ U ∈ H l+2m
a1

(Kp
j ), ãäå U(y′(y)) ñ÷èòàåì ðàâíîé íóëþ âíå V(gp

j ).
Äàëåå, åñëè gp

j ∈ Ῡis è ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò y 7→ y′(gp
j ) ïåðåâîäèò

V(gp
j )∩Υis â Vp

j (0)∩γp
jσ, ïîâåðíóòîå íà óãîë ωp

jσks, òî ââåäåì ðàñïðåäåëåíèå
WG

jσµks ∈ H
l+2m−mp

jσµ−1/2
a1 (γp

jσks)
∗ ïî ôîðìóëå

< ψ(y′), WG
jσµks >γp

jσks
=< ηpjψ(y′(y)), wΩ

iµs >Υis

äëÿ âñåõ ψ ∈ H
l+2m−mp

jσµ−1/2
a1 (γp

jσks), ãäå mp
jσµ = miµ; γp

jσks � ëó÷, â êîòî-
ðûé ïåðåõîäèò γp

jσ ïîñëå ïîâîðîòà íà óãîë ωp
jσks; ψ(y′(y)) ñ÷èòàåì ðàâíîé

íóëþ âíå V(gp
j ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ WG
jσµks îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå ÷åðåç

Wjσµ ≡ WG
jσµj0:

< ψ, WG
jσµks >γp

jσks
=< ψ(Gp

jσksy
′), Wjσµ >γp

jσ
(3.37)

äëÿ âñåõ ψ ∈ H
l+2m−mp

jσµ−1/2
a1 (γp

jσks), ãäå Gp
jσks � îïåðàòîð ïîâîðîòà íà

óãîë ωp
jσks è ðàñòÿæåíèÿ â βp

jσks > 0 ðàç.
Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó óñëîâèÿ 3.3, çàäà÷à (3.36) ïðèìåò âèä

(Pp
j )∗(y′, Dy′)Vj +

∑
σ,µ,k,s

(Bp
jσµks)

∗(y′, Dy′)(WG
jσµks ⊗ δγp

jσks
) = Ψ̂j,

j = 1, . . . , Np1.
(3.38)
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Çäåñü (Pp
j )∗(y′, Dy′), (Bp

jσµks)
∗(y′, Dy′) ôîðìàëüíî ñîïðÿæåíû ñ

Pp
j (y′, Dy′), Bp

jσµks(y
′, Dy′) (ñì. � 3.2, ï. 3); Ψ̂j ∈ H l+2m

a (Kp
j )∗ � ðàñ-

ïðåäåëåíèå, äåéñòâóþùåå ïî ôîðìóëå

< U(y′), Ψ̂j >Kp
j
=< η̂pjU(y′(y)), Ψ̂ >G äëÿ âñåõ U ∈ H l+2m

a1
(Kp

j ),

ãäå η̂pj � áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå íà supp Ψ̂∩V(gp
j )

è íóëþ âíå V(gp
j ), U(y′(y)) ñ÷èòàåì ðàâíîé íóëþ âíå V(gp

j ); ñóììèðîâàíèå
â (3.38) ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: σ = 1, 2; µ = 1, . . . , m; k =
1, . . . , Np1; s = 0, . . . , Sp

jσk.
Òåïåðü ïåðåîáîçíà÷èì y′ ÷åðåç y. Ïóñòü (Pp

j )∗(Dy), (Bp
jσµks)

∗(Dy) �
ãëàâíûå îäíîðîäíûå ÷àñòè îïåðàòîðîâ (Pp

j )∗(0, Dy), (Bp
jσµks)

∗(0, Dy) ñî-
îòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå 0 < a − a1 < 1, ïåðåïèøåì çàäà-
÷ó (3.38) â âèäå

(Pp
j )∗(Dy)Vj +

∑
σ,µ,k,s

(Bp
jσµks)

∗(Dy)(WG
jσµks ⊗ δγp

jσks
) = Ψj,

j = 1, . . . , Np1,

ãäå Ψj ∈ H l
a(K

p
j )∗. Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé (3.37) ñëåäóåò, ÷òî

{Vj, Wjσµ} ∈ H l, N
a1

(Kp, γp)∗ (íàïîìíèì: Wjσµ = WG
jσµj0) ÿâëÿåòñÿ ðå-

øåíèåì çàäà÷è
(Lp

1)
∗{Vj, Wjσµ} = {Ψj} (3.39)

ñ ïðàâîé ÷àñòüþ {Ψj} ∈ H l+2m, N
a (Kp)∗. Çäåñü (Lp

1)
∗ : H l, N

a1
(Kp, γp)∗ →

H l+2m, N
a1

(Kp)∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ñ îïåðàòîðîì Lp
1 =

{Pp
j (Dy), Bp

jσµ(Dy)} : H l+2m, N
a1

(Kp) → H l, N
a1

(Kp, γp).
Îáîçíà÷èì {V , W} = {Vj, Wjσµ}. Òàê êàê supp Ψj ⊂ Vp

j (0), èìååì
{Ψj} ∈ H l+2m, N

a (Kp)∗ ∩H l+2m, N
a1

(Kp)∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðèìå-
íèòü òåîðåìó 2.3 ãë. 2, ñîãëàñíî êîòîðîé

{V , W} ≡ dp
1{Vp

1 , Wp
1}

(
mod H l, N

a (Kp, γp)∗
)
. (3.40)

Çäåñü dp
1 = {dp,(k,ζ)

1,n } � âåêòîð êîíñòàíò, {Vp
1 , Wp

1} = {Vp,(k,ζ)
1,n , Wp,(k,ζ)

1,n },

{Vp,(k,ζ)
1,n , Wp,(k,ζ)

1,n } =
{

riλ̄p
1,n+2m−2

ν∑
q=0

1
q!

(i ln r)qψ
p,(ν−q,ζ)
1,n ,

−−−−−−−→
riλ̄p

1,n+mp−1
ν∑

q=0

1
q!

(i ln r)νχ
p,(ν−q,ζ)
1,n

} (3.41)



� 135 �

� ñòåïåííûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è (3.39), ïðè÷åì ψ
p,(q,ζ)
1,n =

{ψp,(q,ζ)
1,n,j },

−−−−−−−→
riλ̄p

1,n+mp−1 = {riλ̄p
1,n+mp

jσµ−1}, χ
p,(q,ζ)
1,n = {χp,(q,ζ)

1,n,jσµ}, ãäå
{
{ψp,(0,ζ)

1,n , χ
p,(0,ζ)
1,n }, . . . , {ψp,({p

ζ,1,n−1,ζ)

1,n , χ
p,({p

ζ,1,n−1,ζ)

1,n } : ζ = 1, . . . , Jp
1,n

}

� æîðäàíîâû öåïî÷êè îïåðàòîðà (L̃p
1)
∗(λ), ñîïðÿæåííîãî ñ L̃p

1(λ̄), îòâå÷à-
þùèå ÷èñëó λ̄p

1,n è ñîñòàâëÿþùèå êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó (ñì. � 2.1 ãë. 2).
Èñïîëüçóÿ ñðàâíåíèå (3.40), ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îá àñèì-

ïòîòèêå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.34) â îêðåñòíîñòè Orbp.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ïðÿìûå Im λ = h1, Im λ = h ñâîáîäíû îò ñïåêòðà
îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p

1(λ), à â ïîëîñå h1 < Im λ < h ëåæàò ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà λp

1,n ýòîé îïåðàòîð�ôóíêöèè. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ {v, wiµ} ∈
H l

a1
(G, Υ)∗ óðàâíåíèÿ (3.34) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ Ψ ∈ H l+2m

a (G)∗ ñïðàâåäëè-
âî ñðàâíåíèå

ηp
1{v, wiµ} ≡ dp

1η
p
1{vp

1, wp
1,iµ}

(
mod H l

a(G, Υ)∗
)
, (3.42)

ãäå dp
1 = {dp,(k,ζ)

1,n } � âåêòîð êîíñòàíò, {vp
1, wp

1,iµ} â îêðåñòíîñòè V(gp
j )

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð, â êîòîðûé ïåðåõîäèò {Vp
1 , Wp

1} ïðè îáðàò-
íîé çàìåíå ïåðåìåííûõ y′ 7→ y(gp

j ).

2. Òåïåðü çàôèêñèðóåì òî÷êó hp
2 ∈ K2 (p = 1, . . . , N2). Ïóñòü hp

2 ∈ Υi.
Èñïîëüçóÿ ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ ηp

2 ñ íîñèòåëåì, ñîñðåäîòî÷åííûì âáëè-
çè òî÷êè hp

2, ñâåäåì èçó÷åíèå çàäà÷è âáëèçè hp
2 ê èçó÷åíèþ ñîîòâåòñòâó-

þùåé ìîäåëüíîé çàäà÷è â ïëîñêîì óãëå ðàñòâîðà π. Ïðè ýòîì, çà ñ÷åò
íàëè÷èÿ íåëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî óðàâíåíèÿ âîçíèêíóò �íåãëàäêèå� ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîäåðæàùèå wΩ

i1µs.
Îäíàêî, ñîãëàñíî (3.33), àñèìïòîòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ wΩ

i1µs âáëèçè òî÷-
êè hp

2 îïðåäåëÿåòñÿ óæå èçó÷åííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå àñèìïòîòèêîé
ðàñïðåäåëåíèÿ wi1µ âáëèçè òî÷êè gp1

1 = Ω−1
i1s(h

p
2).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è â óãëå ñî
ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ (ñì. ëåììó 3.3 íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà è òåî-
ðåìó 5.7 [24, ãë. 3]), ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó ðåøåíèé çàäà÷è â îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè âáëèçè òî÷êè hp

2.
Èòàê, èìååì

L∗Ωηp
2{v, wΩ

iµs} = P∗(y, Dy)η
p
2v+

+
∑
µ

B∗
iµ0(y, Dy)(η

p
2w

Ω
iµ0 ⊗ δΥi

) +
∑

i1,µ,s

B∗
i1µs(y, Dy)(η

p
2w

Ω
i1µs ⊗ δΥi1s

),
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ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òåì i1, s 6= 0, äëÿ êîòîðûõ hp
2 ∈ Ῡi1s.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ôîðìóëû Ëåéáíèöà, ðàâåíñòâà (3.35) è óñëîâèÿ
0 < a−a1 < 1 âûòåêàåò, ÷òî L∗Ωηp

2{v, wΩ
iµs} = ηp

2Ψ+Ψ̂0, ãäå Ψ̂0 ∈ H l+2m
a (G)∗

è supp Ψ̂0 ⊂ V(hp
2). Òàêèì îáðàçîì, ηp

2{v, wΩ
iµs} óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å

P∗(y, Dy)η
p
2v +

∑
µ

B∗
iµ0(y, Dy)(η

p
2w

Ω
iµ0 ⊗ δΥi

) =

= − ∑
i1,µ,s

B∗
i1µs(y, Dy)(η

p
2w

Ω
i1µs ⊗ δΥi1s

) + Ψ̂,
(3.43)

ãäå Ψ̂ = ηp
2Ψ + Ψ̂0 ∈ H l+2m

a (G)∗ è supp Ψ̂ ⊂ V(hp
2).

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà. Ïóñòü Ω−1

i1s(h
p
2) ∈ Orbp1 . Òîãäà, â ñèëó (3.33) è òåîðåìû 3.5,

ðàñïðåäåëåíèå wΩ
i1µs óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

ηp
2w

Ω
i1µs ≡ dp1

1 ηp
2(w

Ω)p1

1,i1µs

(
mod H

l+2m−mi1µ−1/2
a (Υi1s)

∗
)
,

ãäå (wΩ)p1

1,i1µs = {(wΩ)
p1,(k,ζ)
1,n,i1µs}, (wΩ)

p1,(k,ζ)
1,n,i1µs � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíê-

öèé âèäà riλ̄
p1
1,n+mi1µ−1(i ln r)q, r � ïîëÿðíûé ðàäèóñ ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ

ïîëþñîì â òî÷êå hp
2. Ïîýòîìó, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç B∗

i1µs(Dy) ãëàâíóþ îäíî-
ðîäíóþ ÷àñòü îïåðàòîðà B∗

i1µs(h
p
2, Dy) è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ëåéáíèöà è

óñëîâèå 0 < a− a1 < 1, ïîëó÷èì

B∗
i1µs(y, Dy)(η

p
2w

Ω
i1µs ⊗ δΥi1s

) ≡
≡ ηp

2d
p1

1 B∗
i1µs(Dy)((w

Ω)p1

1,i1µs ⊗ δΥi1s
)
(
mod H l+2m

a (G)∗
)
≡

≡ ηp
2d

p1

1 Ψp1

1,i1µs

(
mod H l+2m

a (G)∗
)
,

ãäå Ψp1

1,i1µs = {Ψp1,(k,ζ)
1,n,i1µs}, Ψp1...

1,n... åñòü, â ñèëó óñëîâèÿ 3.3, ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ ôóíêöèé âèäà riλ̄

p1
1,n−2(i ln r)qΨp1...

1,n...q, Ψp1...
1,n...q ∈ W l+2m(−π/2, π/2)∗, r

� ïîëÿðíûé ðàäèóñ ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ïîëþñîì â òî÷êå hp
2 è ïîëÿðíîé

îñüþ, íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöå ∂G âíóòðü îáëàñòè. 5)

5)Ðàñïðåäåëåíèå âèäà riλ̄
p1
1,n−2(i ln r)qΨp1...

1,n...q äåéñòâóåò íà u ∈ H l+2m
a1

(Kπ/2) ïî ôîð-
ìóëå

< u, riλ̄
p1
1,n−2(i ln r)qΨp1...

1,n...q >=

∞∫

0

< u(·, r), Ψp1...
1,n...q >(−π/2, π/2) riλ̄

p1
1,n−2(i ln r)q r dr.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç P∗(Dy), B∗iµ0(Dy) ãëàâíûå îäíîðîäíûå ÷àñòè îïå-
ðàòîðîâ P∗(hp

2, Dy), B∗
iµ0(h

p
2, Dy). Òîãäà ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî óðàâíå-

íèå (3.43) ïðèìåò âèä

P∗(Dy)η
p
2v +

∑
µ

B∗
iµ0(Dy)(η

p
2w

Ω
iµ0 ⊗ δΥi

) = −ηp
2

N1∑
p1=1

∑
i1,µ,s

dp1

1 Ψp1

1,i1µs + Φ̂,

ãäå Φ̂ ∈ H l+2m
a (G)∗ (â ñèëó óñëîâèÿ 0 < a − a1 < 1) è supp Φ̂ ⊂ V(hp

2);
ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òåì i1, s, äëÿ êîòîðûõ Ω−1

i1s(h
p
2) ∈ Orbp1∩Ῡi1 .

Îáîçíà÷èì w = (wΩ
i10, . . . , wΩ

im0) = (wi1, . . . , wim) (i ôèêñèðîâàíî). Òîãäà
ηp

2{v, w} ∈ H l
a1

(Kπ/2, γ)∗ è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

(Lp
2)
∗ηp

2{v, w} = −ηp
2

N1∑
p1=1

∑
i1,µ,s

dp1

1 Ψp1

1,i1µs + Φ̂, (3.44)

ãäå (Lp
2)
∗ : H l

a1
(Kπ/2, γ)∗ → H l+2m

a1
(Kπ/2)

∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ñ
Lp

2 : H l+2m
a1

(Kπ/2) → H l
a1

(Kπ/2, γ). (Íàïîìíèì, ÷òî Kπ/2 = {y : r >
0, |ω| < π/2} � ðàçâåðíóòûé óãîë ñî ñòîðîíàìè γj = {y : ω = (−1)jπ/2},
j = 1, 2; (ω, r) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñ ïîëþñîì â òî÷êå hp

2 è ïîëÿðíîé
îñüþ, íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöå ∂G âíóòðü îáëàñòè.)

Äëÿ âûâîäà àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.44) íàì ïîíàäîáèòñÿ
ëåììà î ðåøåíèÿõ çàäà÷è (3.44) ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ââåäåì
îïåðàòîð (L̃p

2)
∗(λ), ñîïðÿæåííûé ñ îïåðàòîðîì L̃p

2(λ̄).
Ïóñòü Λ � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Åñëè Λ̄ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî

îïåðàòîð�ôóíêöèè (L̃p
2)
∗(λ), òî îáîçíà÷èì

{v(k,ζ), w(k,ζ)} = {riΛ̄+2m−2

k∑
q=0

1

q!
(i ln r)qψ(k−q,ζ),

riΛ̄+miµ−1

k∑
q=0

1

q!
(i ln r)qχ(k−q,ζ)}, (3.45)

ãäå
{
{ψ(0,ζ), χ(0,ζ)}, . . . , {ψ({ζ−1,ζ), χ({ζ−1,ζ)} : ζ = 1, . . . , J

}

� êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà æîðäàíîâûõ öåïî÷åê îïåðàòîð�ôóíêöèè
(L̃p

2)
∗(λ), îòâå÷àþùàÿ ÷èñëó Λ̄. Âåêòîðû (3.45) ÿâëþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâ-

íåíèÿ (Lp
2)
∗{v, w} = 0 (ïîäðîáíåå ñì. [24, ãë. 3]). Ïóñòü κ(Λ̄) = max{κζ}

� íàèáîëüøàÿ èç ÷àñòíûõ êðàòíîñòåé ýòîãî ÷èñëà. Åñëè Λ̄ íå ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîð�ôóíêöèè (L̃p

2)
∗(λ), òî ïîëîæèì κ(Λ̄) = 0.
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Ëåììà 3.3. Óðàâíåíèå (3.44) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

riΛ̄−2

M∑
q=0

1

q!
(i ln r)qΨq,

Ψq ∈ W l+2m(−π/2, π/2)∗, èìååò ðåøåíèå âèäà

{riΛ̄+2m−2

M+{(Λ̄)∑
q=0

1

q!
(i ln r)qvq, riΛ̄+miµ−1

M+{(Λ̄)∑
q=0

1

q!
(i ln r)qwq}, (3.46)

ãäå {vq, wq} ∈ W l[−π/2, π/2]∗. Ðåøåíèå òàêîãî âèäà åäèíñòâåííî, åñ-
ëè κ(Λ̄) = 0 (òî åñòü, åñëè Λ̄ � íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì
(L̃p

2)
∗(λ)), à ïðè κ(Λ̄) > 0 ðåøåíèå (3.46) îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî

ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòåïåííûõ ðåøåíèé (3.45), îòâå-
÷àþùèõ ÷èñëó Λ̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.1
[24, ãë. 3]. Íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü ôîðìóëó (3.46) äëÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ
â óðàâíåíèå

(Lp
2)
∗{v, w} = riΛ̄−2

M∑
q=0

1

q!
(i ln r)qΨq,

ñîêðàòèòü ñëåâà è ñïðàâà ìíîæèòåëü riΛ̄−2 è ñîáðàòü êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ i ln r. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà M + κ(Λ̄)
óðàâíåíèé, èç êîòîðîé è îïðåäåëÿþòñÿ íåèçâåñòíûå {vq, wq}. Óòâåðæäå-
íèå î òîì, ÷òî ðåøåíèå âèäà (3.46) åäèíñòâåííî, åñëè κ(Λ̄) = 0, èëè
îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíê-
öèé (3.45), åñëè κ(Λ̄) > 0, ñëåäóåò èç ëåììû 1.3 [24, ãë. 3], îãðàíè÷èâà-
þùåé ïðîèçâîë â âûáîðå ñòåïåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (Lp

2)
∗{v, w} =

0.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü ïðÿìûå Im λ = h1, Im λ = h ñâîáîäíû îò ñïåêòðà
îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p

2(λ), à â ïîëîñå h1 < Im λ < h ëåæàò ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà λp

2,n ýòîé îïåðàòîð�ôóíêöèè. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ {v, wiµ} ∈
H l

a1
(G, Υ)∗ óðàâíåíèÿ (3.34) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ Ψ ∈ H l+2m

a (G)∗ ñïðàâåäëè-
âî ñðàâíåíèå

ηp
2{v, wiµ} ≡

(
dp

2η
p
2{vp

2, wp
2,iµ}+

∑
p1

dp1

1 ηp
2{vpp1

21 , wpp1

21,iµ}
) (

mod H l
a(G, Υ)∗

)
,

(3.47)
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ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òåì p1, äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ωi1s, òàêèå, ÷òî Ω−1

i1s(h
p
2) ∈ Orbp1 ∩ Ῡi1.

Çäåñü dp
2 = {dp,(k,ζ)

2,n } � âåêòîð êîíñòàíò, {vp
2, wp

2,iµ} =

{vp,(k,ζ)
2,n , w

p,(k,ζ)
2,n,iµ }, {vpp1

21 , wpp1

21,iµ} = {vpp1,(k,ζ)
21,n , w

pp1,(k,ζ)
21,n,iµ }, ïðè÷åì

{vp,(k,ζ)
2,n , w

p,(k,ζ)
2,n,iµ } � ñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâåíèÿ (Lp

2)
∗{v, w} = 0

âèäà (3.45), îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ̄p
2,n îïåðàòîð�ôóíêöèè

(L̃p
2)
∗(λ); {vpp1...

21,n , wpp1...
21,n,iµ} � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé âèäà

{riλ̄
p1
1,n+2m−2(i ln r)qψpp1...

21,n,q, riλ̄
p1
1,n+miµ−1(i ln r)qχpp1...

21,n,q}, ãäå {ψpp1...
21,n,q, χpp1...

21,n,q} ∈
W l[−π/2, π/2]∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {vpp1

21,i1µs, wpp1

21,i1µs,} = {vpp1,(k,ζ)
21,n,i1µs, w

pp1,(k,ζ)
21,n,i1µs,}, ãäå

{vpp1,(k,ζ)
21,n,i1µs, w

pp1,(k,ζ)
21,n,i1µs,} (ïðè ôèêñèðîâàííûõ n, k, ζ) � ÷àñòíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (3.44) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ −Ψ
p1,(k,ζ)
1,n,i1µs, îïðåäåëÿåìîå ëåììîé 3.3.

Ïîëîæèì

{V, W} = ηp
2

(
{v, w} − ∑

p1,i1,µ,s

dp1

1 {vpp1

21,i1µs, wpp1

21,i1µs,}
)
,

ãäå èíäåêñû èçìåíÿþòñÿ òàê æå, êàê â ôîðìóëå (3.44). Èñïîëüçóÿ óñëî-
âèå 0 < a − a1 < 1, ôîðìóëó Ëåéáíèöà, ëåììó 3.9 [16] è ñîîáðàæåíèÿ
äâîéñòâåííîñòè, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî (Lp

2)
∗{V, W} ∈ H l

a(Kπ/2, γ)∗.
Òåïåðü òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.7 [24, ãë. 3].

Îòìåòèì, ÷òî {vpp1...
21,n , wpp1...

21,n,iµ} ñîñòîÿò èç ñóìì ÷àñòíûõ ðåøåíèé
{vpp1...

21,n..., wpp1...
21,n...} óðàâíåíèÿ (3.44) ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè −Ψp1...

1,n.... Êàæäîå
÷àñòíîå ðåøåíèå, â ñèëó ëåììû 3.3, íå åäèíñòâåííî, åñëè λ̄p1

1,n ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîð�ôóíêöèè (L̃p

2)
∗(λ); ïîýòîìó äàëåå çàôèê-

ñèðóåì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ {vpp1...
21,n , wpp1...

21,n,iµ}, à ñëåäîâàòåëüíî, è
ðàñïðåäåëåíèÿ {vpp1...

21,n , wpp1...
21,n,iµ}.

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è â îêðåñò-
íîñòè K2 çàâèñèò êàê îò äàííûõ çàäà÷è â îêðåñòíîñòè K2, òàê è îò äàí-
íûõ â îêðåñòíîñòè K1.

3. Íàêîíåö, çàôèêñèðóåì òî÷êó hp
3 ∈ K3 (p = 1, . . . , N3). Èñïîëüçóÿ

ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ ηp
3 ñ íîñèòåëåì, ñîñðåäîòî÷åííûì âáëèçè òî÷êè hp

3,
ñâåäåì èçó÷åíèå çàäà÷è âáëèçè hp

3 ê èçó÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëü-
íîé çàäà÷è â R2 \ 0. Ïðè ýòîì, çà ñ÷åò íàëè÷èÿ íåëîêàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ âîçíèêíóò �íåãëàä-
êèå� ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîäåðæàùèå wΩ

i1µs1
è wΩ

i2µs2
. Îäíàêî, ñîãëàñíî (3.33),

àñèìïòîòèêà ðàñïðåäåëåíèé wΩ
i1µs1

è wΩ
i2µs2

âáëèçè òî÷êè hp
3 îïðåäåëÿåòñÿ
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óæå èçó÷åííîé â ïðåäûäóùèõ äâóõ ïóíêòàõ àñèìïòîòèêîé ðàñïðåäåëå-
íèé wi1µ è wi2µ âáëèçè òî÷åê gp1

1 = Ω−1
i1s(h

p
3) è gp2

2 = Ω−1
i2s(h

p
3) ñîîòâåòñòâåí-

íî.
Äàëåå, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è â R2 \ 0

ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ (ñì. � 2.5 ãë. 2), ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó
ðåøåíèé çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè âáëèçè òî÷êè hp

3.
Èòàê, èìååì

L∗Ωηp
3{v, wΩ

iµs} = P∗(y, Dy)η
p
3v +

∑
i2,µ,s2

B∗
i2µs2

(y, Dy)(η
p
3w

Ω
i2µs2

⊗ δΥi2s2
)+

+
∑

i1,µ,s1

B∗
i1µs1

(y, Dy)(η
p
3w

Ω
i1µs1

⊗ δΥi1s1
),

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òåì i1, s1, äëÿ êîòîðûõ Ω−1
i1s1

(hp
3) ∈ K1,

è òåì i2, s2, äëÿ êîòîðûõ Ω−1
i2s2

(hp
3) ∈ K2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ôîðìó-

ëû Ëåéáíèöà, ðàâåíñòâà (3.35) è óñëîâèÿ 0 < a − a1 < 1 âûòåêàåò, ÷òî
L∗Ωηp

3{v, wΩ
iµs} = ηp

3Ψ + Ψ̂0, ãäå Ψ̂0 ∈ H l+2m
a (G)∗ è supp Ψ̂0 ⊂ V(hp

3). Òàêèì
îáðàçîì, ηp

3v óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

P∗(y, Dy)η
p
3v = − ∑

i2,µ,s2

B∗
i2µs2

(y, Dy)(η
p
3w

Ω
i2µs2

⊗ δΥi2s2
)−

− ∑
i1,µ,s1

B∗
i1µs1

(y, Dy)(η
p
3w

Ω
i1µs1

⊗ δΥi1s1
) + Ψ̂,

(3.48)

ãäå Ψ̂ = ηp
3Ψ + Ψ̂0 ∈ H l+2m

a (G)∗ è supp Ψ̂ ⊂ V(hp
3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P∗(Dy) ãëàâíóþ îäíîðîäíóþ ÷àñòü P∗(hp
3, Dy). Ðàñ-

ñìîòðèì îïåðàòîð (Lp
3)
∗ : H l

a1
(R2)∗ → H l+2m

a1
(R2)∗, ñîïðÿæåííûé ñ îïå-

ðàòîðîì Lp
3 = P∗(Dy) : H l+2m

a1
(R2) → H l

a1
(R2). Òîãäà àíàëîãè÷íî ï. 2

íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà èç òåîðåì 3.5, 3.6 è ôîðìóëû (3.33) ïîëó÷èì

(Lp
3)
∗ηp

3v = −ηp
3

( N2∑
p2=1

∑
i2,µ,s2

dp2

2 Ψp2

2,i2µs2
+

N2∑
p2=1

∑
i2,µ,s2

∑
p1

dp1

1 Ψp2p1

21,i2µs2
+

+
N1∑

p1=1

∑
i1,µ,s1

dp1

1 Ψp1

1,i1µs1

)
+ Φ̂,

(3.49)

ãäå i2, s2 ïðèíèìàåò òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ Ω−1
i2s2

(hp
3) = hp2

2 ∩
Υi2 ; i1, s1 � òå, äëÿ êîòîðûõ Ω−1

i1s1
(hp

3) ∈ Orbp1 ∩ Ῡi1 ; p1 âî âòî-
ðîé ñóììå � òå, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ωis, òàêîå,
÷òî Ω−1

is (hp2

2 ) ∈ Orbp1 ∩ Ῡi. Äàëåå, Φ̂ ∈ H l+2m
a (R2)∗; ôóíêöèè Ψp2...

2... ,
Ψp2p1...

21... , Ψp1...
1... (êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ) ïðåäñòàâëÿþò ñî-

áîé, â ñèëó óñëîâèé 3.3 è 3.4, ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé âèäà
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riλ̄
p2
2,n−2(i ln r)qΨp2...

2,n...q, riλ̄
p1
1,n−2(i ln r)qΨp2p1...

21,n...q, riλ̄
p1
1,n−2(i ln r)qΨp1...

1,n...q, ïðè÷åì
Ψp2...

2,n...q, Ψp2p1...
21,n...q, Ψp1...

1,n...q ∈ W l+2m
2π (0, 2π)∗, r � ïîëÿðíûé ðàäèóñ ñèñòåìû

êîîðäèíàò ñ ïîëþñîì â òî÷êå hp
3.

Ââåäåì îïåðàòîð (L̃p
3)
∗(λ), ñîïðÿæåííûé ñ îïåðàòîðîì L̃p

3(λ̄). Äëÿ
êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ̄p

3,n îïåðàòîðà (L̃p
3)
∗(λ) ðàññìîòðèì ñòå-

ïåííûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (Lp
3)
∗v = 0 (ñì. � 2.5 ãë. 2):

v
p,(k,ζ)
3,n = riλ̄p

3,n+2m−2
ν∑

q=0

1

q!
(i ln r)qψ

p,(ν−q,ζ)
3,n , (3.50)

ãäå
{ψp,(0,ζ)

3,n , . . . , ψ
p,({p

ζ,3,n−1,ζ)

3,n : ζ = 1, . . . , Jp
3,n}

� æîðäàíîâû öåïî÷êè îïåðàòîðà (L̃p
3)
∗(λ), îòâå÷àþùèå ÷èñëó λ̄p

3,n è ñî-
ñòàâëÿþùèå êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.6, èç ëåììû 2.11 ãë. 2 è òåî-
ðåìû 2.7 ãë. 2 ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü ïðÿìûå Im λ = h1, Im λ = h ñâîáîäíû îò ñïåêòðà
îïåðàòîð�ôóíêöèè L̃p

3(λ), à â ïîëîñå h1 < Im λ < h ëåæàò ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà λp

3,n ýòîé îïåðàòîð�ôóíêöèè. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ {v, wiµ} ∈
H l

a1
(G, Υ)∗ óðàâíåíèÿ (3.34) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ Ψ ∈ H l+2m

a (G)∗ ñïðàâåäëè-
âî ñðàâíåíèå

ηp
3v ≡

(
dp

3η
p
3v

p
3 +

∑
p2

dp2

2 ηp
3v

pp2

32 +
∑
p2

∑
p1

dp1

1 ηp
3v

pp2p1

321 +

+
∑
p1

dp1

1 ηp
3v

pp1

31

) (
mod H l

a(G)∗
)
, (3.51)

ãäå p2 â ïåðâîé è âòîðîé ñóììàõ ïðèíèìàåò òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòî-
ðûõ íàéäóòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ωi2s2, òàêèå, ÷òî Ω−1

i2s2
(hp

3) = hp2

2 ∈ Υi2;
p1 â òðåòüåé ñóììå � òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ωi1s1, òàêèå, ÷òî Ω−1

i1s1
(hp

3) ∈ Orbp1 ∩ Ῡi1; p1 âî âòîðîé ñóììå �
òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ωi1s1, òàêèå, ÷òî
Ω−1

i1s1
(hp2

2 ) ∈ Orbp1 ∩ Ῡi1.
Äàëåå, dp

3 = {dp,(k,ζ)
3,n } � âåêòîð êîíñòàíò; vp

3 = {vp,(k,ζ)
3,n }, ïðè-

÷åì v
p,(k,ζ)
3,n îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (3.50); vpp2

32 = {vpp2,(k,ζ)
32,n }, vpp2p1

321 =

{vpp2p1,(k,ζ)
321,n }, vpp1

31 = {vpp1,(k,ζ)
31,n }, vpp2...

32,n , vpp2p1...
321,n , vpp1...

31,n � ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèÿ ôóíêöèé âèäà riλ̄

p2
2,n+2m−2(i ln r)qψpp2...

32,n,q, riλ̄
p1
1,n+2m−2(i ln r)qψpp2p1...

321,n,q ,
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riλ̄
p1
1,n+2m−2(i ln r)qψpp1...

31,n,q ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ψpp2...
32,n,q, ψpp2p1...

321,n,q , ψpp1...
31,n,q ∈

W l
2π(0, 2π)∗.
Îòìåòèì, ÷òî vpp2...

32,n , vpp2p1...
321,n , vpp1...

31,n ñîñòîÿò èç ñóìì ÷àñòíûõ ðåøåíèé
vpp2...

32,n..., vpp2p1...
321,n... , vpp1...

31,n... óðàâíåíèÿ (3.49) ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè Ψp2...
2,n..., Ψp2p1...

21,n... ,
Ψp1...

1,n... ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, â ñèëó ëåììû 2.11 ãë. 2,
íå åäèíñòâåííî, åñëè λ̄p2

2,n (äëÿ ðåøåíèé vp2...
32,n...) èëè λ̄p1

1,n (äëÿ ðåøåíèé
vp2p1...

321,n..., vp1...
31,n...) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîð�ôóíêöèè (L̃p

3)
∗(λ);

ïîýòîìó äàëåå çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, à ñëåäîâàòåëü-
íî, è ðàñïðåäåëåíèÿ vpp2...

32,n , vpp2p1...
321,n , vpp1...

31,n .
Èòàê, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è â îêðåñòíîñòè K3

çàâèñèò îò äàííûõ çàäà÷è â îêðåñòíîñòè âñåãî ìíîæåñòâà K. Ïðè ýòîì
çàâèñèìîñòü îò äàííûõ â îêðåñòíîñòè K1 âîçíèêàåò êàê çà ñ÷åò ïðåîá-
ðàçîâàíèé Ωis, îòîáðàæàþùèõ K1 íåïîñðåäñòâåííî â K3, òàê è çà ñ÷åò
ïðåîáðàçîâàíèé, îòîáðàæàþùèõ K1 â K2 (à çàòåì K2 â K3).

4. Çàïèøåì àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ {v, wiµ} ∈
H l

a1
(G, Υ)∗ ñîïðÿæåííîé íåëîêàëüíîé çàäà÷è (3.34) âî âñåé îáëàñòè G.

Ïîëîæèì (ñð. ñ ôóíêöèÿìè (3.21)�(3.23))
{V p3

3 , W p3

3,iµ} = ηp3

3 {vp3

3 , 0}; (3.52)

{V p2

2 , W p2

2,iµ} = ηp2

2 {vp2

2 , wp2

2,iµ}+
∑
p3

ηp3

3 {vp3p2

32 , 0}, (3.53)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òåì p3, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèå Ωis, òàêîå, ÷òî Ωis(h

p2

2 ) = hp3

3 ;
{V p1

1 , W p1

1,iµ} = ηp1

1 {vp1

1 , wp1

1,iµ}+
∑
p3

ηp3

3 {vp3p1

31 , 0}+
+

∑
p2

ηp2

2 {vp2p1

21 , wp2p1

21,iµ}+
∑
p2

∑
p3

ηp3

3 {vp3p2p1

321 , 0}, (3.54)

ãäå p3 â ïåðâîé ñóììå ïðèíèìàåò òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå Ωis, òàêîå, ÷òî Ωis(g

p1

j ) = hp3

3 äëÿ íåêîòîðîãî gp1

j ∈ Orbp1 ;
p2 âî âòîðîé è òðåòüåé ñóììàõ � òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå Ωis, òàêîå, ÷òî Ωis(g

p1

j ) = hp2

2 äëÿ íåêîòîðîãî gp1

j ∈ Orbp1 ;
íàêîíåö, p3 â òðåòüåé ñóììå (ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì p2) � òå çíà÷å-
íèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ωis, òàêîå, ÷òî Ωis(h

p2

2 ) = hp3

3 .
Òåïåðü èç òåîðåì 3.5�3.7 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå äëÿ {v, wiµ} ∈ H l
a1

(G, Υ)∗ (ñð. ñ ôîðìóëîé (3.24)):

{v, wiµ} ≡
3∑

ν=1

Nν∑
p=1

dp
ν{V p

ν , W p
ν,iµ}

(
mod H l+2m

a (G, Υ)∗
)
. (3.55)
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3.5 Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ â àñèìïòî-
òèêå ðåøåíèé íåëîêàëüíîé çàäà÷è

1. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ c
p,(k,ζ)
ν,n

èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (3.24).
Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå êîýôôèöèåíòû ìîæíî âû÷èñ-

ëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ôîðìóëàì

c
p,(k,ζ)
3,n =< Lp

3η
p
3u, iv

p,({p
ζ,3,n−k−1,ζ)

3,n >

(ñì. òåîðåìó 2.6 ãë. 2, à òàêæå ï. 1 � 3.2 è ï. 3 � 3.4 äàííîé ãëàâû),

c
p,(k,ζ)
2,n =< Lp

2η
p
2(u−

∑
p3

cp3

3 upp3

23 ), i{vp,({p
ζ,2,n−k−1,ζ)

2,n , w
p,({p

ζ,2,n−k−1,ζ)

2,n,i′µ } > 6)

(ñì. òåîðåìó 5.8 [24, ãë. 3], à òàêæå ï. 2 � 3.2 è ï. 2 � 3.4 äàííîé ãëàâû)
è

c
p,(k,ζ)
1,n =< L̂p

1η
p
1(u−

∑
p2

cp2

2 upp2

12 − ∑
p2,p3

cp3

3 upp2p3

123 −∑
p3

cp3

3 upp3

13 ),

i{vp,({p
ζ,1,n−k−1,ζ)

1,n , w
p,({p

ζ,1,n−k−1,ζ)

1,n,i′µ } >,

ãäå L̂p
1u(y) ðàâíî [Lp

1U ]j(y
′(y)) ïðè y ∈ V(gp

j ) è íóëþ ïðè y /∈
Np1⋃
j=1

V(gp
j );

çäåñü U = (U1, . . . , UNp1), Uj(y
′) = u(y(y′)) ïðè y′ ∈ Vp

j (0) (ñì. òåî-
ðåìó 2.2 ãë. 2, à òàêæå ï. 3 � 3.2 è ï. 1 � 3.4 äàííîé ðàáîòû). Òàêèì
îáðàçîì, âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, òàê æå, êàê è îáùèé âèä
àñèìïòîòèêè, çàâèñÿò íå òîëüêî îò äàííûõ çàäà÷è âáëèçè ðàññìàòðèâà-
åìîé òî÷êè, íî è îò äàííûõ âáëèçè íåêîòîðûõ äðóãèõ òî÷åê, ëåæàùèõ
êàê íà ãðàíèöå, òàê è âíóòðè îáëàñòè, è ñâÿçàííûõ ñ äàííîé òî÷êîé ïî-
ñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåìåííûõ â íåëîêàëüíûõ ÷ëåíàõ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íî ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåì 2.8 ãë. 2, 5.10 [24,
ãë. 3] è 2.4 ãë. 2, ìîæíî íàïèñàòü ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ c

p,(k,ζ)
ν,n â

òåðìèíàõ ôîðìóë Ãðèíà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëüíûõ çàäà÷ â R2, â

ðàçâåðíóòîì óãëå Kπ/2 è â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè óãëîâ
Np1∏
j=1

Kp
j . Îäíàêî âî

âñåõ ýòèõ ôîðìóëàõ, êàê ëåãêî âèäåòü, êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò ðåøå-
íèÿ u. Äàëåå âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû, ñîãëàñíî êîòîðûì c

p,(k,ζ)
ν,n ñóòü ôóíêöè-

îíàëû íà âåêòîðàõ {f, fi′µ} � ïðàâûõ ÷àñòÿõ íåëîêàëüíîé çàäà÷è (3.1),
6)Ìû ââîäèì èíäåêñ i′, âìåñòî i, ÷òîáû íå ïóòàòü åãî ñ ìíèìîé åäèíèöåé, êîòîðàÿ

òàêæå çäåñü èñïîëüçóåòñÿ.
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(3.2). Ýòè ôóíêöèîíàëû çàâèñÿò îò äàííûõ çàäà÷è óæå âî âñåé îáëàñòè
G, à íå òîëüêî â îêðåñòíîñòè òî÷åê ìíîæåñòâà K.

2. Ïðåæäå, ÷åì ôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó, ïðîâåäåì ðÿä
âñïîìîãàòåëüíûõ ðàññóæäåíèé, à èìåííî, âû÷èñëèì çíà÷åíèå âûðàæå-
íèÿ < Lu, i{v, wi′µ} >, ãäå {v, wi′µ} ïðèíàäëåæèò ÿäðó îïåðàòîðà
L∗ : H l

a1
(G, Υ)∗ → H l+2m

a1
(G)∗.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè íà t-ì ìåñòå âåêòîðà cp
ν ñòîèò c

p,(k,ζ)
ν,n , òî íà

t-ì ìåñòå âåêòîðîâ dp
ν , {vp

ν , wp
ν,i′µ} è ò. ä. (áåðóòñÿ âåêòîðû èç � 3.4) ñòîÿò

ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòû d
p,({p

ζ,ν,n−k−1,ζ)
ν,n , {vp,({p

ζ,ν,n−k−1,ζ)
ν,n , w

p,({p
ζ,ν,n−k−1,ζ)

ν,n,i′µ }
è ò. ä.

Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî æîðäàíîâû öåïî÷êè îïåðàòîðîâ L̃p
ν(λ)

è (L̃p
ν)
∗(λ), èñïîëüçîâàííûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé u

p,(k,ζ)
ν,n è

{vp,(k,ζ)
ν,n , w

p,(k,ζ)
ν,n,iµ }, ïîä÷èíåíû ñîîòíîøåíèÿì áèîðòîãîíàëüíîñòè è íîðìè-

ðîâêè (ñì. ãë. 2).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ôîðìóëàõ (3.22),

(3.23), (3.47), (3.51), à òàêæå äàëåå, èíäåêñ pν ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
1, . . . , Nν (åñëè â îäíîé èç óêàçàííûõ ôîðìóë pν íå ïðèíèìàë êàêîãî-
ëèáî çíà÷åíèÿ, òî äîáàâèì ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå, ïîëàãàÿ åãî ðàâ-
íûì íóëþ).

Ñîãëàñíî (3.24), Lu =
3∑

ν=1

∑
pν

Lcpν
ν Upν

ν + Lu1, ãäå u1 ∈ H l+2m
a1

(G). Òàê

êàê {v, wi′µ} ïðèíàäëåæèò ÿäðó îïåðàòîðà L∗ : H l
a1

(G, Υ)∗ → H l+2m
a1

(G)∗,
< Lu1, i{v, wi′µ} >= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (3.25), ìîæåì íàïèñàòü

< Lu, i{v, wi′µ} >=
3∑

ν=1

∑
pν

< Lcpν
ν Upν

ν , i{v, wi′µ} > . (3.56)

Ïóñòü ηpj(ω, r), ηp
ν(ω, r) (ν = 2, 3) � ôóíêöèè ηpj, ηp

ν , çàïèñàííûå â
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñ ïîëþñîì â òî÷êàõ gp

j , gp
ν ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì

ôóíêöèè ηpj
ε (ω, r) = ηpj(ω, r/ε), ηp

ν,ε(ω, r) = ηp
ν(ω, r/ε); ïîëîæèì òàêæå

ηp
1,ε =

Np1∑
j=1

ηpj
ε .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ñëàãàåìûå â (3.56) ïðè ν = 1, 2 è 3.
Çàôèêñèðóåì ν = 1. Ïîñêîëüêó (ηp1

1 − ηp1

1,ε)c
p1

1 up1

1 ∈ H l+2m
a1

(G), èç (3.21)
ïîëó÷àåì

< Lcp1

1 Up1

1 , i{v, wi′µ} >=< Lcp1

1 ηp1

1,εu
p1

1 , i{v, wi′µ} > .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Up1

1,ε(y
′) âåêòîð äëèíû Np11, j-ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî

ðàâíà (cp1

1 ηp1

1,εu
p1

1 )(y(y′)) ïðè y′ ∈ Vp1j(0) è íóëþ ïðè y′ /∈ Vp1j(0). Òîãäà,
èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.5, çàïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â
âèäå

< Lp1

1 Up1

1,ε, idp1

1 {Vp1

1 , Wp1

1 } > + < Lp1

1 Up1

1,ε, i{F, G} > +
+ < {Pp1j(y, Dy)− Pp1j(Dy), Bp1j

σµ (y, Dy)− Bp1j
σµ (Dy)}Up1

1,ε,
i(dp1

1 {Vp1

1 , Wp1

1 }+ {F, G}) >,

ãäå {Vp1

1 , Wp1

1 } çàäàíû ôîðìóëîé (3.41), {F, G} ∈ H l, N
a (Kp1 , γp1)∗.

Ïî òåîðåìå 2.30 ãë. 2, ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî (cp1

1 , dp1

1 ). 7) Âòîðîå
ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

c‖Up1

1,ε‖Hl+2m, N
a (Kp1 )‖{F, G}‖Hl, N

a (Kp1 , γp1 )∗ = O(1),

ãäå O(1) åñòü O-áîëüøîå îò åäèíèöû ïðè ε → 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
âëîæåíèÿ H l+2m, N

a1+1 (Kp1) â H l+2m−1, N
a1

(Kp1), ëåììû 3.3′ [16] è íåðàâåíñòâà
a < a1 + 1, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

c1‖Up1

1,ε‖Hl+2m, N
a1+1 (Kp1)‖dp1

1 {V p1

1 , W p1

1 }+ {F, G}‖Hl, N
a1

(Kp1 , γp1 )∗ ≤
≤ c2‖Up1

1,ε‖Hl+2m, N
a (Kp1) = O(1). (3.57)

Òàêèì îáðàçîì, óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷èì

< Lcp1

1 Up1

1 , i{v, wi′µ} >= (cp1

1 , dp1

1 ). (3.58)

Çàôèêñèðóåì ν = 2. Ïîñêîëüêó (ηp2

2 − ηp2

2,ε)c
p2

2 up2

2 ∈ H l+2m
a1

(G) è (ηp1

1 −
ηp1

1,ε)c
p2

2 up1p2

12 ∈ H l+2m
a1

(G), èç (3.22) ïîëó÷àåì

< Lcp2

2 Up2

2 , i{v, wi′µ} >=< Lcp2

2 (ηp2

2,εu
p2

2 +
∑
p1

ηp1

1,εu
p1p2

12 ), i{v, wi′µ} > .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Up1p2

12,ε (y′), âåêòîð äëèíû Np11, j-ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî
ðàâíà (cp2

2 ηp1

1,εu
p1p2

12 )(y(y′)) ïðè y′ ∈ Vp1j(0) è íóëþ ïðè y′ /∈ Vp1j(0).

7)Çäåñü è äàëåå (cpν
ν , dpν

ν ) =
∑

n,k,ζ

c
pν ,(k,ζ)
ν,n d

pν ,(κpν
ζ,ν,n−k−1,ζ)

ν,n , ν = 1, 2, 3.
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Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 3.5 è 3.6, çàïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðà-
âåíñòâà â âèäå

< Lp2

2 cp2

2 ηp2

2,εu
p2

2 , idp2

2 {vp2

2 , wp2

2,i′µ} > +

+
∑
p1

< Lp2

2 cp2

2 ηp2

2,εu
p2

2 , idp1

1 {vp2p1

21 , wp2p1

21,i′µ} > +

+
∑
p1,j

< Pp1j(Dy)[Up1p2

12,ε ]j, idp1

1 [Vp1

1 ]j >Kp1j +
∑
p1,j

∑
σ,µ

< Bp
jσµ(Dy)Up1p2

12,ε +

+
∑

p2,i1,s

(Bi1µs(Dy)c
p2

2 ηp2

2,εu
p2

2 )(Ωi1s(y(y′))), idp1

1 [Wp1

1 ]jσµ >
γ

p1j
σ

+O(1), (3.59)

ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òåì i1, s, äëÿ êîòîðûõ gp1

j ∈ Ῡi1 è Ωi1s(g
p1

j ) =
hp2

2 ; O(1) âîçíèêàåò òàê æå, êàê è ðàíåå.
Ïî òåîðåìå 5.8 [24, ãë. 3], ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.59) ðàâíî (cp2

2 , dp2

2 ).
Òàê êàê Lp2

2 cp2

2 up2

2 = 0 (ñì. ï. 2 � 3.2), âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî
∑
p1

< [Lp2

2 , ηp2

2,ε]c
p2

2 up2

2 , idp1

1 {vp2p1

21 , wp2p1

21,i′µ} >, (3.60)

ãäå [·, ·] åñòü êîììóòàòîð. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå 0 < a − a1 < 1, íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî (3.60) ðàâíî

∑
p1

(Âp1p2

12 (ε)cp2

2 , dp1

1 ), (3.61)

ãäå Âp1p2

12 (ε) � ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà, ýëåìåíòû êîòîðîé
ñóòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé âèäà εδ(i ln ε)q (δ ∈ C, |δ| < 1).

Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìîùè ðåçóëüòàòîâ ï. 3 � 3.2 (ñì., â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëà-
ãàåìûå â (3.59) èìåþò âèä (3.61). Òàêèì îáðàçîì,

< Lcp2

2 Up2

2 , i{v, wi′µ} >= (cp2

2 , dp2

2 ) +
∑
p1

(Ap1p2

12 (ε)cp2

2 , dp1

1 ) + O(1), (3.62)

ãäå Ap1p2

12 (ε) � ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà, ýëåìåíòû êîòîðîé
ñóòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé âèäà εδ(i ln ε)q (δ ∈ C, |δ| < 1).

Çàôèêñèðóåì ν = 3. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïðè ïîìîùè òåî-
ðåì 3.5�3.7, ðåçóëüòàòîâ ïï. 1�3 � 3.2 è òåîðåìû 2.48 ãë. 2 ïîëó÷èì

< Lcp3

3 Up3

3 , i{v, wi′µ} >= (cp3

3 , dp3

3 ) +
∑
p2

(Ap2p3

23 (ε)cp3

3 , dp2

2 )+

+
∑
p1

(Ap1p3

13 (ε)cp3

3 , dp1

1 ) + O(1),
(3.63)
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ãäå Ap2p3

23 (ε), Ap1p3

13 (ε) � ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ, ýëåìåíòû
êîòîðûõ ñóòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé âèäà εδ(i ln ε)q (δ ∈ C, |δ| <
1).

Èç ðàâåíñòâ (3.56), (3.58), (3.62) è (3.63) îêîí÷àòåëüíî èìååì

< Lu, i{v, wi′µ} >=
∑
p3

(cp3

3 , dp3

3 ) +
∑
p2

(cp2

2 +
∑
p3

Ap2p3

23 (ε)cp3

3 , dp2

2 )+

+
∑
p1

(cp1

1 +
∑
p2

Ap1p2

12 (ε)cp2

2 +
∑
p3

Ap1p3

13 (ε)cp3

3 , dp1

1 ) + O(1).

(3.64)
3. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ (3.21)�(3.23) è (3.52)�(3.54).

Ïóñòü {U1, . . . , U{}, êàê è ðàíåå, � ìíîæåñòâî ôóíêöèé U
p,(k,ζ)
ν,n , óïî-

ðÿäî÷åííûõ òàê, êàê ýòî îïèñàíî â � 3.3 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç {V1, . . . , V{} ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ âåêòîðû (3.52)�(3.54). Ïóñòü ìíîæåñòâà {U1, . . . , U{} è {V1, . . . , V{}
óïîðÿäî÷åíû ñîãëàñîâàííî, òî åñòü ðàâåíñòâî Uh = U

p,(k,ζ)
ν,n âûïîëíÿåòñÿ

îäíîâðåìåííî ñ ðàâåíñòâîì Vh = {V p,({p
ζ,ν,n−k−1,ζ)

ν,n , W
p,({p

ζ,ν,n−k−1,ζ)

ν,n,iµ }.
Ìû èçó÷èì ñëó÷àé, êîãäà d = 0 â ëåììå 3.2, òî åñòü ëþáîå ðåøåíèå

îäíîðîäíîé çàäà÷è (3.1), (3.2) èç ïðîñòðàíñòâà H l+2m
a (G) ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó H l+2m
a1

(G). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè çàäàííîé
ïðàâîé ÷àñòè {f, fi′µ} ∈ H l

a1
(G, Υ) êîýôôèöèåíòû â àñèìïòîòè÷åñêîé

ôîðìóëå äëÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Åñëè æå d > 0, òî, êàê
è â ñëó÷àå �ëîêàëüíîé� çàäà÷è (ñì. òåîðåìó 3.6 [24, ãë. 4]), ñóùåñòâóåò
îïðåäåëåííàÿ ñâîáîäà â âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòèêè. Ïðè ýòîì
ïðîöåäóðà èõ âû÷èñëåíèÿ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ òåõíè÷åñêè (õîòÿ
èäåéíî îñòàåòñÿ àíàëîãè÷íîé ïðèâåäåííîé íèæå äëÿ ñëó÷àÿ d = 0) è íå
áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â äàííîé äèññåðòàöèè.

Èòàê, ïóñòü d = 0. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 3.2, ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ
Y1, . . . , Y{ ∈ H l

a1
(G, Υ)∗ óðàâíåíèÿ L∗Y = 0, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïî

ìîäóëþ H l
a(G, Υ)∗. Ñîãëàñíî (3.55), Yt ≡

{∑
k=1

dtkVk

(
mod H l

a(G, Υ)∗
)
,

t = 1, . . . , κ. Òàê êàê Y1, . . . , Y{ ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî ìîäóëþ
H l

a(G, Υ)∗, ìàòðèöà ‖dtk‖ íåâûðîæäåííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò
ðåøåíèÿ {ϕt, ψt} ∈ H l

a1
(G, Υ)∗ (t = 1, . . . , κ) óðàâíåíèÿ L∗{v, w} = 0,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâíåíèÿì

{ϕt, ψt} ≡ Vt

(
mod H l

a(G, Υ)∗
)
, t = 1, . . . , κ. (3.65)

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèö â ôîðìóëå (3.64) èìåþò ïðå-
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äåëû ïðè ε → 0. Ïðè ýòîì áóäåì îáîçíà÷àòü
Ap1p2

12 = lim
ε→0

Ap1p2

12 (ε), Ap1p3

13 = lim
ε→0

Ap1p3

13 (ε), Ap2p3

23 = lim
ε→0

Ap2p3

23 (ε).

Ïóñòü lpν � äëèíà âåêòîðà cp
ν ; ïîëîæèì lν =

Nν∑
p=1

lpν . Î÷åâèäíî, l3+l2+l1 = κ.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t1 = 1, . . . , l3 (ïðè ýòîì ct1 ñîâïàäàåò ñ
îäíèì èç ýëåìåíòîâ âåêòîðà {cp3

3 }N3
p3=1) è t2 = l3 +1, . . . , l3 + l2 (ïðè ýòîì

dt2 ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ýëåìåíòîâ âåêòîðà {dp2

2 }N2
p2=1) ïîäñòàâèì â (3.64)

u = Ut1 , {v, wi′µ} = {ϕt2 , ψt2} ({ϕt2 , ψt2} � âåêòîð èç áàçèñà (3.65)). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

< LUt1 , i{ϕt2 , ψt2} >= at1t2(ε) + O(1).

Çäåñü at1t2(ε) � ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ìàòðèöû Ap2p3

23 (ε). Óñòðåìèì
ε ê íóëþ � î÷åâèäíî, ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò, òàê êàê ëåâàÿ
÷àñòü îò ε íå çàâèñèò.

Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè ïðè êàæäîì t1 = l3 + 1, . . . , l3 + l2
è t2 = l3 + l2 + 1, . . . , l3 + l2 + l1 = κ ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò at1t2(ε)
ìàòðèöû Ap1p2

12 (ε) èìååò ïðåäåë ïðè ε → 0, à ïðè êàæäîì t1 = 1, . . . , l3
è t2 = l3 + l2 + 1, . . . , l3 + l2 + l1 = κ ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò at1t2(ε)
ìàòðèöû Ap1p3

13 (ε) èìååò ïðåäåë ïðè ε → 0.
Òàêèì îáðàçîì, óñòðåìëÿÿ â (3.64) ε ê íóëþ, ïîëó÷èì
< Lu, i{v, wi′µ} >=

∑
p3

(cp3

3 , dp3

3 ) +
∑
p2

(cp2

2 +
∑
p3

Ap2p3

23 cp3

3 , dp2

2 )+

+
∑
p1

(cp1

1 +
∑
p2

Ap1p2

12 cp2

2 +
∑
p3

Ap1p3

13 cp3

3 , dp1

1 ).
(3.66)

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó, ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà-
÷åíèÿ. Åñëè íà t-ì ìåñòå â âåêòîðå êîýôôèöèåíòîâ

(c1, . . . , c{) = ({cp3

3 }N3
p3=1, {cp2

2 }N2
p2=1, {cp1

1 }N1
p1=1)

ñòîèò c
p,(k,ζ)
ν,n , òî îáîçíà÷èì t-é ýëåìåíò âåêòîðà ({ϕ1, ψ1}, . . . , {ϕ{, ψ{})

÷åðåç {ϕp,({p
ζ,ν,n−k−1,ζ)

ν,n , ψ
p,({p

ζ,ν,n−k−1,ζ)
ν,n }; ïîñëå ýòîãî ââåäåì âåêòîð

{ϕp
ν , ψp

ν} = {ϕp,({p
ζ,ν,n−k−1,ζ)

ν,n , ψ
p,({p

ζ,ν,n−k−1,ζ)
ν,n }.

Òåîðåìà 3.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ëåììå 3.2 d = 0. Ïóñòü u ∈
H l+2m

a (G) � ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), (3.2) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ {f, fi′µ} ∈
H l

a1
(G, Υ). Òîãäà ôóíêöèÿ u ∈ H l+2m

a (G) óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

u ≡
( {∑

t=1

ctUt

) (
mod H l+2m

a1
(G)

)
. (3.67)
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Ïîñòîÿííûå ct (t = 1, . . . , κ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

ct =< {f, fi′µ}, i{ϕt, ψt} >, (3.68)

åñëè t ≤ l3 (òî åñòü ct ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ýëåìåíòîâ âåêòîðà
{cp

3}N3
p=1);

ct =< {f, fi′µ}, i{ϕt, ψt} − i
[∑

p3

Ap2p3

23 {ϕp3

3 , ψp3

3 }
]

t−l3
>, (3.69)

åñëè l3 < t ≤ l3+l2 (òî åñòü ct ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ýëåìåíòîâ âåêòîðà
{cp

2}N2
p=1);

ct =< {f, fi′µ}, i{ϕt, ψt} − i
[∑

p2

Ap1p2

12 {ϕp2

2 , ψp2

2 }+

+
∑
p3

(Ap1p3

13 −∑
p2

Ap1p2

12 Ap2p3

23 ){ϕp3

3 , ψp3

3 }
]

t−l3−l2
>,

(3.70)

åñëè t > l3 + l2 (òî åñòü ct ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ýëåìåíòîâ âåêòîðà
{cp

1}N1
p=1). Çäåñü [·]j îáîçíà÷àåò j-þ êîìïîíåíòó âåêòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ â (3.66) â êà÷åñòâå {v, wi′µ} ïîñëåäî-
âàòåëüíî {ϕ1, ψ1}, . . . , {ϕ{, ψ{}, ïîëó÷èì äëÿ ct ôîðìóëû (3.68)�
(3.70).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 3.8 ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
c
p,(k,ζ)
ν,n ñóòü ôóíêöèîíàëû íà âåêòîðàõ {f, fi′µ} � ïðàâûõ ÷àñòÿõ íåëî-
êàëüíîé çàäà÷è (3.1), (3.2). Ýòè ôóíêöèîíàëû çàâèñÿò îò äàííûõ çàäà÷è
âî âñåé îáëàñòè G, à íå òîëüêî â îêðåñòíîñòè òî÷åê ìíîæåñòâà K.
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