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BESCHREIBUNG

Ein Gruppenschema ist ein Gruppenobjekt in der Kategorie der Schemata {iber einem fes-
ten Korper. Eine algebraische Gruppe ist ein Gruppenschema, dessen zugrundeliegendes
Schema von endlichem Typ ist. Ein zentrales Beispiel ist die Gruppe der invertierbaren n x
n-Matrizen. Bei dieser Vorlesung handelt es sich um eine Einfiihrung in die algebraische
Gruppe. Das Ziel ist eine Klassifikation der glatten algebraischen Gruppen iiber einem per-
fekten Korper. Sei G eine solche Gruppe. Die Zusammenhangskomponente G° von G ist eine
normale Untergruppe und der Quotient G¢; := G/G ist eine endliche algebraische Gruppe
die étale ist. Nach dem Satz von Chevalley, ist jede algebraische Gruppe iiber einem perfek-
ten Korper (auf eindeutige Weise) eine Erweiterung einer abelschen Varietdt durch eine affine
algebraische Gruppe, d.h. wir haben (auf eindeutige Weise) die folgende exakte Sequenz

1> Gu—G' > A—1

wobei G, eine affine Untergruppe von G bezeichnet und A eine abelsche Varietit ist. Damit
ist Gafr eine glatte affine algebraische Gruppe. Wir werden sehen, dass es eine eindeutige Un-
tergruppe Ggo) Von Gy gibt, die der grol3ste zusammenhidngende glatte auflésbare Normal-
teiler ist. Die Untergruppe Gyo heilst das Radikal von Gg. Der Quotient G,/ Gyo ist eine hal-
beinfache algebraische Gruppe. Es gibt auch eine eindeutige grofste zusammenhidngende
glatte unipotente normale Untergruppe Gunip — das unipotent Radikal von Gug. Wir werden
sehen, dass das unipotente Radikal von G¢ gleich dem von Gg ist. Der Quotient Gso/ Gunip



ist ein Torus. Abschliefend haben wir das folgende Diagramm.
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DETAILS:

* Gruppenobijekte in einer Kategorie;

* Beispiele: Gruppe, Lie Gruppe, topologische Gruppe, Gruppenschema;

* Was ist eine Hopf-Algebra? Was hat ein affine Gruppenschema mit einer Hopf-Algebra
zu tun?

e Gruppenschema als ein Gruppenfunktor und Lemma von Yoneda;

* Beispiele der Gruppenschemata: G,, G,;, GLj, elliptische Kurven, Konstant Gruppen-
schema;

* Gruppenschema als eine Kategorie. Kern und Cokern einer Abbildung der Gruppen-
schemata. In der Kategorie der affinen Gruppenschemata, was ist eine Untergruppe
und was ist eine Quotientengruppe?

Definition 1. Sei € eine Kategorie mit endlichen Produkten und einem finalen Objekt, das
wir mit S bezeichnen. Eine Verkniipfung auf einem Objekt G € € ist ein Morphismus

m:GxG—G.

Solch eine Verkniipfung heil3t assoziativ genau dann, wenn von den das folgende Diagramm

kommutiert:
mxid m

GxGOxG———GxG—G

: J=

Gx(GxG) ™ oxg— ™ .G

Ein neutrales Element fiir eine Verkniipfung auf einem Objekt G ist ein Morphismus e: S — G
des finalen Objekts S nach G derart,

(id,eom)

G———GxG

J(Myid)\ Jm

GxG = G

kommutiert. Hier bezeichnet 7 den eindeutigen Morphismus von G — S.
Desweiteren heilst ein Morphismus i : G — G die Inversenbildung falls das folgende Dia-
gramm kommutiert:

(id,i)

G———GxG

J(N Jm

GxG—2 3G

Ein solches Objekt mit Verkniipfung (G, m, e, i) nennen wir ein Gruppenobjekt in €.



Seit: GxG — GxG die Vertauschung der beiden Faktoren. Wenn nun zusétzlich das folgende

Diagramm kommutiert

GxG———G

GxG——2 G

, dann heilt das Gruppenobjekt kommutativ.

Example 1.1. 1. Wenn ¥ = (Mengen), dann ist ein Gruppenobjekt in ¥ ist gerade eine
abstrakte Gruppe.

2. Wenn ¥ = (Topologische Riume), dann ist ein Gruppenobjekt in € eine topologische
Gruppe.

3. Wenn ¥ = (Differenzierbare Mannigfaltigkeiten tiber R (bzw. C)), dann ist ein Grup-
penobjekt in € eine reelle (bzw. komplexe) Lie-Gruppe.

4. Wenn ¥ = (Schemata iiber S), in der S ein beliebiges Schema ist, dann ist ein Grup-
penobjekt in € ein Gruppenschema.

Definition 2. Sei ¢ eine Kategorie. Mit € bezeichen wir die Kategorie Hom (%, (Mengen)).
Es gibt einen (kovarianten) Funktor Y : € — % gegeben durch X — (T — Home (T, X)).

Lemma 1.2. (Lemma von Yoneda) Der Funktor Y ist volltreu.

Definition 3. Sei € eine Kategorie mit endlichen Produkten und einem finalen Objekt. Mit
Grp(%¥) bezeichen wir die Kategorie der Gruppenobjekte in 6. Es gibt einen Funktor Y :
Grp(¥¢) — Hom(%, (Gruppen)) gegeben durch X — (T — Home (T, X)).

Lemma 1.3. (Lemma von Yoneda) Der Funktor Yg ist volltreu.

Example 1.4. 1. Sei S ein Schema, und sei G, := A}, der 1-dimensionale affine Raum.
Dann ist G, ist ein Gruppenschema.

2. Sei S ein Schema, und sei G, := Ag \ {0} = Spec oS(OS[T] 7). Dann ist G, ist ein Grup-
penschema.

3. Sei S ein Schema, n € N* und sei
GL, := Spec OS(OS[TII; Tio,---, Tnn]det(T,-j))
. Dann ist GL, ein Gruppenschema.

Definition 4. Sei S ein Schema, und sei G ein Gruppenschema {iber S. Das Gruppenschema
G heif3t affin, wenn der Strukturmorphismus 7 : G — S affin ist. In diesem Fall ist,

G= Spec@S (mO¢)

und wir bezeichnen den quasi-kohdrenten 0s-Modul 7,0 mit <.



Definition 5. Sei S ein Schema. Eine Hopf-Algebra iiber S ist eine quasi-kohédrente Os-Algebra
</ mit den Os-linearen Abbildungen A: o«f — o/ ®p, o, €: o/ — Os, i : f — o/ und den kom-
mutativen Diagrammen:

(id,eom) (id, i)
L

A ®p; A o o ®p; A
oA 8, o A >y o ®g, of b >y
(of 8¢, ) 85, f 2 of 0, o C

R

A B, (A g, A) —— A ®py A

in denen 7 : Os — o/ den Strukturmorphismus bezeichnet.

Lemma 1.5. Die Kategorie der Gruppenschemata iiber S ist éiquivalent zur Kategorie der Hopf-
Algebren iiber Oy.

Example 1.6.

Die Hopf-Algebra von G, ist & = Os[T] und A: Os[T] — Os[T] ®p,Os[T], x— x®1+1®x.
Die Hopf-Algebra von G, ist « = Os[T]r und A: Os[T]7 — Os[T]1 ®6,0s[T]T, X — x® X.
Example 1.7. Beispiele fiir nicht-affine Gruppenschemata sind:

1. Sei G eine (abstrakte) Gruppe, und sei S ein Schema. Das Schema (G)s :=[1;cg S; (S; =
S) mit der Abbildung (G)s x5 (G)s — (G)s, in der S; xgS; = § L S;j die Identitét
ist, ist ein Gruppenschema. Wir bezeichnen (G)s als konstantes Gruppenschema. Als
ein Funktor ist, (G)s(T) = Homro, (| T], G), in dem | T'| der topologische Raum von T ist,
hier bezeichnet Top die Kategorie der topologischen Rdume und wir statten G mit der
diskreten Topologie aus.

2. Die abelschen Varietiten sind eigentliche Gruppenvarietiten, die nicht affin sind.

Definition 6. Sei f : H — G eine Abbildung von Gruppenschemata iiber S. Die Abbildung
f heilt injektiv genau dann, wenn die natiirliche Transformation der Funktoren f: H — G
injektiv ist. Die Abbildung f heiRt surjektiv genau dann, wenn fiir jeden gegebenen Morphis-
mus ¢ : T — G es eine fpqc-Uberdeckung g : T' — T gibt, zusammen mit einer Abbildung
6:T' — H, sodass das Diagramm

H
oq <

\
>
e/




kommutiert.

Definition 7. Sei G ein Gruppenschema iiber einem Korper k. Wir nennen G eine algebrais-
che Gruppe genau dann, wenn G von endlichem Typ ist.

Lemma 1.8. Seien G, H zwei affine Gruppenschemata iiber einem Korper k. Eine Abbildung
f: H— G ist surjektive genau dann, wenn f treuflach ist.

Proof. Wenn f treuflach ist, esist klar dass f surjektivist. Nun nehmen wir an, dass f: H — G
surjektiv ist. Dann gibt es fiir die Abbildungid : G — G eine fpgc-Uberdeckung T — G, sodass
das Diagramm

8

f

T
G
H——G
kommutiert. Dann ist k[G] — k[H] — I'(T,07) injektiv, und genauso k[G] — k[H]. Nach
Lemmal[l.9]ist G — H treuflach. O

Lemma 1.9. Sei f : A — B eine injektive Abbildung von Hopf-Algebren iiber einem Korper k.
Dann ist f treuflach.

Proof. Weil treuflach eine Eigenschaft ist, die fpqc-lokal ist, diirfen wir anmehmen, dass
k = k ist. Nun seien H = Spec(B), G = Spec (A) algebraische Gruppen und sei g : H — G der
von f induzierte Homomorphismus. Angenommen G ist glatt, dann muss jede Zusammen-
hangskomponente von H auf eine Zusammenhangskomponente von G abgebildet werden.
Ansonsten gibt es eine Faktorisierung von g: H — G’ € G, in der G’ eine nicht-triviale Kom-
ponente von G ist, und das ist unmaoglich weil f injektiv ist.

Nach generischer Flachheit, gibt es eine offene Teilmenge U von H und eine dichte offene
Teilmenge V von G sodass f|y : U — V treuflach ist. Sei h € H(k) ein beliebiger Punkt, und
u € U(k). Dann haben wir ein kommutatives Diagramm

f

H——

@

h'lu fh 1w

~
«—

@

H

indem f (W lwyund h tu Isomorphismen sind, deshalb ist % ein flacher Punkt in Bezug auf
f,und f ist daher ein flacher Morphismus.

Sei g € G(k) ein Punkt. Der Isomorphismus G 8 G induziert einen Isomorphismus zwischen
V und gV. Weil V < G dicht ist gilt, dass VN gV # @. Sei v’ € VN gV, dann gibtes ve V
sodass v’ = gv e G. Weil U — V treuflach ist, es gibt u, ' € U sodass f(u) = vund f(u) = v'.
Dannist g = f(u u~1) enthalten in f(H), oder anders formuliert: f ist treuflach. O



Corollary 1.10. Sei f : H— G eine Abbildung von affine Gruppenschemata. Die Abbildung f
ist injektiv genau dann, wenn f eine abgeschlossene Einbettung ist.

2 ALGEBRAISCHE GRUPPEN (27/04/2016)

Ziel des Vortrags: QUASI-PROJEKTIVITAT DER ALGEBRAISCHEN GRUPPEN, EINBETTUNG IN EINE
ALLGEMEINE LINEARE GRUPPE, KOMMUTATIVE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

DETAILS:
» Satz: Jede algebraische Gruppe iiber einem Korper k ist quasi-projektiv;
 Satz: Jede affine algebraische Gruppe tiber einem Kérper k istisomorph zu einer abgeschlosse-
nen Untergruppe einer allgemeinen linearen Gruppe;
 Satz: Die Kategorie der kommutativen algebraischen Gruppen ist eine abelsche Kate-
gorie.

Definition 8. Sei k ein Koérper, und sei V ein k-Vektorraum. Sei G ein Gruppenschema {iber
k. Eine (Gruppen-)Wirkung (oder eine Darstellung) von G auf V ist ein Gruppenhomomor-
phismus G — GL(V).

Lemma 2.1. Sei k ein Korper, und sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Sei G ein Gruppen-
schema iiber k. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Eine Wirkungvon G aufV.

2. Fiir jedes k-Schema T und jede Abbildung f : T — G, gibt es einen O -linearen Auto-
morphismus: ¢ : O &V — Or ® V sodass ¢ rodg = ¢ rog fiir jede andere Abbildung
g:T—G.

3. Ein Og-linear Automorphismus: ¢ : Og ® V — Og ® V sodass (pip) o (p;¢) = m* P,
in denen p; : G x G — G die beiden Projektionen bezeichnet und m: G x; G — G die
Multiplikation von G ist.

Lemma 2.2. Wenn G = Spec (A) ein affines Gruppenschema ist, dann ist eine Wirkung von G
auf'V gleichbedeutend zu den folgenden Daten:

1. Eine Abbildungp:V — V ® A.

2. Zwei kommutative Diagramme:

v—" vea

lp lid@A
®id

Ve, AL Ve Asy A

und

VL vera

lid@e
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Lemma 2.3. Sei G = Spec (A) ein Gruppenschema, und sei V eine Darstellung von G. Dann ist
V= @ie ! Vi, in denen V; € V endlich dimensionale Unterdarstellungen sind.

Proof. Esreicht, wenn wir zeigen, dass es fiir jedes Element v € V eine endlich dimensionale
Unterdarstellung V; € V gibt, sodass v € V;. Wir nutzen Lemma Sei {a;} eine k-Basis von
A. Dannist p(v) =} ; v; ® a;, und v; = 0 fiir fast alle i. Wir schreiben A(a;) (wobei A der zur
Multiplikation assoziierte Morphismus ist) als }_; r; jxa; ® ax. Wir haben

Zp(v,-) ®a;=(peid)p(v)=>1d®A)p(v) = Z Vi®Tijra;j®
i ij,k
Also muss p(vg) gleich ¥;j vi ® rijra; sein. Sei W der Untervektorraum von V, der erzeugt
wird von {v;} und v. Dann p(W) € W & A. O

Theorem 2.4. Sei G = Spec (A) ein Gruppenschema iiber einem Korper k. Dannist A = @ie ; Aj,
wobei die A; ¢ A Hopf-Algebren von endlichem Typ sind, oder anders formuliert, G = ljr_nl,E ,Gi
fiir G; = Spec (4;).

Proof. Es reicht, wenn wir zeigen konnen, dass jedes Element a € A in solch einem A; en-
thalten ist. Nach Lemma 2.3} gibt es einen Untervektorraum V < A, der eine endliche Unter-
darstellung von Aist, sodass a € V. Sei {v;} eine Basis von V. Wir schreiben A(v;) =3_; v;®a;,
dann gilt

1

ZA(Vi)®dif :Zka®aki®aij :Zvi®A(aij)
i k i

also Alagj) = > ai; ® a;j. Damit erfiillt der von {v;, a; j} erzeugte Vektorraum U die Inklusion
A(U) € U ® U. Nun betrachten wir das Diagramm

Gxr G5 GxpG—25 Gx G

P

G d G

indem S: G x; G — G x G die Vertauschung (a, b) — (b, a) bezeichnet. Dann gilt wenn
A(a) =Y ; b; ®c; ist, dann ist A(i(a)) = Y ;i(b;) ® i(c;). Sei L der von U und i(U) erzeugte
Untervektorraum von V. Dann gilt A(L) € L®; Lund i(L) € L. Letztlich sei A; := k[L]. O

Theorem 2.5. Jedes affine Gruppenschema von endlichem Typ iiber einen Korper k ist iso-
morph zu einer abgeschlossenen Untergruppe von GLy, k.

Proof. Sei G = Spec (A) ein solche Gruppenschema. Nach[2.3} gibt es einen endlich erzeugten
Unter-Vektorraum V < A, der eine Unter-Darstellung ist, und der alle Erzeuger von A enthilt.
Sei {v;} eine Basis von V, dann gilt A(v;) = }_; v; ® a;;. Nach Deﬁnition gibt es eine Abbil-
dung ¢ : G — GL, x, und nach2.1jund2.2)induziert die Abbildung ¢ eine Abbildung

@ klXn, -, Xnnldetx; ) — A Xij— ajj

Unddav; = (e®id)A(v;) = Y €(v})a;; folgt das ¢ surjektiv ist, und damit ist ¢ eine abgeschlossene
Einbettung. O



Definition 9. Sei G ein Gruppenschema iiber einen Korper k. Das Gruppenschema G heif$t
algebraische Gruppe genau dann, wenn G von endlichem Typ ist.

Theorem 2.6. Sei G ein affines Gruppenschema. Dann ldsst sich jede endlichdimensionale
Darstellung von G in endlich viele Kopien der reguléiren Darstellung einbetten.

Definition 10. Sei S ein Schema, und sei & : (Sch/S) — (Menge) eine Pragarbe. Die Pra-
garbe heilt Garbe genau dann, wenn fiir alle fppf-Uberdeckungen {U; — U}, die folgende
Sequenz
FW)—[]FWn= [ ZWixyU))
iel i,jel
exakt ist.

Definition 11. Sei f : H — G ein injektiver Morphismus von Gruppenschemata iiber ein
Schema S. Ein S-Schema Y heilt der Quotient von f genau dann, wenn die fpqc-Garbe, die
zur Pragarbe T — G(T)/ H(T) assoziiert ist, durch Y dargestellt wird. Wir bezeichnen dann Y
mit G/ H.

Theorem 2.7. Sei S ein noethersches Schema, und sei G ein flaches Gruppenschema vom endlichen
Typ iiber S. Sei H < G ein abgeschlossenes Untergruppenschema, das flach iiber S ist. Wenn
eine der folgenden Voraussetzungen erfiillt ist, dann existiert G/ H als Schema:

1. dim(S) <1,
2. G ist quasi-projektiv iiber S und H ist eigentlich iiber S;

3. H ist endlich lokal frei iiber S und jede Faser H; < G ist in einer offenen Menge von G
enthalten.

Wenn H eine normale Untergruppe ist, dann ist G/ H ein Gruppenschema.

Theorem 2.8. Die Kategorie der abelschen algebraischen Gruppen ist eine abelsche Kategorie.

3 ZUSAMMENHANGSKOMPONENTEN UND ENDLICHE ETALE
GRUPPENSCHEMATA (04/05/2016)

Ziel des Vortrags: ZUSAMMENHANGENDE-ETALE SEQUENZ EINER ALGEBRAISCHEN GRUPPE

DETAILS:

e Zusammenhangskomponenten einer algebraische Gruppe;

* Sei k ein fixierter Korper, Gy seine absolute Galoisgruppe. Es gibt eine Aquivalenz zwis-
chen der Kategorie der endlichen étale Gruppenschemata iiber k und der Kategorie der
Gruppen mit einer stetigen Galoiswirkung;

* Die zusammenhéngende étale Sequenz einer algebraischen Gruppe.

Lemma 3.1. Sei X ein lokal noethersches Schema. Dann gilt, dass jede Zusammenhangskom-
ponente von X abgeschlossen und offen ist.



Proof. Jede Zusammenhangskomponente eines topologischen Raums ist abgeschlossen weil
der Abschluss einer zusammenhingenden Teilmenge eines topologischen Raums zusam-
menhingend ist. Eine Zusammenhangskomponente ist auch offen: Sei x € X ein Punkt.
Sei U = Spec (A) ein affines Unterschema das x enthélt. Wenn U nicht zusammenhéngend
ist, dann gibt es eine abgeschlossene offene Teilmenge U; c U in der x enthalten ist. Wenn
U; nicht zusammenhingend ist, dann gibt es eine abgeschlossene und offene Teilmenge U,
von U;. Machen wir so weiter, bekommen wir eine Kette U; > U, > U3 o ---. Weil X lokal
noethersch ist, ist U, zusammenhéngend fiir gentigend gro3es n. Deswegen gibt es eine of-
fene Umgebung von x, die in der Zusammenhangskomponente von x enthalten ist. Damit
ist die Zusammenhangskomponente offen. O

Lemma 3.2. Sei X ein lokal noethersches Schema. Ein Punkt x € X ist generisch wenn es
keinen anderen Punkt y € X gibt sodass x € {y}. Sei S die Menge aller generischen Punkte
von X. Dann gilt X = Uyes {x}.

Proof. Klar. O

Lemma 3.3. Sei X ein Schema lokal von endlichem Typ iiber einen Kirper k. Sei k' eine rein-
inseparable Erweiterung von k. Wenn X zusammenhdngend ist und einen k'-Punkt besitzt,
dann ist X geometrisch zusammenhdngend.

Proof. Wir zeigen zunichst, dass die Abbildung f : X := X x; k — X abgeschlossen und of-
fen ist. Eine Teilmenge Y von X ist abgeschlossen (resp. offen) genau dann, wenn es eine
(Zariski) Uberdeckung {U;};c; von X gibt, sodass die Mengen Y N U; abgeschlossen (resp. of-
fen) in U; sind. Deswegen konnen wir anmehmen, dass X = Spec (k[x1,---, xu1/(f1,-*, fm))
affin ist. In diesem Fall ist es klar dass f abgeschlossen und offen ist.

Wire X nicht zusammenhingend, dann gibt es eine Zerlegung X = X; [[ X,, in der X; und X,
nicht leer sind. Weil X zusammenhingend ist, f(X7) = f(X2) = X. Aber der k’-Punkt hat nur
ein Urbild in X. O

Lemma 3.4. Sei G ein Gruppenschema lokal von endlichem Typ iiber einem Korper k. Wir
bezeichnen mit G° die Zusammenhiingskomponente von G. Das Schema G° ist ein abgeschlossenes
offenes Unterschema von G. Auferdem ist G° ein geometrisch irreduzibles Untergruppen-
schema von G, und G° x rK=(Gxg K)° fiir alle Kérpererweiterungen.

Proof. Esistklar, dass G° ein Untergruppenschema ist. Es reicht, wenn man die Behauptung
fAijr den Fall zeigt, dass G reduziert ist. In diesem Fall ist G ein glattes Schema, und G° auch.
Nach Lemma gilt G* = U, generisch in G° {x}. Fiir zwei unterschiedliche generische Punkte
x,y € G {xJN{y} = 8. Deswegen gilt sogar G° = 11, generisch in 60 (}- Aber G ist zusammen-
hingend, also muss G° irreduzibel sein. Die letzte Gleichheit folgt aus dem Fakt dass G°
geometrisch zusammenhingend, abgeschlossen und offen ist, also muss G° x; K auch eine
Zusammenhdngskomponente von G x ;. K sein. O
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Definition 12. Sei G ein Gruppenschema iiber ein Schema S. Sei X ein S-Schema. Eine
Wirkung von G auf X ist eine S-Abbildung p : X xg G — X sodass die folgenden Diagramme

pxid
XXSGXSG—>XXSG

[jaem g

XxsG—L 4 x

X;)XXsS

H lidxe

X(TXXSG

kommutativ sind.

Theorem 3.5. Sei k ein Korper. Sei k sein separabler Abschluss. Die Galoisgruppe Galy kann
als ein Gruppenschema iiber k betrachtet werden. Sei € eine Unterkategorie von (Sch/ k). Sei9
die Kategorie der Schemata Y iiber k mit einer Wirkung von Galy, sodass die Abbildung Y — k
Galy -dquivariant ist. Dann ist der Funktor € — @, X — X x . k volltreu. Ausserdem gilt wenn
€ die Unterkategorie der affinen Schemata iiber k oder der étale Schemata iiber k ist, dann ist
der Funktor eine Aquivalenz.

Example 3.6. Sei Et, i die Kategorie der étale Schemata tiber k. Ein Schema X € Ft /& it
einer Wirkung von Galy, ist 4quivalent zu einer stetigen Wirkung von Galy (k) auf X (k), wobei
hier "stetig" bedeutet, dass fiir jeden Punkt x € X (k) der Stabilisator von x eine offene Unter-
gruppe von Gal (k) enthélt. In diesem Fall, haben wir eine Aquivalenz von Kategorien:

Et;x — (Menge mit stetiger Galy (k)-Wirkung)

Wenn man die Gruppenobjekte in diesen Kategorien betrachtet, dann hat man eine weitere
Aquivalenz:

(étale k-Gruppenschema) — (Gruppen mit einer stetigen Galy (k)-Wirkung)

Example 3.7. Sei k ein Koérper mit Charakteristik p. Sei n € Z eine ganze Zahl sodass p [n.
Dann ist y, i ein étale Schema und die Gruppenwirkung von Gal.(k) auf u,, (k) entspricht
einer Abbildung Gal(k) — (Z/nz)*.

Theorem 3.8. Sei X ein Schema von endlichem Typ iiber einen Korper k. Dann gibt es ein étale
Schema Xg; tiber k und eine Abbildung nt : X — Xg mit der folgenden universellen Eigenschaft:
Fiir jedes étale Schema tiber k, ist die folgende Abbildung

Hom(Xg, Y) — Hom(X,Y)

ein Isomorphismus. Aufserdem sind die Fasern von i die Zusammenhangskomponenten von
X.
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Proof. Sei S die Menge von Zusammenhangskomponenten von X x i k. Sei Xg := [[;e5Spec (k).
Es gibt eine Wirkung von Gal(k) auf S, und daher auf X Die Wirkung auf X ist stetig. In
der Tat, fiir jede Zusammenhangskomponente U € S gibt es einen abgeschlossenen Punkt x
im Bild von f: X — X. Damit ist x(x) eine endliche Erweiterung von k, und es gibt x € X
sodass f(%) = x. Sei k' < x(x) der separable Abschluss von k in x(x). Sei x' € X' := X x k’
der x (x)-Punkt, der das Bild von x ist, und sei U’ < X’ die Zusammenhangskomponente von
x'eX'. Nach gilt U’ x () k = U. Aber die offene Untergruppe Gal(x (x)) € Gal(k) ist im Sta-
bilisator von U enthalten, damit ist der Stabilisator offen, und die Wirkung ist stetig. Nach
gibt es ein Schema Xg; tiber k und eine Abbildung 7 : X — Xy sodass 7 x k die kanonische
Projektion X — Xg ist. Die restlichen Aussagen sind in den Ubungsaufgaben. O

Theorem 3.9. Sei G ein Gruppenschema von lokal endlichem Typ iiber k. Dann ist Gg; auch
ein étale Gruppenschema, und es gibt eine kurze exakte Sequenz:

1-G'—G—Gg— 1
Wenn G endlich und k perfekt ist, dann zerféllt die kurze exakte Sequenz.

Proof. Klar. O

4 MULTIPLIKATIVE ALGEBRAISCHE GRUPPEN (I) (11/05/2016)

Ziel des Vortrags: DIAGONALISIERBARE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

DETAILS:
* Charaktergruppe einer algebraischen Gruppe;
* Es gibt eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der diagonalisierbaren Gruppen und
der Kategorie der kommutativen endlich erzeugten Gruppen;
» Darstellungen von diagonalisierbaren Gruppen;
* Tori.

Definition 13. Sei M eine kommutative Gruppe. Wir bezeichnen mit k[M] die folgende k-
Algebra:
kIM]:={)_a;mjla; € k, m; € M}
i

in der das Produkt von } ;a;m; und }.;bjn; gleich }; ;a;bjm;n; ist. AuBerdem ist k[M]
eine Hopf-Algebra mit Komultiplikation A(m) = m ® m, Koeinheit e(m) = 1 und Koinversion
i(m)=m! fiir alle m e M.

Lemma 4.1. Die Hopf-Algebra k[M] liefert das Gruppenschema D(M) := Spec (k[M]), das den
Funktor T — Homg, (M, I'(T,071)*) darstellt.

Proof. Klar. O

Example 4.2.
Wenn M = Z ist, dann ist D(M) = G,.
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Wenn M = Z/nZ ist, dann ist D(M) = .
Lemma 4.3. Fiir zwei kommutative Gruppen M, N, haben wir D(M x N) = D(M) x; D(N).
Proof. Klarweil M x N=M® N. O

Lemma4.4. SeiM:=7¢7&---072&ZI/mZ&---&Z/n,Z,dannist D(M) = Gy ;- Gy X X
G:;’mxlc,unl Xk XkHn,-

Proof. Das ist[4.2plus O

Lemma 4.5. Sei M eine kommutative Gruppe. Dann ist M = {x € k[M] \ {0}|A(x) = x ® x}.

Proof. Seix=};a;m; € k[M], dannist};;a;ajm;® m; = x®x=A(x) =}; ajm; ® m;. Also
ist a;aj = 0 und a? = a; fur alle a; € k. Wenn alle a; = 0 sind, dann ist x = 0. Ansonsten falls
aj#0,dannistaj =1und a; =0 fiir i # j. Damit ist entweder x € M oder x = 0. O

Definition 14. Sei G ein Gruppenschema iiber einem Korper k. Ein Charakter von G ist ein
Gruppenhomomorphismus von G — G,,. Die Menge X(G), der Charaktere von G, ist eine
abelsche Gruppe.

Lemma 4.6. Es gibt eine Aquivalenz zwischen X (G) und {x € k[G]*|A(x) = x ®. x}.

Proof. Klar. O

Lemma 4.7. Sei M eine abelsche Gruppe. Es gibt einen Isomorphisums M % X(D(M)) von
Gruppen.

Proof. Es ist klar, dass ¢ ein Isomorphismus von Mengen ist. Gegeben f,g € M, dann gilt
fiir alle k-Schema T und eine Abbildung A : T — D(M), dass (¢(f) - ¢(g)) (1) das Produkt der
Kompositionen

d)*

/_\ 21
kX1 k[M] — I'(T,0r)
V
o)
ist. Also gilt

@) PN = (I )P
= (Aep(NM)- (A od())
= @U@
= o0

O

Lemma 4.8. Sei k ein Korper der Charakteristik p = 0. Sei G := D(M) fiir eine abelsche Gruppe
M. Dann gilt

1. G ist zusammenhdngend < M hat nur p-Torsion;
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2. G istglatt © M hat keine p-Torsion.
Proof. Klar nach[4.4] O

Definition 15. Ein affines Gruppenschema G heilt diagonalisierbar genau dann, wenn k[G],
als ein Vektorraum, von der Menge {x € k[G]|A(x) = x ® x} erzeugt ist. Weil x = ((¢,idgg)) ©
A)(x) = e(x)x, haben wir e(x) = 1 fiir alle x # 0.

Lemma 4.9. Sei G ein affines Gruppenschema iiber einem Kérper k. Dann sind die Elemente
der Untermenge S = {x € k[G]|A(x) = x ® x} linear unabhdngig.

Proof. Sei e = Y 1<j<pnCi€i, sodass e, e; € S sind, und die e; linear unabhéingig sind. Dann

haben wir ,

Ci =Ci
cicj=0 furi#j
Yici=Xiele)ci=€le)=1
Es gibt ein i, sodass ¢; # 0 und damit ¢; = 1 und ¢; = O fiir alle j # i. O

Lemma 4.10. Ein Gruppenschema G iiber k ist diagonalisierbar genau dann, wenn es eine
abelsche Gruppe M gibt, sodass G = D(M).

Proof. Sei M :={x € k[G]|A(x) = x ® x}. Dann gilt k[M] = k[G]. O

Theorem 4.11. 1. Der Funktor D : M — D(M) liefert eine Aquivalenz zwischen der Kate-
gorieder abelschen Gruppen und der Kategorie der diagonalisierbaren Gruppenschemata;

2. Der Funktor D ist exakt;

3. Die Kategorie der diagonalisierbaren Gruppenschemata iiber k ist stabil beziiglich Un-
terobjekten und Quotientenobjekten in der Kategorie der Gruppenschemata iiber k.

Proof. Die Behauptung 1 folgt aus |4.7| und Seil— M — M — M"” — 1 eine exakte
Sequenz von abelschen Gruppen. Wir miissen beweisen, dass die Sequenz von Gruppen-
schemata 0 — D(M") — D(M) — D(M') — 0 auch exakt ist. Die Injektivitdt und Surjektiv-
itdt sind klar aus der Definition. Es bleibt nur die Exaktheit in der Mitte, die wir beweisen
miissen. Sei Iy das Augmentationsideal von D(M’). Dann gilt fiir jedes x =Y ; ¢;e; aus Iy,
dass0=¢€(x) =Y ;c;. Alsogilt x =Y ; c;(e;—1),und Iy istvon {m'—1|m' € M’} erzeugt. Ander-
erseits miissen wir beweisen, dass der Kern von ¢ : k[M] — k[M"] auch von {m' —1|m' € M'}
erzeugt ist. Sei x =Y 1<;j<j cie; € Ker(¢h). Es reicht, wenn wir annehmen, dass ¢(e;) = ¢p(ez) =
-« = ¢(ey) = ¢p(e). Damit bedeutet ¢p(x) =0, dass Y ;¢; =0. Dann x =) ;cie; =) ;cie;—0=
Yiciei—Yicie=Ycilei—e)=eY;ci(e;e”t —1). Aber e;e”! € M, also ist Ker(¢p) = Iy k[M].
Damit gilt also Ker(D(M) — D(M")) = Spec (k[M]/Iyy) = Spec(k[M"]) = D(M"). Der Fakt,
dass diagonalisierbare Gruppenschemata stabil beziiglich Untergruppen sind, folgt aus der
Definition. Sei f: D(M) — G ein surjektiver Morphismus von Gruppenschemata. Dann gibt
es eine abelsche Gruppe M’, sodass D(M') = Ker(f). Dann ist G = D(M/M') diagonalisier-
bar. O
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Definition 16. Sei G ein Gruppenschema, und sei V eine Darstellung von G auf einem k-
Vektorraum. Die Darstellung V heil3t diagonalisierbar genau dann, wenn sie eine Summe
von 1-dimensionalen Darstellungen ist.

Definition 17. Sei V ein k-Vektorraum. Es gibt immer (ohne die Auswahl einer Basis von
V) eine Einbettung G,, < GL,(V). Sei V eine Darstellung von G, und sei y : G — G, ein
Charakter. Die Darstellung V heilt eine Darstellung durch y genau dann, wenn die Abbildung
G — GL, (V) durch y faktorisiert.

Lemma 4.12. Sei V eine Darstellung von einem Gruppenschema G, und sei y : G — G, ein
Charakter. Der Untervektorraum V) := {x € V|p(v) = v ® ay}, in dem ay € k(G| das Element
ist, das zu x korrespondiert, ist eine Unter-Darstellung von V und er ist die maximale Unter-
darstellung von V, die durch y faktorisiert.

pl
Proof. Esistklar, dass Vy eine Unter-Darstellung von V ist. Weil V, =, Vy ® k[G] durch

VX - V)(®kk[X](X)
a — a®rpX

faktorisiert, ist Vy eine Darstellung durch y. Nun ist klar, dass V; die maximale Unterdarstel-
lung von V ist, die durch y faktorisiert. O

Theorem 4.13. Sei G ein diagonalisierbares Gruppenschema iiber k. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

1. G istdiagonalisierbar;

2. Jede endlich dimensionale Darstellung von G ist diagonalisierbar;
3. Jede Darstellung von G ist diagonalisierbar;

4. Fiir jede Darstellung V von G, gilt V = & yex(G) Vy-

Proof. 1" © " 3: Sei G diagonalisierbar. Dann gilt fAijr jedes Element v € V, dass p(v) =
Yi<i<nUi®re;mite; € {x e k[G]|IA(x) =x®x}und u; € V. Also gilt }; p(u;) ®r e; = ; u; ®k
e; ® e;. Damit gilt p(u;) = u; ® e;, und (u;) ist eine 1-dimensionale Darstellung von G.
Anderseits ist v = Y_; uje(e;) = Y; u;. Deshalb ist V eine Summe von 1-dimensionale Unter-
darstellungen.

Nun nehmen wir an, dass die Reguldre Darstellung eine Summe von 1-dimensionale Unter-
darstellungen ist. Sei f € k[G] sodass (f) eine 1-dimensionale Unterdarstellungen von V ist.
Dann gilt A(f) = f ® a, wobei a € {x € k[G]|A(x) = x® x}. Also gilt f = (e xid) o A(f) = e(f)a.
Deshalb ist k[G] erzeugt von {x € k[G]|A(x) = x ® x}.

2 o 3 folgtvon[2.3]

4 & 3 Weil jede 1-dimensionale Darstellung von folgender Art ist: (f) — (f) ® k[G], f —
f ®k agpy, wobei ary € {x € k[G]|A(x) = x ® x}, ist die 1-dimensionale Darstellung durch den
Charakter, der a,r, entspricht, gegeben. Fiir eine andere 1-dimensionale Darstellung (g), ist
nun klar, dass wenn (f) = (g) dann as) = a(g). Also ist 4 < 3 nun klar. O
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5 MULTIPLIKATIVE ALGEBRAISCHE GRUPPEN (II) (18/05/2016)

Ziel des Vortrags: MULTIPLIKATIVE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

DETAILS:

* Der Charakterfunktor liefert eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der multiplika-
tiven algebraischen Gruppen/k und der Kategorie der kommutativen endlich erzeugte
Gruppen ausgeriistet mit einer stetigen Galoiswirkung;

* Darstellung der multiplikativen Gruppen;

e Ein Kriterium fiir MultiplikativitAd't einer algebraischen Gruppe.

Theorem 5.1. Sei S ein Schema, und sei M eine abelsche Gruppe. Dann gibt es eine Aquiv-
alenz zwischen der Kategorie der quasi-kohdrenten Garben mit einer Os|M]-Wirkung und der
Kategorie der M -Graduierten quasi-kohdrenten Garben.

Proof. Gegeben sei eine quasi-Kohérente Garbe < mit einer Os[M]-Wirkung: p: of — of ®¢,
Os[M). Fiir alle m € M sei oy, := p~' (o x@ @[m]), wobei mit @[m] der @-Untermodul von
O[M] erzeugt von m gemeint ist. Dann gilt o« = @,,,c s &/,. Sei nun ein M-Graduierter quasi-
kohidrenter Modul «f = @,,,c s &/, gegeben, dann bekommt man eine quasikohdrente Garbe
o — o ®p;, Os|M] durch die Abbildung <), — o/}, ®,Os[M], a— a® m. O

Corollary 5.2. Sei G eine multiplikative Gruppe iiber einen Kérper k, und V eine Darstellung
von G. Dann gilt V = @ yex+ ) Vy-

Proof. Folgt aus dem Beweis von Satz[5.1] O

Definition 18. Ein Gruppenschema G iiber einen Korper k heif$t multiplikativ genau dann,
wenn G x k* diagonalisierbar ist.

Theorem 5.3. (Notes on Grothendieck topologies, fibered categories and descent theory by
A.Vistoli, Chapter IV, 4.4.1) Sei k ein Korper, und sei k° sein separabler Abschluss. Sei € die
Kategorie der affinen Schemata (resp. Vektorrdume) iiber k, und sei 2 die Kategorie der affinen
Schemata Y (resp. Vektorrdume V) iiber k® mit einer Wirkung von Galy, sodass die Abbildung
Y — k® Galg-dquivariant ist (resp. sodass V eine k-Darstellung von Galy wird). Dann ist der
Funktor € —2,Y — Y x k* (resp. V. — V & k*) eine Aquivalenz.

Remark 5.4. Wir wissen schon, dass eine Wirkung von Galy auf ein étale Schema X tiber k°
dquivalent zu einer stetigen Wirkung von Gal(k) auf X (k°) ist. Das Gleiche gilt fiir die Wirkung
von Galy auf einen Vektorraum. Gegeben sei eine Darstellung von Galy auf V, die Gruppe
Gal(k) = Galg (k) wirkt auf V als eine abstrakte Gruppe. Die Wirkung ist stetig: In der Tat
kann man annehmen, dass V endlich dimensional ist, weil V' = @ie ! Vi, wobei hier V; die
endlichen Unterdarstellungen von V sind. Dann gibt es einen endlichen Quotient Galy —
G, durch den die Wirkung von Galy auf V faktorisiert. Also muss die Wirkung von Galy
stetig sein. Umgekehrt sei eine stetige Wirkung von Gal(k) auf V gegeben. Sei V = @ie Vi
wobei die V; endlich dimensionale Unterdarstellungen sind. Dann gibt es einen Quotient
Gal(k) — G; und einen Morphismus p; : V; x G; — V. Weil G; endlich ist, gibt es eine Ab-
bildung k[G;] — k[Galg], welche Gal(k) — G; entspricht. Durch die p; bekommen wir eine
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Abbildung V; ® k[G;] — V;® k[Gali] — V, und diese liefert eine Abbildung V& k[Gal] — V
durch der Gleichung V = li_n)ll,€ Vi

Definition 19. Sei G ein Gruppenschema iiber k. Dann gibt es einen Gruppenfunktor Xg :
T/k— Homy.gpsch(G %k T,Gpm, 7). Insbesondere IST X (k*) eine abelsche Gruppe mit einer
stetigen Galoiswirkung. Wie sieht diese Wirkung aus? Sei x € Homys_grp sch (G X k*, G ks) €in
Element und sei o € Gal(k), dann ist o(x) € Homks_grpisch(G X k*, Gy, ks) der Basiswechsel von
x durch o. Warum ist sie stetig? Weil G,, ;s von endlichem Typ ist, gibt es fiir jedes Element
X € Homys_grp.sch (G Xk k*,Gpm, ks) eine endliche separable Erweiterung K/k und einen Mor-
phismus y € Homg.grp.sch (G Xk K, G, k), sodass x = y ® k* ist. Also enthilt der Stabilisator
von x die offene Untergruppe Galx < Galy. Damit haben wir einen Funktor von der Kate-
gorie der multiplikativen Gruppen in die Kategorie der abelschen Gruppen mit einer stetigen
Galoiswirkung gegeben durch G — Xg(k%).

Theorem 5.5. Der Funktor von der Kategorie der multiplikativen Gruppenschema iiber k in
die Kategorie der abelschen Gruppen mit einer stetigen Galoiswirkung liefert eine Aquivalenz
der Kategorien. Dariiber hinaus ist der Funktor exakt.

Proof. Die Kategorie der diagonalisierbaren Gruppen ist dquivalent zur Kategorie der kom-
mutativen abstrakten Gruppen. Also ist die Kategorie der diagonalisierbaren Gruppen mit
einer Gal,-Wirkung dquivalent zur Kategorie der kommutativen abstrakten Gruppen mit einer
stetigen Gal(k)-Wirkung, und daher die Aussage. Die Exaktheit folgt aus[4.11] O

Example 5.6. Sei k ein Korper der Charakteristik p = 0. Wann ist (Z/nZ) eine multiplikative
Gruppe? Es ist eine multiplikative Gruppe genau dann, wenn p1{ n.

6 UNIPOTENTE GRUPPEN (I) (25/05/2016)

Ziel des Vortrags: KLASSIFIKATION DER UNIPOTENTEN GRUPPEN

DETAILS: Sei G eine affine algebraische Gruppe iiber k. Die folgenden Aussagen sind dquiv-
alent.
* Die einzige irreduzible Darstellung von G ist die triviale eindimensionale Darstellung;
* Es gibt eine Einbettung von G in die Untergruppe U,, < GL,, deren Elemente obere
Dreiecksmatrizen sind mit Einsen auf der Diagonale;
* Es gibt eine Kompositionsreihe von G x . k, bei der jeder aufeinanderfolgende Quotient
isomorph zu einer abgeschlossenen Untergruppe von G, ;. ist.

Definition 20. Eine affine algebraische Gruppe heil3t unipotent genau dann, wenn jede Darstel-
lung von G auf einen von Null verschiedenen Vektorraum einen von Null verschiedenen
Fixvektor besitzt.

Definition 21. Eine Hopf-Algebra A heilt kozusammenhingend genau dann, wenn es eine
Filtrierung der Vektorrdume
CocCic(Cy---cA
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gibt, sodass
Cy= k
Urz0Cr=A
A(Cy) € Z;:() Ci®Cr_;

Theorem 6.1. Sei G eine affine algebraische Gruppe tiber k. Die folgende Aussagen sind dquiv-
alent:

1. G ist unipotent;
2. Jede einfache Darstellung von G ist trivial;
3. Jede Darstellung von G faktorisiert durch U, < GL;, nach Wahl einer Basis;
4. G isteine Untergruppe vonU,;
5. kGl ist kozusammenhdingend;
6. Es gibt eine treue Darstellung V von G, und eine Filtration
V=V,2---2V2V,=0

sodass V; Unterdarstellung von G sind, und V;./V; eine triviale Darstellung von G hat.

7. Es gibt eine zentrale Normalreihe
Il=Goc GG s G, =G

sodass Gi1+1/G; eine Untergruppe von G ist.

8. Jede Untergruppe von G hat eine nicht triviale Abbildung nach G,,.

Proof. 1< 2Klar. 1 = 3 Sei V eine Darstellung von G der Dimension n € N. Wenn n =0, 1 ist
alles klar. Wenn n > 1, haben wir ein nicht Null Element v; € V, sodass die Wirkung von G auf
vy trivial ist. Dann gibt es nach Induktionshypothese uy, us, -, 4y, sodass die Darstellung
von G auf V/{v;) durch U,,_; < GL,_; faktorisiert. Seien vy, vs,-:-, v, Hochhebungen von
{u;}. Dannist vy, -, v, eine Basis, mit der die Darstellung von G durch U,, < GL,, faktorisiert.
3=1Seieg,---,e, die Basis. Dann ist e; ein nicht Null Vektor, auf den G trivial wirkt. 3 = 4
Nach 2.4 gibt es eine Einbettung G < GL,,v. Weil es eine Basis von V gibt, sodass G <€ GL, v
durch U, € GL,, v faktorisiert, ist in dieser Basis G eine Untergruppe von U,,.

4 = 5 Es reicht wenn wir G = U, annehmen. In diesem Fall gilt k[G] = k[X; j]1<i<j<n und

AXij)=X;j®l+1®X;;+ Z Xi1® Xj

i<l<j

Sei j—i das Gewicht fiir X;;. Dann hat ein Monom [] Xinj” das Gewicht } n;;(j—1i). Sei C;, der
k-Vektorraum erzeugt von den Monomen mit einem Gewicht < r. Es ist klar, dass Cy = k und
Ur=0 Cr = k[G]. Wir miissen noch zeigen, dass das letzte Axiom erfiillt ist. Es reicht, wenn wir
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zeigen, dass jedes Monom das Axiom erfiillt. Sei P (resp. Q) Monom des Gewichts r (resp. s).
Dann gilt nach Induktionhypothese und wegen A(PQ) = A(P)A(Q), dass A(P)A(Q) enthalten
istin
Q. Ci®Cr_)D_Cj®Cs—j) =) (CiC;j®Cr—iCs—j) =) Citj®Cris—i—j
i J ij ij
5= 1 Sei V eine Darstellung von G, und sei A := k[G], sowie p: V — V ®; A die Wirkung. Sei
Vi i={veV]p(v) e V& C,}. Ist v ein von Null verschiedener Vektor, in V, enthalten, dann gilt
p(w)=v'®1. Also ist v = (id, e) o p(v) = v ein Fixvektor. Es reicht wenn wir zeigen kénnen,
dass
V,=0 = V1 =0

damit giltdann Vy=0=>V =0. Weil ((d®A)op)(V;4+1) SV p(Cr11) SV ®Y,;Ci®Cry—j, ist
das Bild von V;, gleich0in V® A/C, ® A/C,. Falls V, =0 ist, dann ist V — V ® A/C, injektiv,
und (p®id)op: V — V® A/C, ® A/C; ist damit auch injektiv. Also ist V4 =0.

6 © 4 Wenn G eine Untergruppe von U, ist, ist die Darstellung G < U, < GL,, eine Darstellung
von G auf k®" und die kanonische Filtrierung 0 € k € k®? < --- < k®" liefert die gewiinschte
Filtrierung. Umgekehrt, seien eine Darstellung V von G und eine Filtrierung gegeben, man
kann eine Basis (e, ez, -+, e;) fiir jeden Vektorraum V; auswéhlen, sodass (e1, ez, -, €;,€i+1)
eine Basis fiir V4 ist. In diesem Fall, faktorisiert die Darstellung G — GL,, durch U,, € GL,,.

4 = 7 Es reicht, wenn wir zeigen kénnen, dass die zentrale Normalreiche fiir U,, existiert.
In diesem Fall, haben wir eine kanonische zentrale Normalreihe mit Quotienten die direkte
Summen von G,’s sind. 7 = 4 Wir brauchen nur noch das folgende Lemma:

Lemma 6.2. Alle Untergruppen und Quotientgruppen sowie alle Erweiterungen von unipo-
tenten Gruppen sind unipotent.

Proof. Fiir Untergruppen nutzt man 4 and fiir Quotientgruppen nutzt man 1. Fiir eine Er-
weiterung, nehmen wir jetzt an, dass N € G eine normale unipotente Untergruppe von G
ist, sodass G/ N eine unipotente Gruppe ist. Wir miissen zeigen, dass G unipotent ist. Sei V
eine von Null verschiedene Darstellung von G. Dann ist V¥V eine Unterdarstellung von G und
auch von G/N. Weil N unipotent ist, gilt VN £0, damit VG = (V)G = (VN)GIN £, O

7 = 8 Ist klar nach obigen Lemma. 8 = 7 Sei ¢ : G — G, eine nicht triviale Abbildung. Sei
Gy := G und Gj :=Ker(¢hp). Nun sei ¢p; : Gy — G, eine nicht triviale Abbildung, und sei G, :=
Ker(¢1), und so weiter. Damit bekommen wir die Filtrierung weil G noethersch ist. O

Lemma 6.3. Sei K/k eine Korpererweiterung. Ein Gruppenschema G iiber k ist unipotent
genau dann, wenn G x ;. K unipotent iiber K ist.

Proof. Fiir = siehe Ubungsaufgaben. Fiir < nutzt man 1: Sei V eine von Null verschiedene
Darstellung von G. Es ist klar, dass V¢ ®; K = (V ®; K)%*K und damit V° = 0 & (V &,
K&K =, O

Lemma 6.4. Sei G eine algebraische Gruppe, die sowohl unipotent als auch multiplikativ ist.
Dann gilt G = {1}.
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Proof. Sei V eine Darstellung von G. Dann ist V eine direkte Summe von einfachen Un-
terdarstellungen. Aber alle einfach Darstellungen von G sind trivial. Also ist V eine triviale
Darstellung. Die Gruppe G ist daher trivial. O

Lemma 6.5. Jede Abbildung von einer unipotenten (resp. multiplikativen) Gruppe in eine
multiplikativen (resp. unipotenten) Gruppe ist trivial.

Proof. Klar nach[6.4] O

Lemma 6.6. Sei G ein endliches étale Gruppenschema iiber k, und k ein Kérper der Charak-
teristik p = 0. Dann ist G unipotent genau dann, wenn #|G| = p".

Proof. Wir konnen annehmen, dass k = k. Dann ist G eine abstrakte Gruppe. Wenn #|G| #
p", dann gibt es nach Cauchy’s theorem ein Element g € G dessen Ordnung gleich p’ # p
ist. Dann ist (g) = yy x eine Gruppe von multiplikativem Typ. So nach kann G nicht
unipotent sein. Umgekehrt, wenn G eine nicht triviale (# 0 or Z/pZ) p-Gruppe ist, gibt es
eine nicht triviale normale Untergruppe H < G (Hungerford). Also reicht es, wenn wir zeigen
konnen, dass Z/pZ unipotent ist. Aber es ist wahr: Es gibt eine Einbettung (Z/pZ)r, < Gay,
durch die Gleichung ), = Gaf, [Fp). Nach Basiswechsel von F, nach k bekommen wir eine
Einbettung (Z/ pZ); < G, k. Damit ist Z/ pZ unipotent. O

Corollary 6.7. Sei G eine unipotente Gruppe iiber einem Kérper k der Charakteristik p = 0.
Dann ist Gg; von Ordnung p". Wenn p =0, dann ist G zusammenhdingend.

Proof. Klar. O

7 UNIPOTENTE GRUPPEN (II) (01/06/2016)

Ziel des Vortrags: UNIPOTENTE GRUPPEN IM FALL VON CHARAKTERISTIK NULL UND CHARAK-
TERISTIK p >0

DETAILS:
e Lie-Algebra einer algebraischen Gruppe;
* Klassifikation der unipotenten Gruppen der Charakteristik 0 durch Lie-Algebren;
* Klassifikation der unipotenten Gruppen der Charakteristik p > 0.

Definition 22. Sei 22 eine Eigenschaft eines Gruppenschemas. Wir nehmen die folgenden
Hypothesen an.

1. Jeder Quotient eines Gruppenschema das die Eigenschaft &2 hat, hat die Eigenschaft
P;

2. Jede Erweiterung von Gruppenschemata die die Eigenschaft &2 haben, hat die Eigen-
schaft 22.
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Lemma 7.1. Seien H, N zwei affine Untergruppen eines affinen Gruppenschemas G, und sei
N < G normal. Wenn sowohl H als auch N die Eigenschaft &2 hat, dann hat HN auch die
Eigenschaft 2.

Proof. Die Gruppe HN ist der Pullback des Quotients G — G/ N entlang dem Bild der Abbil-
dung H € G — G/N. Also ist HN eine Untergruppenschema von G. Wir haben

0 N HN HNIN 0
00— HNN H H/(HON) ——— 0
Also hat HN die Eigenschaft 22. O

Lemma 7.2. Sei G ein affines Gruppenschema iiber k. Dann hat G hdchstens ein maximal
normales affines Untergruppenschema, dass die Eigenschaft & hat.

Proof. Klar nach[7.1} O

Remark 7.3. Endlichkeit eines Gruppenschemas erfiillt2] Aber es gibt kein maximal endliches
Untergruppenschema von G, oder G,,.

Definition 23. Ein Gruppenschema G heif3t stark zusammenhdngend genau denn, wenn
jeder endliche Quotient von G trivial ist.

Example 7.4. Wenn G ein glattes zusammenhdngendes Gruppenschema iiber k ist, dann ist
G stark zusammenhéingend.

Lemma 7.5. Die Eigenschaft stark zusammenhangend erfiillt22, Aufierdem gilt, wenn G eine
stark zusammenhdngende affine algebraische Gruppe iiber k ist, dann ist jede abgeschlossene
Untergruppe H < G entweder G selbst oder eine Gruppe mitdim H < dimG.

Proof. Die erste Aussage ist klar. Fiir die zweite Aussage: Der Fakt, dass G stark zusammen-
hingend ist, impliziert das G zusammenhéngend, und daher irreduzibel ist. Wenn dim H =
dim G kAlinnen wir davon ausgehen, dass | H| = |G|. Also ist G/ H ein affines Gruppenschema
von endlichem Typ sodass |G/ H| eine einelementige Menge ist. Also ist G/ H ein endliches
Gruppenschema und ist daher trivial, d.h. G= H. O

Proposition 7.6. Es gibt ein einzigartiges maximales stark zusammenhdngendes normales
affines Untergruppenschema von einer affinen algebraischen Gruppe G.

Proof. Sei Hy < G eine solche, nicht notwendigerweise maximale, Untergruppe. Wenn H
nicht die maximale Untergruppe ist, gibt es H; und so weiter. Weil die Dimension von G
begrenzt ist, gibt es H, < G sodass H;, maximal ist. O

Corollary 7.7. Es gibtein einzigartiges maximales glattes zusammenhdngendes normales affines
Untergruppenschema von einer affinen algebraischen Gruppe G.
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Corollary 7.8. Es gibt ein einzigartiges maximales glattes zusammenhdingendes unipotentes
normales Untergruppenschema von einer affinen algebraischen Gruppe G. Diese Untergruppe
nennt man das unipotente Radikal von G.

Theorem 7.9. Sei G C G . eine abgeschlossene Untergruppe, wobei k ein Kérper der Charak-
teristik p = 0 ist. Dann gilt:

1. Es gibt einen Endomorphismus f: 6, — G, sodass G = Ker(fg);
2. fe=ack” wennp=0;

3. wennp>0,danngilt fc=a,F +---+asF°, wobeis>reN, a,---,as€k, F:G,; — Gg,
X+— XP,unda,,as #0;

4. G'=Ker(F") = apr i;
5. Ggr =Ker(aid+ -+ asF*") und Gg: ® k* = (ZI p2)*~';

6. G ist zusammenhdngend genau dann, wenn G < G, unter der Wirkung von Gy, ;. auf
Gg, i stabil ist.

Proof. Sei I < k[X] das Ideal von G € G,. Dann ist I = (P(X)) ein Hauptideal. Weil {e} € G C
Ggaist0C (P(X)) € (X), d.h. XIP(X) #0. Weil A(]) € I ® k[Y]+ k[X] ® I, haben wir

PIX+Y)-P(X)-P(Y)=AX,Y)P(X)+B(X,Y)P(Y)

fiirirgendwelche A(X, Y),B(X, Y) € k[ X, Y]. Wir diirfen annehmen, dass der Grad von A(X, Y),
als ein Polynom in Y, kleiner als der von P(Y) ist. Dann muss B(X, Y) gleich 0 sein, und damit
auch A(X,Y). Als Folge davon haben wir, dass P(X, Y) = P(X) + P(Y). Deswegen ist die Ab-
bildung k[X] — k[X], X — P(X) eine Abbildung von Hopf-Algebren. Sei f;: G, — G, der
induzierte Gruppenhomomorphismus. Es ist klar, dass Ker(fg) = G.

Wenn p =0, dann muss P(X) = aX fiir irgendein a € k* sein.

Wenn p > 0, dann muss P(X) von der Form a,XP +---+a,XP sein. Dann ist fe=a,F +---+
asF*.

Betrachten wir nun das folgende Diagramm:

FT

0 —  Ker(F") Gg Gg 0
fe g
0 =
0 0 Gqg Gg 0
0 0 0
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wobei g = a,id +---+ a;F°*~". Es ist klar, dass Ker(F") zusammenhéngend ist. Weil Ker(g) =
Spec(k[X]/(a; X + -+ + asX”H)) und a%g?() = a, # 0, ist Ker(g) étale tiber k. Also ist GY =
Ker(F") und Gg = Ker(g). Weil Gg; x i k° eine Untergruppe von G,(k?°) ist, ist sie p-Torsion.
Alsoist Gt x k= (Z/p2)°~".

Wenn G zusammenhidngend ist, ist G = a» € G, stabil unter der Wirkung von G,,. Umgekehrt
wenn, G(k) als eine Untergruppe von k stabil ist unter der Multiplikation von k*, dann ist

G(k) =0, d.h. Gist zusammenhdngend. O

Corollary 7.10. Sei k ein Korper der Charakteristik p = 0. Die k-algebraHomy_gp sch (G k) Ga, k)
istk wenn p = 0 und k,[F] wenn p >0, wobei k;[F] der nicht kommutative Ring mit Fa = a” F
ist.

Proof. Sei f € Homy_grp sch(Gg k) G k) und G das Bild von f. Wenn f nicht surjektiv ist, ist G
endlich, und Ker(f) muss gleich G, sein (sonst ist Ker(f) endlich, also muss G, auch endlich
sein.). Also ist G = 0. Wenn G = G, ist, nutzen wir|7.9 O

Corollary 7.11. Sei k ein perfekter Korper der Charakteristik p = 0. Jede Untergruppe von G,
ist entweder ein Produkt von a ,n ;. und ein endliches étale Untergruppenschema der Ordnung
p™ oder G, selbst.

Proof. Klar. O

Corollary 7.12. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteristik p = 0. Jede
Untergruppe von G, ist entweder ein Produkt von a,n x und Z/pZ oder G, selbst.

Proof. Klar. O

Corollary 7.13. Sei G ein affines Gruppenschema iiber einem separabel abgeschlossenem Kér-
per k. Dann ist G unipotent genau dann, wenn es eine zentrale Normalreihe

1}=GocGicGrc--- <G, =G
gibt, sodass G +11G; gleich 7/ pZ oder ap, i oder G ist.
Proof. Klar. O

8 TRIGONALISIERBARE ALGEBRAISCHE GRUPPEN (08/06/2016)

Ziel des Vortrags: TRIGONALISIERBARE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

DETAILS:
* Die Definition einer algebraische Gruppe;
* Unipotentes Radikal einer trigonalisierbaren algebraischen Gruppe;
* Die Struktur einer trigonalisierbaren algebraischen Gruppe.

Definition 24. Sei G ein affines Gruppenschema iiber einem Korper k. Das Gruppenschema
G heil3t trigonalisierbar wenn jede von Null verschiedene endliche Darstellung von G eine
1-dimensionale Unterdarstellung hat.
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Example 8.1. Sei G eine unipotente (resp. diagonalisierbare) Gruppe. Dann ist G trigonal-
isierbar.

Theorem 8.2. Sei G ein affines Gruppenschema iiber einen Korper k. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

1. G ist trigonalisierbar;

2. Es gibt eine normale unipotente Untergruppe G* < G sodass G™ := G/G" diagonalisier-
bar ist;

3. Jeder algebraische affine Quotient von G ist trigonalisierbar;

4. Fiirjede n-dimensionale DarstellungV von G, gibt es eine FiltrierungV =V, 2 V,_1--- V1 2
Vo = 0 durch Unterdarstellungen von V.

5. Fiir jede endliche Darstellung G — GL,,, gibt es eine Faktorisierung G — T, (nach Wahl
einer Basis) durch die Einbettung T, < GL,,.

6. Jeder algebraische affine Quotient von G ist isomorph zu einer Untergruppe der Gruppe
der Dreiecksmatrizen T ,,.

Proof. 1 = 3 Klar. 3 = 4 Man nutzt Induktion iiber n: Sei (a) eine 1-dimensionale Unter-
darstellung von V. Dann hat nach Induktionsannahme V/(a) eine Filtrierung V/(a) = V;, 2
. D VO’ = 0, und damit verschaffen wir uns eine Filtrierung von V. 4 = 5 Die Basen von
V1 €V, € --- geben uns eine Basis von V, durch die G nach T, geht. 5= 6 Klar. 6 = 2 Sei
G=lm G wobei G; affine algebraische Gruppen sind. Fiir jedes G; gibt es eine Einbet-
tung G; € T, und wir haben auch eine exakte Sequenz

1-U,—»T,—-G —1
Sei G} := G;nU, und G" := G;/ G} < Gy;,. Damit haben wir eine exakte Sequenz:
0—’G:-4—>Gi—>Gi/G?—>0

in der G unipotent und G;/G} diagonalisierbar sind. Nun setzen wir l(iI_nl.E ; €in. Sei G" .=
lim,_ G{und G™:=lim,_ G/". Dann bekommen wir die exakte Sequenz:

0-G*-G—-G"—0

die wir brauchen. 2 = 1 Sei V eine von Null verschiedene endliche Darstellung von G. Weil
G* unipotent ist, ist V" # 0. Weil G* € G normal ist, ist VC" eine Darstellung von G™. Weil
G™ trigonalisierbar ist, gibt es eine 1-dimensionale Unterdarstellung auf V¢ von G™ und
somit auch von G. O

Corollary 8.3. Eine Untergruppe (resp. eine Quotientgruppe) einer trigonalisierbaren Gruppe
G ist auch trigonalisierbar.

Proof. Man nutzt[8.2](2). O]

24



Theorem 8.4. Sei G eine affine k-Gruppe. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. G xy k® ist trigonalisierbar;

2. Es gibt eine abgeschlossene normale unipotente Untergruppe G* < G sodass G/ G* mul-
tiplikativ ist.

Wenn eine dieser Voraussetzungen (und damit beide) erfiillt ist, dann gilt
1. G besitzt eine grofste unipotente Untergruppe G* < G;

2. G“ ist die eindeutige affine normale unipotente Untergruppe von G sodass G/ G* multi-
plikativ ist.

3. Fiir alle Erweiterung K/ k, haben wir (G x K)* = G* x K;
4. G ist trigonalisierbar genau dann, wenn G/G" diagonalisierbar ist.

Proof. 1= 2Klar. 2= 1 Wir haben eine exakte Sequenz
1— (kaks)u*Gkas* (kaks)m* 1

Weil (G x k%)* eindeutig ist, ist sie stabil unter der Wirkung von Gal(k*/ k). Es gibt daher eine
Untergruppe G* < G sodass G* x k* = (G x k%)% ist. Der Rest ist trivial. O

Theorem 8.5. Sei G eine affine abelsche k-Gruppe. Dann gilt

1. G hat eine eindeutige grofste Untergruppe G, die multiplikativ ist. Diese Gruppe ist
charakteristisch und G/ G™ ist unipotent;

2. wenn k perfekt ist, gibt es auch eine eindeutige grifste unipotente Untergruppe G" sodass
G=G"xG".

Proof. Fiir 1, sei I = {G; < G affin |G/ G; ist unipotent}. Sei G := Ker(G — liLniel(G/Gi)).
Wenn es eine Abbildung G — G, gibt, sei H der Kern. Dann haben wir die folgende exakte
Sequenz

0—-G"/H—G/H—GIG"—0

Es folgt dass G/H unipotent ist. Es gilt, nach der Definition von G™, dass G"*/H — G/H
gleich Null ist. Es folgt dass G™/H = 0, anders formuliert G — G, ist Null. Nach [8.6]ist G
multiplikativ.

Fiir 2, nutzt man Methoden der Kohomologie und der Beweis wird daher ausgelassen. O

Proposition 8.6. Sei G = Spec (A) eine affine k-Gruppe. Die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent:

1. G ist multiplikativ;
2. Esexistiert eine Erweiterung K/ k, sodass G x K diagonalisierbar ist;

3. G ist abelsch und Homy_grp, 5ch (G, Gg) ist trivial.
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Wenn G endlich ist, dann sind diese Aussagen auch dquivalent zu:

G ist abelsch und AY ist étale.

Wobei AY = H omy (A, k) bezeichnet.

Proof. 1= 2 Folgt direkt aus der Definition. 2 = 3 Weil

Hom_gpsch (G, Go) = {f € AIA(S) = f®1+18 f} = Ker(A 2=211% A gy )

Wir diirfen annehmen, dass k = K ist. Dann ist G diagonalisierbar. In diesem Fall ist die
Aussage evident.

3 = 1 Wir kénnen annehmen, dass k = k ist. Nach dem Beweis Von gibt es fiir jedes x € A
einen endlichen Untervektorraum x € U < A, sodass A(U) € U ®; U. Sei B= U" . Dann ist B
eine endliche k-Algebra. Wenn B nicht étale ist, gibt es eine surjektive k-Algebren-Abbildung:
B — B’', wobei B’ einer artinscher lokaler Ring ist, dessen maximales Ideal m’ ins Quadrat
Null ist. Also gibt es eine surjektive k-Algebren-Abbildung ¢ : B — B’ — k[X]/(X?), weil B =
k& m'. Die Abbildung ¢ zerlegt sich als ¢ = ¢; + ¢2 X, wobei ¢1,¢p, k-lineare Abbildungen
B — k sind. Weil U — U 'l ein Isomorphismus ist, gibt es a, b € U sodass ¢; = (—, a) und
¢ = (-, b). Aber fiir alle x, y € B haben wir folgende Gleichungen

xy,a)+{xy,bhX = (x®yA@)+{(x®yAb)HX
(X, @) +{x,DYX)(y,a) + (¥, ;YyX) = (x,a)y,a)+ (x,a){y,b) +{x,b){y,a)) X
(x®y,a®a)+{(x®y,a®b+boayX

Weil ¢ eine Abbildung von k-Algebren ist, haben wir A(a) =a® aund A(b) =a® b+ b®a. Da
a#0,e(a) =1, haben wir also

l=moe(a)=(i®id)oA(a) =i(a)a

wobei 7 : k — A die Struktur Abbildung ist. Das Element a € A ist somit invertierbar. Weil
Homy_grp.sch(G,Gg) = 0 und A(a™'b) =1®a'b+a 'b® 1, haben wir a~'b = 0. Dann ist
b =0, und ¢ ist somit nicht surjektiv, eine Widerspruch. Wir haben daher B = [[;<;<; k.

Sei p; : B — k die i-te Projektion. Weil U — U 'l ein Isomorphismus ist gilt p; = (—, a;) und
die {a;} sind eine Basis von U. Weil p; ein Ring-Homomorphismus ist, haben wir dhnlich wie
zuvor A(a;) = a; ® a;. Also ist A erzeugt von seinen Charakteren und A ist daher diagonal-
isierbar. O

9 HALBEINFACHE UND REDUKTIVE GRUPPEN (I) (15/06/2016)

Ziel des Vortrags: AUFLOSBARE ALGEBRAISCHE GRUPPE
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DETAILS:
* Die Kommutatorgruppe einer algebraischen Gruppe;
* Auflosbare algebraische Gruppen;
 Satz von Lie-Kolchin.

Definition 25. Eine endliche Kette von Untergruppen G = Gy 2 G; 2 -+ 2 G, = {1} heildt
Subnormalreihe, wenn jede echte Untergruppe der Kette ein Normalteiler ihres Vorgingers
ist, wenn also fiir 1 < k < n stets Gy < Gy— gilt. Eine Subnormalreihe hei3t zentrale Subnor-
malreihe wenn G;/G;.+1 € G/G;4+1 im Zentrum von G/G;, enthalten ist.

Definition 26. Sei G ein Gruppenschema von endlichem Typ iiber einem Schema S. Die
Kommutatorgruppe 2G ist der Kern der Abbildung G — liLnie , Gir wobei

I:={G —» G;|G; ist kommutativ}
bezeichnet. Weil G — liill.e / G; surjektivist, ist G/2G = liill.e / G; kommutativ.

Definition 27. Sei G ein affines Gruppenschema iiber einem Schema S. Sei f: X — G ein
Morphismus zwischen affinen S-Schemata. Wir nehmen an, dass es einen S-Punkt o von
X gibt, sodass f(0) = e € G gilt. Sei I, := Ker(Os[G] — Os[X"]), wobei Os[G] — Os[X"] als
(x1,++,%xp) — f(x1)--- f(xp) definiert ist. Wir haben

h2oL2B32- 212
Sei I = ﬂiEN I,.

Lemma 9.1. Wenn fiir jedes S = Spec (k)-Schema T, i(f (X (T))) € f(X(T)) gilt, dann ist GX :=
Spec(Cs(Gl/1) ein S-Gruppenschema. Es ist das kleinste Gruppenschema, durch das f fak-
torisiert.

Proof. Betrachten wir das folgende Diagramm:

XnXSXn X2n
GxsG = G

wobei X" xg X" — X?" durch (x1,--, %) X (J1,"+, ¥Yn) — (X1,-*+,Xn, V1, -+, Vn) gegeben ist.
Damit bekommen wir das folgende Diagramm

Os[ X" ® Os[X"] Os1X*™
6’5 Gl ®@’S A @S[G]

Da I, Null unter ﬁs[G] OslGl/ I, ® Os[Gl/ I, ist, ist I auch Null unter A. Deswegen haben
wir die Multiplikation:
A:Os[Gl/I — Os[Gl/I®Os[G]/ 1
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Es ist auch klar, dass die Inverse i : Os[G] — Os[G] einen Morphismus Gs[G]/I — Os[G]/1
induziert, da wir das folgende Diagramm haben

OslG] Os[G]
OsIGUI" ~---------- oo - » Os[G]/ 1"
Mit der Multiplikation und der Inversen, wird GX ein Gruppenschema. O

Corollary 9.2. SeiSpec (k') =S’ — S = Spec (k) ein flacher Morphismus. Dann gilt: GX x5S’ =
(G xg S/)XXSS/'

Proof. Klar nach Definition. O

Corollary 9.3. Sei S = Spec (k) ein Korper. Wenn X glatt (resp. geometrisch zusammenhdn-
gend) ist, dann ist es auch GX.

Proof. Klar. O

Nun Sei f : X — G die Abbildung G?> — G gegeben durch die Abbildung (x,y) — x 'y lxy.
Dann wir haben die folgende Aussage:

Lemma 9.4. Im oben genannten Fall gilt: 2G = GX.

Proof. Da fiir jede abelsche Quotientengruppe G —» G’, die Komposition f : G* — G —» G’
immer Null ist, gilt GXc9G.

Andererseits gilt fiir jedes S-Schema T und jeden S-Morphismus ¢ : T — G, dass es ein kom-
mutatives Diagramm gibt:

G-It

2 2
GTn GTn
l fr l fr
(=)ot
Gr A Gr

Als die kleinste Untergruppe von Gr, die durch fr faktorisiert, ist GX < Gy stabil unter der
Konjugation von ¢. Also ist GX normal. Aber es ist klar, dass G/GX kommutativ ist. Also ist
2G <G~ O

Lemma 9.5. Fiir jeden flachen Basiswechsel S' — S, haben wir 2(G ®¢, 0s)=(2G) ®¢, Os.
Proof. Klar. O
Corollary 9.6. Wenn G zusammenhdingend (resp. glatt) ist, dann 2G ist auch so.

Proof. Klar. O
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Definition 28. Sei G ein affines Gruppenschema tiber einem Schema S. Die Gruppe G heil3t
auflosbar genau dann, wenn die Reihe G2 2G 2 922G 2--- endlich ist.

Corollary 9.7. Sei G ein affines Gruppenschema iiber einem Schema S. Dann ist G aufldosbar
genau dann, wenn fiir beliebigen treuflachen Morphismus S' — S gilt, dass G xs S' aufldsbar
ist.

Proof. Klar. O

Lemma 9.8. Sei G ein affin Gruppenschema tiber einem Schema S. Die Gruppe G ist auflosbar
genau dann, wenn sie eine Subnormalreihe

11CGCGICCG,=G
hat, in der G;/ G;_1 abelsch ist.
Proof. "= " Trivial. " < " Es folgt daraus, dass G;—-1 22G und G, 2 D2G---. O

Corollary 9.9. Sei G ein auflosbares Gruppenschema iiber einem Schema S. Dann sind Quo-
tienten oder Untergruppen von G auch auflosbar.

Proof. Klar nach[9.8 O

Theorem 9.10. (Lie Kolchin’s Theorem) Sei G eine glatte zusammenhdngende auflosbare
Gruppe iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k. Dann ist G auch trigonalisierbar.

Proof. Wir miissen beweisen, dass jede einfache Darstellung von G auf einem von Null ver-
schiedenen Vektorraum V 1-dimensional ist.

Wir machen den Beweis durch Induktion iiber die Krull-Dimension von G. Da G auflésbar
ist, gilt 2G # G, und somit dim(2G) < dim(G). Nach der Induktionshypothese, gibt es eine
1-dimensionale Unterdarstellung V; € V von N := 9G. Dieser Darstellung entspricht ein
eindeutiger Charakter y : G — G, oder ay € {x € k[G]|A(x) = x® x}. Sei V,, der Eigenraum von
1, d.h.

p—-®ay

Vx :=Ker(V

V® k[G])

Sei N’ < N der Stabilisator von Vy, d.h. die Untergruppe, die durch das folgende kartesische
Diagramm

H Hom(Vx, Vx)
J o
G GL,,v Hom(V,, V)

definiert wird, wobei f* der Morphismus ist, der einen Automorphismus V — V auf V) ein-
schriankt. Nun haben wir einen Morphismus von Schemata

A: ]_[ gH—-G
geG(k)/H(k)

Wenn g1 HN g H=g1H xg g H# @, dann gilt glgz_1 € H(k), also ist A injektiv.
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Sei S die Menge der Charaktere von N sodass Vs # 0 fiir jedes s € S. Die Menge ist endlich
weil @5 Vs < V. Und es gibt eine Wirkung von G(k) auf S: fiir jedes g € G(k), und s: N —

GmeS gs:N g8~ N 2 G,y Es ist Klar, dass gVs der Eigenraum von gs ist, d.h. gVs = Vg,
(8Vs S Vgs = Vg5 = g8 Vg5 = gVy). Da H(k) der Stabilisator von y € S ist und S endlich ist,
ist G(k)/ H(k) endlich.

Dann gilt, dass | H| < |G| sowohl offen als auch abgeschlossen ist. Weil G zusammenhédngend
ist, folgt | H| = |G|. Weil H — G eine abgeschlossene Einbettung ist und G glatt ist, gilt H = G.
Der Untervektorraum V), < V ist deshalb eine Unterdarstellung von G. Dann V =V, weil V
einfach ist.

Nun betrachten wir das folgende Diagramm

X
N

T

G % GLn’V det

Wobei p der Darstellung V entspricht und (-)" : x — x". Weil G,, kommutativ ist, ist (—)" o
trivial. Also ist das Bild von N in G,;, unter y in y,, < G, enthalten. Aber N ist glatt und zusam-
menhédngend, also ist y trivial. Dann ist V eine Darstellung von G/N. Da G/N kommutativ
ist, ist nach[8.5]klar, dass V 1-dimensional sein muss. O

10 BOREL'SCHE UNTERGRUPPEN (22/06/2016)

Ziel des Vortrags: BOREL'SCHE UNTERGRUPPEN UND PARABOLISCHE UNTERGRUPPEN

DETAILS:
* Borel'scher Fixpunktsatz;
* Borel'sche Untergruppe;
* Parabolische Untergruppe;
e Radikal einer algebraische Gruppe.

11 HALBEINFACHE UND REDUKTIVE GRUPPEN (II) (29/06/2016)

Ziel des Vortrags: HIERBEI IST DAS ZIEL DIE GRUNDBEGRIFFE VON HALBEINFACHE GRUPPE,
REDUKTIVE GRUPPEN, PSEUDO-REDUKTIVE GRUPPE EINZUFUHREN.

DETAILS:
* Halbeinfache Gruppe, reduktive Gruppen, pseudo-reduktive Gruppe und Beispiele;
e Einfach zusammenhingende algebraische Gruppe und Beispiele;
* GroRte Tori.
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12 ABELSCHE VARIETAT (06/07/2016)

Ziel des Vortrags: DIESER VORTRAG SOLLTE FOLGENDE BEGRIFFE BETREFFEN.
DETAILS:
¢ Abelsche Varietit, Jacobian Varietit, Albanese Varietit;

¢ Picard-Funktor und Picard-Schema;
e Néron Model.

13 ENDLICH GRUPPENSCHEMA (13/07/2016)

Ziel des Vortrags: MUSS NOCH FERTIG SEIN.

14 DARSTELLUNGEN UND DIE TANNAKA DUALITAT (20/07/2016)
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Ziel des Vortrags: MUSS NOCH FERTIG SEIN.
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