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9. Ubung zur Vorlesung
Computerorientierte Mathematik I

Losung

Aufgabe 1 (Singulidre Matrizen, 3T):

Sei A € R™*™ regular.
a) (1T) Zeigen Sie, dass fiir beliebiges B € R"*"  x € R", folgende Abschétzung
gilt:

|A=Bl o [I(A=B)|
1Al = Al
b) (1T) Sei nun B singulir. Zeigen Sie, dass es einen Vektor x € R™ gibt, sodass

(A= Bzl _ A Az
LAl [[ATHIA= [}l

¢) (1T) Folgern Sie nun, dass fiir singuldres B die Abschdtzung

JA-B| _ 1
1Al — w(A)

gilt.

Loésung

a) Man erweitert mit ||z|| und wendet die Submultiplikativitdt der Matrixnorm
im Zéhler an.

b) Da B singulér ist, gibt es einen Vektor x, sodass Bx = 0. Das verwendet
man im Zihler und erweitert mit ||A~1.

¢) Man verwendet auf der rechten Seite von b) noch einmal die Submultiplika-
tivitdt, sodass sich A~'A aufhebt. Im Nenner benutzt man die Definition von

k(A).



Aufgabe 2 (Kondition einer Matrix):

Sei A eine reguldre n x n-Matrix.
a) (1T) Sei xg € R™, ||xo]| = 1 so gewéhlt, dass

[Axo[| = min [l Ax]],
lI|l=1

und bezeichne dieses Minimum mit o := || Axo||. Definiere yo := £ Axo. Zeigen

Sie, dass [[yo = 1 und A~ yoll = 5.
b) (4T) Zeigen Sie, dass es kein x € R™, ||x|| = 1 geben kann, sodass

1
A7 %] > =
g

gilt.
c) (2T) Folgern Sie, dass die Kondition der Matrix A durch

K(A) _ maxHxH:l ||AX||

mionH:l ||AX||

berechnet werden kann.

Losung
a) Rechnet man direkt nach.
b) Nehme an, es gibe ein xi, [|x1]| = 1, sodass [|[A7!x;|| > L gilt. Definiere
wieder oy 1= [|[A7 x| und y; := J%A_lxl. Dann gilt ||y:|| = 1 und
1
[Ayill = —lxl
02
1
=
< 0.

Das ist aber ein Widerspruch zur Definition von o.

c) Aus a) und b) erhalten wir, dass |[A7!|| = 2 = ——1 . Zusammen mit
o min|, =1 [|Ax]|

der Formel k(A) = ||A||[|[A™Y| ist dies die Behauptung.

Aufgabe 3 (Hilbert-Matrix, 7P):

Das Paradebeispiel einer schlecht konditionierten Matrix ist die Hilbert-Matrix
H,, € R™™™ mit den Eintragen



In Matlab konnen Sie die Hilbert-Matrix direkt durch den Befehl hilb(n) erzeu-
gen. Schreiben Sie ein Programm, dass fiir n = 1,2,...,15 die Hilbert-Matrix
H,, und die rechte Seite b,, erzeugt, wobei b,, der erste Einheitsvektor im R" ist,
also derjenige Vektor, dessen erster Eintrag Eins ist und alle anderen Eintrage
gleich Null sind. Danach sollen die linearen Systeme

Hy,x = b,

V2H,x = +/2b,

nacheinander gelost werden. Dazu kénnen Sie den Backslash-Operator \ ver-
wenden. Berechnen Sie jeweils den relativen Fehler in der 2-Norm zwischen den
beiden Lésungen und plotten Sie diesen iiber n. Berechnen Sie auch jeweils die
Konditionszahl x(H,,) mit Hilfe von cond und plotten Sie auch die Kondition
iiber n. Was geschieht und warum?

Loésung

Siehe Code und Graphiken. Man sieht, dass die Konditionszahl der Matrix
rasant anwiichst. Da die Berechnung von v/2H,, nicht exakt ist, wird beim
zweiten System ein Eingabefehler eingefiihrt, der durch die Losung des Gle-
ichungssystems erheblich verstarkt werden kann. Bei n = 12 erreicht die Kondi-
tionszahl das Inverse der Maschinengenauigkeit, damit kann der Eingabefehler
auf die Groenordnung 1 verstirkt werden, die Ergebnisse werden bedeutungs-
los. Genau das geschieht auch. (5 Punkte fiir den Code, 2 Punkte fir die
Auswertung).



