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Computerorientierte Mathematik I

Losung

Aufgabe 1 (LR-Zerlegung, 4T):

Berechnen Sie mit dem Gauss-Algorithmus die LR-Zerlegung der Matrix

2 3 4 7
-2 1 5 0
4 = 0 -1 6 8
12 2 0 0

Fiihren Sie die einzelnen Schritte wie in der Vorlesung besprochen aus und geben
Sie die beiden Faktoren am Ende an.

Loésung
1
-1 1
=10 14 1
6 —4 48/33 1
2 3 4 7
4 9 7
r o= 33/4  39/4
—310/11

(1 Punkt pro richtigem Iterationsschritt, 1 Punkt fir das Aufstellen der Fak-
toren).

Aufgabe 2 (Hessenberg-Matrix, 6T):

Eine quadratische Matrix H € R™*"™ heifst obere Hessenberg-Matrix, wenn sie
fast eine obere Dreiecksmatrix ist, nur die erste Subdiagonale darf noch besetzt
sein. In Formeln heifst das, dass

hij = 0,Vi>j+2



a) (1T) Bestimmen Sie die Elemente {;1, ¢ = 2,...,n der zugehorigen L-Matrix,
die im ersten Schritt des Gauss-Algorithmus berechnet werden. Wie unterschei-
det sich die modifizierte Matrix H(® von der Ausgangsmatrix H? Nehmen
Sie hier und im Folgenden an, dass alle auftretenden Pivotelemente nicht ver-
schwinden.

b) (1T) Geben Sie eine Formel fiir die gesamte Matrix L an. Dabei kénnen
Sie die Schreibweise hgf) fiir die modifizierte Matrix nach dem k-ten Schritt
verwenden.

¢) (4T) Geben Sie einen besseren Algorithmus (als die Standard Gauss-Elimination)
zur Berechnung der LR-Zerlegung einer oberen Hessenberg-Matrix H an. Bes-
timmen Sie den Rechenaufwand dieses Verfahrens.

Losung

a) Aus der Formel [;; = Zﬁ folgt, dass nur der Eintrag l5; ungleich Null ist und

alle anderen gleich Null sind. Folglich geht in H(!) nur die zweite Zeile in eine
verdnderte Zeile h%-) iiber, alle anderen Zeilen bleiben unverandert.

b) Das Argument aus Teil a) ldsst sich fiir alle weiteren Schritte wiederholen,
im k-ten Schritt ist stets nur das Element {41 # 0, und nur die k + 1-te Zeile
wird verdndert. Die Matrix L ldsst sich daher als

1
ho1/hi1 1
0 haa /RS 1
L = . 0 .
0 0 B /B0 1
schreiben.

c¢) Der vereinfachte Algorithmus muss also stets nur eine Zeile verédndern:

1: for k=1,...,n-1 do

(k—1)
N =)
3: thrl,k =0
4: for j=k+1,... n do

(k)  _ 3 (k=1) (k—1)

5: hyiay = hadeaj — errhyg
6: end for
7: end for

Wir zdhlen nach, dass wir im k-ten Schritt der dufseren Schleife genau n —k + 1
Punktoperationen vornehmen. Damit erhalten wir fiir den Aufwand:



n—1 n—1
ZTL*]C‘FZ[ = nflJer
k=1 k=1

= n—l—l—an—ln
2 2
1, 1
= 3" —|—§n—1
= O(n?).

(2 Punkte fir den Algorithmus und 2 Punkte fir die Aufwandsabschitzung).

Aufgabe 3 (Gauss-Algorithmus, 8P):

a) (7P) Schreiben Sie drei Matlab-Funktionen, welche die Berechnung der LR-
Zerlegung einer Matrix A, die Losung eines unteren Dreieckssystems Lx = b
durch Vorwérts-Substitution, sowie die Lésung eines oberen Dreieckssystems
Rx = b durch Riickwérts-Substitution umsetzen.

b) (1P) Testen Sie Thre Funktionen aus Teil a), indem Sie fir n = 2,...,20 die
Hilbert-Matrix H,, erzeugen und das lineare Gleichungssystem

H,x, = b,

mit Hilfe der LR-Zerlegung 16sen. Dabei soll die rechte Seite b,, einfach der
ersten Spalte von H,, entsprechen. Vergleichen Sie jeweils die berechnete Losung
X, mit der korrekten Losung, dem ersten Einheitsvektor

Loésung

Siehe Code. 8 Punkte fir die LR-Zerlegung und jeweils zwei fir Vorwdrts-
und Rickwdrts-Substitution. 1 Punkt fir den Test. FEs sollte fir alle Fdlle
funktionieren.



