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REVETEMENTS CYCLIQUES I1

(Autour du théoréme d'annulation de
J. Kollar)

Héléne ESNAULT et Eckart VIEHWEG

Dans la premiére partie de ce travail [4], nous avons discuté une généralisa-

|
! - - - - 3 - - - - - l
¢ tion du théoréme d'annulation de Kodaira aux diviseurs a coefficients dans Q , f
{

obtenue indépendamment par Y. Kawamata et le second auteur. Nous avons essayé de

mettre en lumiere le lien avec la théorie de Hodge de P. Deligne [2]

D associ€ a une puissance positive de L . Alors le morphisme d'adjonction

- [9] 1la méme assertion pour L engendré par ses sections globales, D ume sec-

Récemment, J. Kollar [7] a démontré une autre généralisation importante du
théoréme d'annulation de Kodaira. I1 considére une variété algébrique projective

X définie sur C , un faisceau inversible semi-ample (1.8) L et un diviseur

Hx, % 8 wy(0)) — HI(D,1% 8 wpy)

est surjectif pour q20 et o>0 . En fait S.G Tankeev avait déja démontré |

tion lissede L et a=1 .
Le but premier de cet article est de redonner une démonstration du résultat

" de J. Kollar dans 1'esprit de [4], c'est-a-dire uniquement basée sur une inter-

|
~ prétation de la théorie de Hodge de P. Deligne [2] (voir §1). En ce sens on fait %
|

- le lien entre les deux points de vue présentés dans [7] et [4] . On ne surprendra

i

. pas les experts en annoncant que cette méthode conduit a une généralisation pour

par exemple 2 1'étude des variétés de grande dimension [6] . J. Kollar a 1ui—méme’
- réalisé que cela redémontrait le théoréme de positivité de 1'image directe du

la démonstration. De plus, la ''faible positivité' devient effective. Dans le §2

diviseurs a coefficients dans Q@ de la surjectivité de 1'application d'adjonction
((1.11) et (1.12)).
Ainsi que tout théoréme d'annulation, celui-ci a des applications immédiates,

faisceau dualisant de Fujita-Kawamata [5] en en simplifiant considérablement




nous discutons ces points. Combinés avec des méthodes inaugurées dans [11] , 1ls
fournissent une forme explicite de 1'additivité de la dimension de Kodaira dans
une famille sur une base de type général ((2.8.b)).

Afin d'€tre complets, nous tirons de ce qui précede, de méme que dans [7] ,
une forme relative du théoréme d'annulation (3.1). Enfin, nous faisons dans
(3.4) le lien entre les hypothéses de (1.12) qui semblent tomber du ciel et cel-
les, elles tres naturelles, développées tout récemment par Y. Kawamata [6]

Nous écrivons explicitement ce qui est déja contenu implicitement dans [6] , a

’

savoir le théoréme d'annulation sous sa forme probablement la plus générale
(3.5).
Au début 1984, nous avons recu la premiére version du travail de J. Kollar.

S'en est suivi un échange de lettres dans lesquelles sont discutés plusieurs

- points présentés ici, comme par exemple (2.8. b)) sous une forme plus faible et
- avec une démonstration bien trop compliquée ! Comme, dans la forme définitive de

son travail, J. Kollar n'y revient pas, nous y revenons nous-mémes. Nous le

- remercions, ainsi que Y. Kawamata, pour 1'envoi régulier de leurs travaux.

" 1.- THEOREMES D'ANNULATION

Toutes les variétés considérées dans cet article sont projectives et définies

Csur C . Qk <D> désigne le complexe des formes holomorphes sur X a pbles

logarithmiques le long d'un diviseur a croisements normaux D .

'; THEOREME 1.1.- Soient X une variété prwjective Lisse, L un falsceau Anversi-

" ble engendné pan ses sections globales, C et D deux diviseurs effectifs sans

j compoaante commune tels que D so0it néduit et C+D  s0it a croisements noamaux.

)

On suppose que O(D) s0it contenu dans une puissance positive de L . Alons
L' inclusion naturelle
X, e ol 0+0 (D) — L 89l <)

' est une bijection pour tout qz20 .

~ Démonstration

i

i
|
]
i

De méme que dans [4] , (2.1), et [10], (theorem III), on utilise les

arguments de F. Bogomolov [1].

Considérons le morphisme f :X-—Y défini par L .Ona L =f*f pour un
faisceau inversible #H trés ample. Si HO(L_1 [ Q% <C>)

0O , 1'assertion est

. triviale. Sinon, il existe une injection 6: L—> 3 <c> dont on veut montrer
' que 1'image est contenue dans ¢ <D+C>(-D) . On a

X
X
f*dC(Y) ~06(D =0 (») .

!
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Pour montrer (), prenons g=s/t dans C(Y) , ol s et t sont dans HO(L)
D'apres Deligne [2], (3.2.13), les formes différentielles globales a pdles lo-
garithmiques sont fermées. Des lors on a ds=dgat =0 . '

Soit maintenant g€ C(Y) tel que D soit contenu dans 1'image inverse par
f du diviseur défini par g . On écrit localement f*g=xm.u , pour X un
parametre local d'une composante irréductible de D et u une unité.

1.du est un générateur local

ona frdg = mx™ 'u. w, » ou mo=dx+m_1.x.u_ |

de Q;(<C> sur OX au point considéré. Si vy est un générateur local de (L) , |

on a wo/\y=0,et donc y=wo/\y' , Oh y'e§2§—1<c> . Comme Wy =X - ‘
(x_1.dx +m-1.u.du) est dans Q;( <C+D> (-D) , on a prouvé que 6(L) est inclus

. dans Qg <C+D>(-D) aux points génériques de D , et par suite sur X puisque f

:

les deux faisceaux sont localement libres.

* Remarques ’ |
© (1.2) L'argument montre en particulier que si HO(L_1 %] Q?( <C>) est non nul,
~alors on a q2dimY . Autrement dit, dans ce cas ona q2«k(L) , o k(L) est

" la dimension de Kodaira de L [11 .

| (1.3) L'hypothése ' L est engendré par ses sections globales' peut étre affaiblief

- par les techniques de revétement que nous expliquons par la suite. |

(1.4) Posons D= LLDJ- , ou les Dj‘ .sont les composantes irréductibles de D ,
. et notons d «c> 1e faisceau des g-formes holomorphes a pdles logarithmiques
le long de 1l Dj NC . Alors le conoyau de 1'inclusion le( <C +D>(-D) —99?( <C>

' est inclus dans Q% <C> , et lui est égal si D=D . En un point ot D a pour

- équation locale Xy ..xk=0 , C a pour équation locale Yiesis s Ykeg = 0 , pour
un systéme local de coordonnées (x1 se e s X Vg1t Ykl 2 Zkal 417" »Z)

| Q% <C+D>(-D) est engendré sur Oy par

&g g dep Xy dxj
a — AN dZ ou — = —lAa...A—" 2?2
1JK Xy Y3 K X; Xi1 Xiy

Xy ees X))
T R 14 3] 41K =
CI={i,.ei) , [If =y ete .l

Donc Q§<C> — Q%<C> est donné par

| d}’J
by dX A —=Adz,
1JK 1 K
|1]+]J]+]|K|=q Y3 |
; - dy
‘ > = bryx, XA —J-Ade |
| AE{1,.. k=T g |
f

| (1.5) Le théoréme (1.1) dit donc que 1'application naturelle

1
i
{
|
1

L7 8 o) —Hx, L™ @ o) (
D ~ i

i est nulle.




THEORIME 1.6.- Sodent X une variété projective Lisse, L un faisceau Lnversi-
ble engendné pan ses sections globales, D un diviseur effectiy et nédudit a :
crolsements nowmaux. On suppose que O(D) s04it contenu dans une puissance positi-
ve de L . Alons Le monphisme de nestriction

I, 1 — H, 173 )

est nul pour Zout i>O0 et tout qz20

' est injectif pour tout p=n-q20 et tout i>0 .

i
|

est surjectif pour tout i>0 et tout pz20

!
1
i
i
i
I
|
'
i

i commutatifs suivants

i
H
i
|

ol A=T

Remarque 1.7.- Bien sdr on peut reformuler (1.6) comme suit :

HIX, L7 (-D))——=HA(X, L) est surjectif pour tout i>0 et
tout qz20
Ou bien, dualement

HP (X, wy 8 IS — B (X,uy © 2oy

Ou bien encore, le morphisme d'adjonction

HP (X, 0, 8 o)) — (D, 8 )

Dans la suite, nous changerons souvent de 1'une a 1'autre notation.

Démonstration de (1.6)

,avec D , tels que D+C soit un diviseur a croisements normaux et LN=0(C) . |

Posons N=1i+1 et choisissons un diviseur lisse C sans composante commune

On extrait la racine N-iéme de C [4] , (1.7). On obtient les diagrammes

T

Re—
=/ =) D=

7 1 A <
'nl lﬂ'
X & D <«

D et A est sa normalisation. Notons que A est réduit.

1

Considérons les deux diagrammes

Hq(Z,(E)—LHq(A,(E) |

Ny

Hi(Z,C)

Y



~ C'est ce qu'explique P. Deligne dans Hodge II et III, et que nous reproduisons |
- ici pour la commodité du lecteur, qui peut déja remarquer que cela est triviale- |
. ment vrai si A est lisse.

; mixtes, et en tant que tels compatibles strictement aux filtrations par le poids
et de Hodge [2], (2.3.5).

- portent en fait des structures de Hodge pures, on en déduit [2], (8.2.7), que
© Ker ¥* =Ker j*

que Ker ¥'*=Ker j'* .

&y

Hiz,0,) —17— H1(,0,)
‘y'* r'*
Hq(K;Oz)

liés par 1'inclusion € — 0 1
On a g

Ker j'*=Ker y'* . ‘

D'apres [2], (8.2.2), j* et r* sont des morphismes de structures de Hodge

Sachant de plus que Gr."r* est injectif et que H3(Z,0) et HI(E,C)

Utilisant maintenant que Hq(O) est un terme extréme de Gr.F , on en déduit

Nous renvoyons ici a J. Steenbrink [8], (§7), (§15), pour une description plus
explicite de ces résultats.

Le groupe de Galois opere sur m, m', m"' et donc les diagrammes précédents
sont décomposables en espaces propres. En particulier, on a

e, h ii—a,Hq(D,L‘ih))

*
¥y

K@, e 0%)

l
" Ainsi qu'il est expliqué dans [4] , (1.10), Wi* est par dualité de Hodge com- |
|
|

% Cette application est nulle d'apres (1.1) et (1.5), et donc ji est nulle
? d'aprés ce qui précede.

- (1.8) On dit d'un faisceau inversible L sur une variété X qu'il est numérique-
% ment positif si son degré sur toute courbe I tracée sur X vérifie dgrLg().

' On dit de L qu'il est semi-ample si une de ses puissances positives est engen-

g drée par ses sections globales.

plexe conjugué de

H°(x,sz;‘(<c> e L h —>H°(T5,9%<C> gLy . |




THEOREME 1.9.- (J. Kollar). Sodient X une varniétd projective Lisse, L un
faisceau inversible semi-ample, D un diviseur effectif tel que 0(D)  4o0it
contenu dans une puissance positive de L . Alons L'application naturelle

HAX, L4 D)) —> HAx, 171

est sunfective pour tout i>0 et tout q20

Démonstration

Nous réduisons (1.9) a (1.6) de la facon suivante :

a) On peut supposer que L7 = O(A.D) pour deux entiers positifs Aetn . De
fait, ona L" = 9(D+D") , et il suffit bien sir de prouver 1'assertion pour
| D+D' , a cause de la factorisation

f K (-p-0")) —> w3 h
i

\ L/

| (L™ D))

. b) Considérons la situation suivante :

7S

N

ou 7 est un revétement de X 2a singularités au plus rationnelles, et o une
de51ngu1ar15at10n quelconque. Posons L1 f*L D1 f*D . Si
Hq(L (-D )) —>Hq(l_1 ) est surJectlve pour tout i>0 et tout q20 , alors

L le theorgme est demontye, puisque Lt (resp. L (—D)) est un facteur direct

! de f*L;1 (resp. f*L;l(-D1)) et que f n'a pas de cohomologie relative.

; c) Posons mw = identité et prenons pour ¢ une désingularisation plongée de D .
! On peut ainsi supposer que D est un diviseur a croisements normaux, avec multi-
plicités.

d) Prenons pour w 1le revétement de Kawamata [5], (Theorem (1.7)). On peut ainsi
supposer D=m.D &d

e) I1 suffit alors de prouver la surjectivité de
HA(L™ (-k.D . ) —> HY (L (-(k-1).D_;) pour tout kz1 , tout i>0 et tout

q20 . Mais alors, d'aprés a), une puissance de L ((k-1).Dréd) est €gale a une
puissance de L . En d'autres termes on peut supposer que D est réduit.

f) Prenons maintenant une puissance LN de L qui soit engendrée par ses sections

globales. Prenons une base de celles-ci de sorte que les diviseurs associés C;




Corollaires

:y;‘O. Alons ¢i,q est sunjective poun i>0 et qz20 .

soient lisses et que les Ci-+D soient des diviseurs 2 croisements normaux. On
construit un revétement T : X' — X comme revétement successif d'extraction
) ;
reste réduit et 0(n_1D) est contenu dans une puissance positive de 7*L . On |
applique alors (1.6). !

N-ieme des Ci - Alors 7m*L est engendré par ses sections globales, 7~

(1.10) Nous généralisons maintenant le théoreme (1.9) de facon évidente aux i
revétements, ainsi que Kawamata [6], (3.2), 1'a fait. On considere donc L in-
versible, B un diviseur effectif & croisements normaux et LN(—B) , pour
NEN* , sur X projective et lisse. On introduit alors les faisceaux

AN Ll(—[lﬁgl) [4], (1.8), et on étudie les applications

q’i,q

pour D un diviseur effectif tel que 0(D) soit inclus dans une puissance de
N !
L ("B) . 1

-1 -1
s Hx, L cny) —Hax, . D7

Soient X,L,N,B et D comme dans (1.10)

(1.11) On suppose que LN(—B) est semi-ample. Alons s q est surnfective poun
i>0 et qz20 ’

(1.12) On suppose qu'il existe un faisceau inversible semi-ample K contenu dans
(NEBIP, powr un benWt , tek que (INEB)IPY® K s0it semi-ample poun tout

Remarque (1.13).- Une situation typique ol 1a condition de (1.12) est remplie est

la suivante : il existe un morphisme f :X—>Z , un faisceau inversible M |,

. numériquement positif et de dimension de Kodaira maximale, tel que f*M==(LN(—B)Y§

t

pour un o>0 . Alors K= f*K', ou K' est un faisceau ample, dont on peut ;
supposer qu'il est contenu dans M . Bien str MY 8 K' est ample pour tout |
Yy>0 .

On remarque ainsi que (1.11) est un cas particulier de (1.12).

Démonstration de (1.11)

Ecrivons LN'k(-k.B) =M , o M est engendré par ses sections globales.
Choisissons une section C 1lisse sans composante commne avec B telle que
B+C soit un diviseur a croisements normaux. Extrayons la racine (N.k)-iéme
de C+kB:7m:X'—>X .Ona w*M-= M?k'N
M' , et puisque T7*M est engendré par ses sections globales, M' est semi-

, pour un faisceau inversible

ample. D'apres (1.9), 1'application

1 1 ‘

HIX' M~ & 7*0(-D)) — HAX", M)




- ceaux

est surjective pour tout q20 . D'autre part, par construction on a M'=0(C'), !

ou m:C'—> C est un isomorphisme, puisque C est lisse et 7 est totalement :

ramifié sur C . De la suite exacte 0 — It1"1 — OX’ — OC' — 0 on déduit
la suite exacte O——HT*M'—1 —> Ty OX' — OC—> 0 . Donc 7M1 =M_1 @V ol

R -1 (i)-1
Te Oxi =0y@V . D'apres [4], (1.8), ona V=0 L7 onen déduit (1.11)

par formule de projection. !

Démonstration de (1.12)

Ecrivons (LN(--B))b = K(E) , pour E un diviseur effectif. Puisque les fais-
L(l) sont compatibles aux morphismes birationnels, [10], (2.3), on peut

supposer que B+E est un diviseur a croisements normaux. Comme

(LN(—B))b'(C—” 8 K = LN'b'C(—b.c.B_-E) est semi-ample pour tout c22 , ona

L(l) = Ll(—[%—?ﬁé&—a]) = Ll(-[LNB]) si c est trés grand. On applique alors

C(1.11).

' 2.- APPLICATIONS A LA SITUATION RELATIVE

Tout d'abord nous esquissons briévement comment 1'on obtient a partir des

i théoremes d'annulation des théorémes de positivité pour les images du faisceau

dualisant dans une famille. Nous renvoyons a J. Kolldr [ 7] pour plus de détails
sur ce point.

(2.1) Soient Y une variété projective lisse et F un faisceau inversible. On

| suppose que pour un point en position générale y , on ait la propriété suivante

'
)
i

i
|
i

|
!
i
|
]

f
1

|
l

Soit §: Y'—> Y 1'éclatement de y et Ey la composante exceptionnelle.
Alors G*F(—m.Ey) est numériquement positif et de dimension de Kodaira maximale
m=dimY . Si Y est une courbe, cela signifie bien sGr que F(-y) est ample.

Rappelons que les faisceaux L(i) sont introduits en (1.10).

THEOREME 2.2.- Sodent f:X—> Y un monphisme dominant entre deux variétés pro-
fectives Lisses, et F comme dans (2.1) . Solent L un faisceau Lnversible et
B un diviseur a crodisements noamaux sur X ALels que une puissance positive

de LN(-B) 804t engendrnée parn ses sections globales sur un ouvert de La forme

£ W), powrun N positif. Alons £, (uy y © L) 0w, © F est engendré par

ses sections globales sur un ouvernt, pour fout iz0

Démonstration

Nous réduisons d'abord la situation au cas ou i=1, et LN(-B) = 0X
(Pour i=0 , prendre L= 0X et B=0) . Pour cela, remarquons que 1'on peut
supposer que LN(-B) est engendré par ses sections globales sur un ouvert

1
|
{

!

U . DU




de la forme f-l(U) en remplacant LN(-B) par une puissance positive, et pour
la méme raison, on peut supposer que i=1 . Si C est une section générale de
L (-B) , choisissons un morphisme birationnel q: X' —> X tel que C'=0*C
soit a croisements normaux ainsi que B' +(' » o B'=g*B . Posons L'=g¢*

. . B'
On a une inclusion L'(-[ ;JC 1) — L' (- [-—}) qu1 est un isomorphisme au-dessus

de f (U) , €t 1'on peut donc travailler avec L' (-(B'+C’)) au lieu de LN( -B).
Prenons maintenant un point y €Y en position générale ; de sorte que

(2.1) soit vérifié, que f soit lisse en y et que 5'*1_(1) §'*L(-[& 8 ]) dans

le diagramme

x'—8 s x
A
. Y'_s—')Y .

-1
Posons D=f"*(E ) = E x f
( }’) yx o)

M=£'*§F(-m.D)
=f'*(6*F(-m-Ey))

On a Wy §r* wx((m-1).D) , et donc M@ mx,(D)md'*(f*F ® wx)

Puisque &*F(-m.E ) est de dimension de Kodaira maximale, une puissance con-
tient un faisceau ample qui contient lui-méme O(E ) . Ainsi une puissance de M
‘contlent 0(D) . Posons L'= M ® 6*L et B'=6*B . On a bien sOr
L' ( B') = MN ® 6*(LN( -B)) = . D'apreés la remarque (1.13), on peut alors
|app11quer (1.12), et 1'on obtlent que 1'application d'adjonction

HIo, 1 5D wa.(D))—>qu(D '-BH1 e wp)

;est surjective. Mais on a Hq(X',L' (- [~N—]) 8 uk.(D)) = Hq(X,f*F@ L(U 8 “’X)

,f ' -

et H@,UED oy = HE o, £7 0 1D @ uy| ) .

! £ ()

| Le point y étant dans le lieu plat de f , on a changement de base. Prenant
maintenant q=0 , on obtient la surjection cherchée

!

1 €D
Ho(y, FO fuloy,y ® L) Buy) —>FO £,loy y 8 L) Buy 8 €

pﬁ Cy est le corps résiduel de OY,y .

ERemarque (2.3)

{  L'hypothese (2.1) implique a fortiori que F est numériquement positif et de
|

dimension de Kodaira maximale. Nous allons voir en (3.1)ii) que cela implique :

* (i), _ q (1)
HIX, £ F8 w, 8 L) _H°(Y,F9wYeRf*(mX/Y@ )

'
i

i

i
f

|
|
H




. aux applications et introduisons pour ce la

. £'enveloppe néflexive.

- iii) pour tout 221, f,(wl ) est faiblement positif.

|

- Définition 2.4.- Soient E un faisceau sans Zonsion surn une varndiété Lisse Y et

e

Le méme argument que dans (2 2) ou 1'on remplace l'hypothese de fin de démons-
tration q=0 par q=p prouve donc que :

Rpf*(wX/Y ety ere wy

est engendré par ses sections globales sur un ouvert.
J. Kollér utilise une forme un peu différente de (2.2) afin de donner une !
preuve facile du théoreme de positivité de Fujita-Kawamata. Sans vouloir entrer

dans trop de détails concernant ce théoréme, nous nous consacrons directement

K un gaisceau inversible de dimension de Kodaina maximale. ALonrs E est dit
faiblement positif s4i pour tout o>0 , il existe B>0 Lels que

s*8(E) & KBYWW

804 engendné pan ses sections globales sur un ouvert non vide, ol vv désigne

Une telle définition ne dépend pas de K (en particulier on peut prendre pour
K un faisceau ample) puisque si k(K) = k(K'), alors on a

K'<k? cK'b » pour deux entiers positifs a et b (voir par
exemple [111,(6.3)).

THEOREME 2.5.- Soient f: X—>Y un morphisme surfectif entre varniétés projfecti-
ves Lisses, F comme dans (2.1) et LN(-B) comme (_ﬂmA (2.2). Abons

i) powr tout S>0 et fout 120 %(f*mx/Y@ L) o Fow, est engendns par
ses sections globales surn un ouvert,

ii)pown tout 120 , f,(uyy @ L)) est faibloment positif et

X/Y

Démonstration en pointillé

Dans [11], (5.2) et (5.3), est expliquéeune astuce : comment déduire iii) de
ii). Considérant 1'application naturelle 8( )—> S35 ) , on tire facilement
ii) de la forme effective donnée en i) :

Soient o et K .comme dans (2.4). Pour B grand, on a une inclusion
F® wy —> kB , et pour s=q0.8 , on conclut a la condition exigée par (2.4).

Soit donc a prouver i). Quitte 2 remplacer X par un revétement, i 1'instar de
(1.11) ou de [11], (5.1), il suffit de considérer i=0 , et donc de regarder
f*(wX/Y) . Quitte a rétrécir X et Y en variétés lisses et quasi-projectives,
tout en laissant f projective, on peut supposer que f est plat. Soit V une
desmgularlsatlon de V! = XxY... XX (s fois) et g:V—>Y et g':V'—Y

.

. - _

{



les morphismes correspondants. On a [voir [11], (3.5) et [7], (3.4)] une

est engendnl parn ses sections globales sur un ouvert.

© Démonstration

- Kodaina non négative. Soit n(Z) Le plus petit entiern positif L +Lel que
| 2'application rationnelle assocife & wr

B S

(
‘ /Y

| (2.2). Le faisceau f(L(”@mX/Y)@F@wY—f(mX/Y( [(LL)—B—])@K@FM»Y

A1

inclusion g*wv/Y——s'g;mV 'Y = é *wX/Y et donc d'aprés (2.2), on sait que
( f*wX /Y) 8 F 8 wy est engendré par ses sections globales sur un ouvert.

COROLLAIRE 2.6.- Soient f , F comme dans (2.2), 2>1 , et K 4inversible sun
Y de dimension de Kodairna maximale. AlLors

L v
(f*u)X/Y®K®F@wY)

Le théoreme (2.5) est a fortiori vrai si X et Y sont quasi-projectives. Nous
pouvons donc supposer f:X—>Y plat et projectif, Y quasi-projective et
oublier 1les enveloppes réflexives On peut écrire
Im(f*f*wX/Y—-» wX/Y) = wX/Y( -B') , pour un d1V1seur B' a croisements normaux,
apres avoir éclaté X . Posons alors L = wX/Y @ f*K , N=2 et B=(2-1).B' .
On a LN(-B) = (-B'))(Q_U ® f*K'Q . D'apres (2.4), il existe B>O0 tel que
est engendre par ses sections globales sur un ouvert

*(21)8 spBL _ o(R-1).B s *p B L
U#0 . A1n51 £*S (fmx/Y)ébe 1S (ffmx/Y)@fK
est engendré par ses sections globales sur f ' (U) , a1n51 que son image
s By 81 @ £2kB A D 1B @ £6HP . Appliquons alors

est engendré par ses sections globales sur un ouvert. Mais on a
f*w)% /Y(-B") = f*wf( sy Pbour tout diviseur effectif B'" vérifiant B"<B' , ce qui
permet de conclure.

Notation (2.7).- Soit Z une variété projfective non singuliere, de dimension de

; ait une image de dimension «(Z) .

De (2.6) on tire le
COROLLAIRE (2.8).- Soit f:X—> Y un morphisme surfectif entre deux variétés

projectives non singuliérnes, de fibre génénale Xy connexe. Supposons que Y
s04it de dimension de Kodairna maximale m . Alorns on a
a) k(X) = k(X)) + x(Y)
(m+2) .n(Y) +2 5 {s) = - [-i
b) n(X)<n()S,) { (X) } (o {#} [-+]) .

Démonstration

Soit ¢ 1'application rationnelle ¢ : Y —> @(Y) «—— IP1 associée a

w;](Y) , dont on peut supposer aprés éclatement que c'est un morphisme. Posons

-
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F= m*OIP ((m+1)) . Alors F satisfait aux conditions (2.1). Posons

L = nOS') {(m+r2])(-n)(Y)+2}et r=2-((m+2).n(Y) +1) 21 . D'apres (2.6), on sait que;

(f*wx /Y m§+1 ® F)VV est engendré par ses sections globales sur un ouvert U .

n(Y) n(y)

Puisque F est contenu dans Wy , et égal a wy sur un ouvert, on sait |

T+14+n(y) . (m+1) _ 2-n(y) |
wy = £y )y Y

a fortiori que f*wf( Y %] “‘Y est engendré par ses
sections globales sur un ouvert, de méme que f*wx Y ® m% = f*wi

En particulier, on a une inclusion i :H°(Y,u]?)) — 1Py, (£wd™) . on
s'affranchit de cette enveloppe réflexive par la construction [11], (7.3), qui
montre que, pour X et Y bien choisis, on a

HOCY, (£ ") = B 0,0
L'inclusion i définit alors un diagramme commutatif :
X y00 — P,

e

'ou Y est 1'application rationnelle associée a wfz , €t ou pr est une projec-

tion. Comme ¢ est génériquement finie, ‘i’bs, , pour y général, est dominante
' sur une composante de g_1q)(y)

Comme f,,;mfi est engendré par ses sections globales sur un ouvert, ¥|x

est 1'application rationnelle associée a X , et donc, par définition de & ,
ion a dim ¥(X)) = k(X)) . Ainsi, ona dim ¥(X) = k(X)) +dimY , et donc

k(X gK(Xy) +dim Y . D'aprés 1'inégalité d'Iitaka [3], (théoreme 4), on a alors
kX) = K(Xy) +dimY .

Remarque (2.9)

En s'y prenant avec un peu plus de soins, on peut srement améliorer ((2.8)b)).

- 3.- FIGNOLAGE ET COMMENTAIRES

| THEOREME 3.1.- (voir [7], (2.1)). Soit f£:X—> Y un morphisme dominant de
varuiétes profectives, avee X Lisse et Y nédwite. Sodent L un faisceau Linver-
'u:bZe sun X , B un diviseur effectif a croisements nommaux, K un faisceau
inversible sun Y numeuquement positif et de dimension de Kodaira maximale.

‘A) Supposons que L (-B) est semi-ample pour un N€N* . Alorns pour tout p>0
;towt q20 et tout i2o0 , ona

| HP (Y, RE oy @ 1@y ek -0

’
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B) Supposons que LN(-B) =f*K  pour un NEN* . Alons pour tout p>0 , tout
q20 et tout 1>0, ona

(Y, R, (w, 8 L) = 0

C) Dans Les deux cas qu*(‘”X/Y ® L(l) est sans tornsdion, pour tout qz0 et
tout 120 .

Démonstration

,A) Si 1=0, on prend L =0 et B=0 . On se raméne 3 i>0 . Considérons alors;

un diviseur lisse effectif en position générale C tel que LN'k'i =0(i.k.B+C) . «

@

On a L*- [ﬁ B + NlE Cch et donc on peut supposer que i=1 et

i

iLN(-B) = 0 . En remplacant alors L par L' =L ® f*K , on voit que A) est un
%cas particulier de B).

i

! . . . . . . o C oy s
EB) Choisissons A un faisceau inversible trés ample vérifiant les deux propriétés
' suivantes. Premierement, A tue la cohomologie

i

|
i

WP RE, (g e L) e ) =0

%pour tout p>0 et tout q20 . Deuxiemement f_1A=D est lisse, ou A est une
isection réduite générale de A = 0(A) . Considérons la suite exacte d'adjonction
0—u oL —u et®eom—uet—o

iOonmne A est en position générale, la multiplication par A sur RIf, (mx <] L(l))
| est injective. On a donc

i
1
|

R, (w8 L) = R0 8 1Y) B AL, .

Considérons la suite exacte

0=HPRIE, (uy © 1)y g 4) —>
|

HP (R, (uy 8 L)) —
g+ (R, (wy © (By 5o

Par récurrence sur dimension Y , il suffit alors, pour ii), de prouver la nullit€
de E;q - H (qu* (mx 8 L(i) ) .Si (gg-1) est le plus grand indice q tel que
E;q soit nul, on a E;qo = Elqo , et la F-filtration sur H1+q°(u>x ® L(l) %

de la suite spectrale de Leray vérifie F,= F3 = e =qu +2=0 . Donc Eooqo

est inclus dans H "% (v, © 1@y | par (1.12) et (1.13), on a 1'injectivité de

issue

By 8 LY) > HPw, 8 LD 8 0)) , pour tout q20 et tout

pour tout q20 et tout i>0 . On a le diagramme commutatif

=




gl > B '@ 8 L)

| |

0-H'(R%s, (w, 8 L) 6 A ——— 1" e LW ¢ o))

Donc E(lqo =0

C) On peut remplacer L par n'importe quel faisceau L @ f*A pour A treés
ample et inversible sur Y , de sorte qu'on peut supposer que
C= Ker(qu (mx Q® L(l)))—r— qu (mx @L(l)) ® 0(A') est engendre par ses sections

| globales pour A' un diviseur trés ample contenant la torsion de qu (mx 8 Lcl)) X

D'apres (1.12), on a, pour i>0 , une inclusion :

in(wX ® L( )) —_ Hq(wx ® L(l) ® 0(f*A')) , qui, d'aprés A) et B) est une inclu-
351on Ho(qu (u)x (% L(l))) —> Ho(qu (mx (% L(l)) ® 0(A')) .Donc C=0 .

i (Pour 1i=0, faire comme dans A)).

SCOROLLAIRE 3.2.- Sosent £, L, B comme dans (3.1) A) ou B). Soit g:Y—> 1
-un morphisme génériquement §4ini, o Z est projective et néduite. Alons

Rpg* Rlf, (mx@L(l)) 0 pour tout p>0 , tout q20 et tout iz20

‘ Demonstratlon

Soit H un faisceau inversible ample sur Z . Posons K = g*H . K vérifie

|
E les hypotheéses de (3.1),B). Prenons H suffisamment ample pour que
|Rpg,, qu (wx 8 L(l)) ® H soit engendré par ses sections globales et que
; H(Z,R%, RAE, (w, @ 1%y em =0

gpour tout k>0, tout £20 . On en déduit

%HP(Y’qu*(“’x o L)) ok) - HO(Z,Rpg*(qu*(wx 8 1)) e #) . on conclut par
L(3.1),A).

I Remarque 3.3.-

; Intuitivement, (3.1) et (3.2) signifient que les faisceaux Rq:E,,,(mX ® L(l))

se comportent comme wy , pour Y mnon singulier.

(3.4) Les conditions posées en (1.12), qui forcent 1'annulation, paraitraient
artificielles si 1'on n'avait pas en téte le concept suivant développé par
Y. Kawamata.
Pour X projective et lisse, L inversible et numériquement positif
Y. Kawamata [6] définit la dimension numérique v(L) de L comme le plus grand

entier e tel que <4 (D® ne soit pas numériquement nul. Puis il dit de

™




- tence d'un diagramme

. existe a€N* et un faisceau inversible numériquement positif N sur 2
. vérifiant Vv(N)= K(N)= dim Z tels que n*La = £*N . (En fait, utilisant 1la

L qu'il est numériquement bon si V(L) = k(L) . Dans ce cas, il prouve 1'exis-.

/N, o

ou Y et Z sont deux variétés projectives lisses, n est biratiomnelle, et il

méme construction, il montre d'une facon générale que v(L) 2k(L)) . Si on prend
H' 1inversible et ample sur Z |, NB contient H! pour B grand, et donc
(n*L)a'B contient H = f*H' . Posons b=a-B . Puisque NY @ H' est ample,
pour tout yz20 |, (n*L)b"C ® H est semi-ample pour tout c20

COROLLAIRE 3.5.- Sodent X une variété profective Lisse, L un faisceau <inver-
s4ble, NEN* , B un diviseun effectif a croisements normaux fels que

LN(—B) 504t numéniquement bon. Alons Les monphismes ¢i,q de (1.10) sont
swijectifs pour tout q20 et tout i>0 .

Démonstration : Comme nous venons de voir, on peut appliquer (1.12) sur Y ,

a n*D et n*LN(—B) . I1 suffit alors de montrer que 1'on peut ''redescendre"

-~

a X . On applique donc la compatibilité des faisceaux Wy 8 L(l) aux éclate-
ments [10], (2.3).
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