REVETEMENTS CYCLIQUES
par Héléne Esnault et Eckart Viehweg

Soient Y une variété algébrique, projective, lisse sur le corps des nombres com-
plexe et 7 une désingularisation d'un revétement galoisien de Y . Nous décrivons
ici les faisceaux des formes différentielles & pdles logarithmiques le long du divi-
seur de ramification dans Z dans le cas ol le discriminant de Z sur Y n'est “pas
trop mauvais" (§1). Dans le cas ol Z est cyclique sur Y , on peut déterminer la
filtration de Hodge de la structure de Hodge mixte affectée & la partie ouverte de Z
complémentaire du diviseur de ramification, sans pour autant pouvoir déterminer la
filtration par le poids. Dans (§3), on applique cette construction aux revétements cy-
cliques de P“ et 1'on obtient ainsi par des méthodes algébriques certains invariants
topologiques de la fibre de Milnor d'un céne sur une courbe plane singuliére. Les dé-
tails sont dans [4] . La symétrie des nombres de Hodge sur Z permet d'identifier la
cohomologie de certains faisceaux inversibles sur Y avec celle de faisceaux de for-
mes différentielles méromorphes, de sorte que des théorémes d'annulation pour ces der-
niers s'interprétent en termes de théorémes d'annulation pour ces faisceaux inversi-
bles. Comme application, nous donnons dans (§2) une forme arithmétique du théoréme
d'annulation de Kodaira. Ceci fut le propos de 1'exposé & Varenna du deuxiéme auteur .
Les détails sont dans [71 . Le méme théoréme fut-prouyé indépendemment et paralléle-
ment par Y. Kawamata [5] .

§1. REVETEMENTS
(1.1) Notations

(1.1.1) Un diviseur effectif D sur une variété complexe projective lisse Y est dit
& croisements normaux si toutes ses composantes sont lisses et se coupent transversale-

ment.

(1.1.2) Soient (Y,D) comme dans (1.1.1), T : Y'>Y un revétement fini et galoisien
tel que Y' soit normale, le discriminant A(t) soit contenu dans D, et d : Z->Y'
une désingularisation de Y' telle que si f : Z > Y' désigne le morphisme composé,

f-l(D) = D' soit un diviseur & croisements normaux. Un tel triplet ((Z,D'),Y',(Y(D))
est dit bon revétement.

(1.1.3) On dénote par QQ <D> le complexe des formes différentielles logarithmiques
le long de D , c'est-d-dire le complexe des formes différentielles holomorphes sur
Y-D qui ont au p1us des pdles logarithmiques le long de D et par NnQ$ <D> la fil-
tration par le poids de of <D> définie par les p-formes ayant au plus n pdles le

Y
long de D.




Lemme 1.2 [71 - Soit ((Z,D'),Y',(Y,D)) un bon revétement. On a les inclusion

o <0>o0b D> et egalite f, Q0> - of <p>ef,0,

Lemme 1.3 - Soit ((Z,D'),Y',(Y,D)) un bon revétement. Alors R, ng <D'> =0

et qu; Qg <D'> =0 pour q> 0. En particulier qu* 02 = 0 pour q>0 et
Y' n'a que des singularités rationnelles.

Ce dernier fait est bien connu et la démonstration de (1.3) se fait selon la
Tigne expliquée dans [8] .

Corollaire 1.4 - Le morphisme T: Y' > Y est plat.

Afin de prouver (1.3), on utilise le

Lemme 1.5 - Soit ((Z,D'),Y',(Y,D)) un bon revétement tel que Y' =Y . Alors
qu* QE <D'> =0 pour q>0.

Ne connaissant pas d'autres références, nous donnons une démonstration de (1.5)
qui se raméne a un résultat de P. Deligne [3] .

Remarque - Le paragraphe 2 n'utilise pas (1.3), au contraire du paragraphe 3. Dans ce
cas particulier d'une surface, la démonstration peut se faire plus aisément & 1'aide
d'un "bon choix" de Z [4] .

Démonstration de (1.5) - Soit H un diviseur trés ample tel que, en notant
H' = f'lH » ((H',H' n D"), T-lH » (H,H n D)) soit un bon revétement. Notons Fp le
conoyau de 1'inclusion *PcDs> e Q§< D'> . On a qu* Q§<:D'> = qu*F

Y p
pour q > 0 . On se raméne au cas o0 les qu*Fp sont des faisceaux gratte-ciel en

"coupant par H" de la fagon suivante.
De 1la suite exacte

0—> ) <D'>® FO(-H)— 0) <D' >+ @b <D’ > ], >0

Z VA Z
on tire
qu*(ﬂrzJ <D' > IH') = qu* QFZ)<D' > IH

La suite exacte
0 —>O’H,(-H')—>Q%<D'>|H,—> §%,<Dvln H'>s -0
induit la suite exacte

O —)-Qp-l' <DI n H' >®U '(—HI) +Q§<DI >IH| —*Qﬁ. <D‘ n Hl> > O .

H



Fixons q et soit Po Te plus petit p tel que qu* 95 <D'> # 0 . Bien sir
Py > 0 , ce qui en fait importe peu. On a qu* QE. <D'n H'>=0 pour pc< Po

q p 3 ] '
et RYf, @oy <D' nH'> = R, oPo,<n'> |,

On peut donc supposer que les qu*F sont concentrés en des points. Mais alors,
si Hq(Fp) = HO(qu*Fp) #0,ona  hi(eh <pr >)>h3(eh <D>) , ce qui contredit
[3, théoréme 3.2.5]

Démonstration de (1.3) - Le morphisme T &tant affine, il suffit de montrer la pre-
miére égalité. L'assertion &tant locale, on peut supposer que Y = Spec A et

Dréd = ) Di est donné par les r premiers é&léments <f1...fr > d'un systéme régu-
lier de &aramétres de A . Notons m, 1'ordre de ramification en Di de T . La
variété Spec A[f}/mijl <i <y est réguliére, de méme, d'aprés le Temme d'Abhyankar,
que la normalisée W de Y' dans E(Y‘)[f}/mill <<y - Deplus, W est etale
sur Y' - T—lD . Soient W' Tla normalisée de Z dans (W) et X une désingulari-

sation de W' . On obtient le diagramme suivant

X - W
lg'd 19
AR
On peut supposer que A = 6_19"10' est un diviseur & croisements normaux. Alors
((Xs4),W',(Z,D")) est un bon revétement, de méme que ((X,A),w',(w,g—lT-lD)) .

Supposons maintenant par récurrence que pour tout bon revétement ((Z,D'),Y',(Y,D))

on ait R1d*szg <D'> =0 pour 0 <i <q etun p fixé, ou bien que

Rld*szg <D"> #0 (si q=1). Dans tous les cas, on a une inclusion provenant de la
suite spectrale de Leray

th*(d *Q§ <hA>) <> Rq(hoé)* Q§ <A > ,dont le deuxiéme membre est nul d'aprés (1.5).
Comme g et g' sont affines, on a g*th*(é* Q§ <A>) = qu*(g; (8, Qi <A>)) = 0.
D'aprés (1.2), ﬁg <D' > est un facteur direct de N S, Qﬁ <A > . . Donc

RYd, g§<D'> =0.

Corollaire 1.6 - Soit ((Z,D'),Y',(Y,D)) un bon revétement.

Alors HY(Z, Q‘Z’ <D'>) = Hi(Y, o <D> ©f 0,
(1.7)

Notons D =} B, + ] vjEj la décomposition de D en composantes irréductibles de
multiplicités 1 et vy - On pose B = B, » E= ) vjEj , M=0(B) eton
suppose qu'il existe un faisceau inversible L tel qu'une puissance positive N-iéme

vérifie M = LN ® O(-E). L'inclusion L—N~¢ 0& correspondante & D définit sur le



tfaisceau de modules %%1 L™ une structure de 8&—a1gébre. On considére par la

suite des Ro?s revétements ((Z,D'),Y%(Y,D)) pour lesquels Y' est la normalisée

de SpecY( (g L'1). Un tel bon revétement f : Z > Y est dit extraction N-iéme de D.

Le groupe de Galois de Y' sur Y est alors le groupe cyclique d'ordre N . Une ra-
cine primitive N-iéme de 1'unité, e, définit un automorphisme semi-simple sur

N-1 .
87 =T, 8 , compatible & 1'inclusion @ L™, v 6y, . Ainsi 1, 6, admet

une décompgsition en somme directe de sous-faisceaux propres associés aux valeurs

i . . - . . .
propres e , dont on peut supposer gu'ils contiennent L ! » et qui sont inversibles.

-1
Appelons-les L(1)
re.

. Pour chaque nombre réel x, dénotons par [x] sa partie entié-

Lemme 1.8 (47~ Soit f:Z -Y une extraction N-iéme.de D .
Mors £ B, = ©LMT o ()7 ® o(- [v 1'/;3—5 \
- x 7 0 — - J NE

En général, 1'identification de 1a filtration par le poids des Qg <D'"> en fonc-
tion de certaines filtrations sur la base Y est difficile. (Voir le cas des surfa-

ces au paragraphe 3) . Pour le terme wo ,» on a des renseignements plus précis.

Lemme 1.9 [7] - Soit f : Z + Y une extraction N-iéme de D .
Alors,

i) on a une inclusion

N-1

P P ® P, (1)
f*QZ“-*QY+ 1QY D>®L

-1

ii) Si D est un diviseur lisse, donc en particulier E =0 et L(1) = L', cette

inclusion est un jsomorphisme.

La démonstration de i) est donnée dans [73 . Pour ii), i1 suffit de remarquer

qu'alors f est affine, D est isomorphe & D' et donc que
N-1 -1
FP=ker( ® Ren>@tlP) 5 oPlp

x 7 0 Y

Théoréme 1.10. Soit f : Z »Y une extraction N-iéme de D .

Alors, pour 1 < i < N-1

-1 -1
DI (A UL AN I - TR

ii) Si D est lisse, alors




hI@f <> L77) = Pad <0>e LM

- . . a N-l i
Démonstration - ii) On peut choisir Z de telle sorte que Z = Spec( 0 L—1) .

Une racine primitive N-iéme e de 1'unité définit un automorphisme de 7 , qui

. +
fait de f_ Qg (resp.Hp q(Z,GE)) un <e> -faisceau (resp. un <e> -module), dont
on désigne par ( )i le sous-faisceau (resp. sous-module) propre associé & e!

na (f, Qg)i = Qe <D> ®L™' . Par conjugaison, e' et eV sont échangés, donc
& P+q p+q
de méme ( HT(Z,0)); et (H(Z,0))y_; - Domc (HY(Z.9D)); = (WP(Z,9))y_;

et Hi(v,of <p> @L Yy - HP(v,a <D > ® L~

i) Bien que n'opérant que birationnellement sur Z , e opére sur les groupes de
cohomologie HO(QE) et Hp(ﬁi) , indépendants du modéle Z choisi. Donc

—_— -1 -1
o)) = (o)) et (1.9 ) WPy <0l cpre L))

§2. THEOREMES D'ANNULATION

Théoréme 2.1 [71- Soit f : Z > Y wune extraction N-iéme de D . Si la dimension
- 7 . -1
de Kodaira de L(N 1) vérifie |<(L(N 1)) =dim Y = n, alors HD(Y,L(1) ) =0

pour p <n .

Démonstration - C'est une conséquence directe de (1.10 i)) et de 1'annulation dans
-1
ce cas de HO(Q$ <D:>8>L(N'1) ) » que F. Bogomolov [21 prouve en utilisant que les

formes différentielles globales & pdles logarithmiques sont fermées.

Remarque - De (2.1), on tire la forme classique du théoréme d'annulation de Kodaira
lorsque le diviseur D est ample.

En raisonnant par récurrence sur la dimension de Y et en utilisant (2.1), on
obtient le

Lemme 2.2 [7 1- Soient K et M deux faisceaux inversibles sur Y tels que pour
toute courbe C sur Y , la premiére classe de Chern de M vérifie cl(M).C >0.

I1 existe alors des réels aq strictement positifs vérifiant

ik ® M) < aq.mn-q pour m>0 .

A 1'aide de (2.1) et (2.2) on peut démortrer le résultat principal de ce para-
graphe.



Théoréme 2.3 [71- Soit M un faisceau inversible sur Y de dimension n , dont la

premiére classe de Chern vérifie cl(M)n >0 et cl(M).C:zD pour toute courbe C
sur Y . Alors Hq(Y,M-I) =0 pour q <n .

Démonstration - D'aprés (2.2) et le théorére de Riemann-Roch, M vérifie

k(M) =dim Y = n . Un faisceau inversible ample H étant donné, i1 existe une puiss

sance N1 >0 telle que MNl Heo §) Vs E )s pour un diviseur effectif ) vJEJ

dont on peut supposer, aprés &clatement eventue] de Y , que c'est un diviseur a croi-
sements normaux. En fait, pour une suite d'éclatements p : X -~ Y , o *Hm ®06(-F) est

ample pour m grand et F un diviseur contenu dans le lieu except1onne1 de p . Cela

d1t pouN chaque N2>0 M 2®H est ample et pour N3 grand, on peut poser

(M 26@H) = @(B) pour un diviseur B régulier tel que B + ) N3v EJ soit un divi-

-

seur @ croisements normaux. I1 suffit alors d’ app11quer (2.1) a M=1, N= (N1+N2)N3

et de prendfe N2 suffisamment grand af1n que [N3vj/N] =0 et donc L(l) = M'1 .

§3. FIBRE DE MILNOR D'UN CONE SUR UNE COURBE PLANE

Soit C une courbe plane réduite d'équation f et X 1la fibre de Milnor corres-
pondante : X = {(x,y,z) € C3/f(x,y,z) = 11} . Nous montrons ici briévement comment

utiliser le paragraphe 1 dans 1'étude des invariants topologiques suivants de X :

nombres de Betti bk(X), rang, Signature de la matrice intersection sur H2(X,¢) .

Ceux-ci sont exprimables en termes du degré N , du nombre de composantes r et d'in-
variants locaux de C .que 1'on définit en liaisén avec la structure de Hodge mixte
portée par les Hk(x,m). Ces derniers sont lisibles sur la désingularisation plongée
de C au voisinage d'un point singulier. Nous mentionnons aussi comment & notre sens
on pourrait utiliser le paragraphe 1 dans la recherche de courbes planes C pour

lesquelles, degré, nombre de composantes et singularités locales étant fixées, bl(X),

2

et donc aussi le groupe fondamental du complémentaire de C dans P~ , "sautent" en

fonction de la position des singularités, c'est-a-dire, en d'autres termes, d'exemples

"3 la Zariski".
r

§8k+
) VjEj » Ou le diviseur B = Z B est Ta normalisation de C et R 1est-a croise-
ments normaux. On pose L = ¢ U(l) et Y' la norma]isat1on de Specy( Gg L™") od 1a
structure de 6&-a1gébre du faisceau de modules ® L' . est donnée par la section

0
de LN correspondante & D . On construit alors comme dans (1.7) une extraction

N-iéme de D, f : Z Y . En fait, Z est ure compactification lisse de la fibre de

Milnor X dont le bord D' = Z-X est un diviseur a croisements normaux.

(3.1) - Soit o: Y ~» P2 1a désingularisaticn plongée de C . Ona o'C=0D



Proposition 3.2 [4 1~ 0On a bz(X) = bl(X) + (N-l)3 - N X/np s Ol Azp est 1eLnomb§e
de Milnor de C au point p .

Démonstration - On applique le théoréme suivant de P. Deligne [3 , page 351 . IT
existe une suite spectrale de terme EPY = HC (Z QP <D >) qui converge vers

1 yA
4
HP q(X C) et degﬁnfre en E; . Au regard de (1.6) et (1.8) on obtient donc

by(X) = 5 (e <pre (1) ) . De plus by(X) =0 si k=3 . 0napplique
p+q=2 0 Y %

le théoréme de Riemann-Roch. I1 faut identifier h° (Q <D>) , ce que 1'on fait a

1'aide de la suite exacte courte

0_,82%_.,9% <D>__.nOD.—-.0,0Cl n:ﬁ""Dréd

est la normalisation du diviseur réduit Dpaq > ce qui donne hO(Q$ <D>) = r-1.
On obtient Tla formule

b2(X)—b(X)+(N1) + W2, ] (v5-a5-1)E; T (vy-1)E; = ] 6

ol o*0(-3) ® of } ajEj est le diviseur cenonique de Y et 6p le conducteur
de C en p défini par la suite exacte
§
0— 8 — 0,8 =] C° 0.

Ceci permet de conclure en utilisant la formule de N.A'Campo [11 exprimant le nom-
bre de Milnor de C en p en fonction des Vi -

2 . s
Pour décrire la structure de Hodge mixte sur H™(X,C), on applique le théoréme

de P. Deligne [3 , page 387 . Il existe une suite spectrale de terme
Ein’k+n = Hk(Z,Grg Q§<:D'> ) qui dégénére er. E2 et converge vers Hk(Z,Q§<:D'> ).

Ce qui donne ici, en utilisant la suite exacte

1 1 -
0 — QZ — QZ<D >__.,n*0”5.___, 0, ol

n: 5'_, D;éd est 1a normalisation du diviseur réduit D;éd :

(3.3)

1 2(6 )

2 0,2
N Ho(X,C) = H (QZ) + H 7

(27)/In(H(n 83,) - H'(al)) +

er " (X,€) = Ker(HO(Gr, "o 20t >) o HY(eD)) + ker(wh(n, 05 - W(a)))
6r, H2(X,€) = Ker(HO(Gr, " 2" >) o HiEr "l <n' 5 )

(3.4) Le terme W'l = W(a))/In(H%(n 8%,) — ul(al)) de MH(X,0) est inscrit
dans la suite exacte

11 1

0 — H " — H (Q%<D'>)___,Hl(n*ﬁﬁ.)—-—-eHz(ﬂ%)—-,O



De méme le terme H10 = Ker(Hl(n:kG“.)-ePF(n%)) de Grlez(X,C) est inscrit dans 1a

suite exacte
10
0o u0__, Hl(n‘*ax.)___ﬁ HZ(QI) 0.

De sorte qu'il suffit d' 1dent1f1er H (n L 08:) pour obtenir la W-filtration de
h (x,C) .

(3.5) Posons dj = <N,vj > le dénominateur ccmmun 3 N et V3 et d.k =<N,v >

o J
celui & N, vj et Vg - Introduisons les invariants suivants.

8 = 1 (d5-1)E; J(v;-1)E

ik

) .

6y = 1 (1) (EB2)

g, = E..E(d.-1) - Je . B,
3 p Zk_ R B.E; 3
avec

g E. © 1 si B.Ej =0 et 0 sinon

J .
Bj = cardinal {i/1 <i sdj-l et ivk/dj est entier pour tout k tel que
Ej'Ek £01}.

Lemme 3.6 4 - Avec les notatijons de (3.5), cn a

hin LO5) = el s (N1)(N-2)/2 - ] 8 - (By+8,)/2 - By -

Remarque - En fait, les composantes exceptiornelles de d : Z -»Y' ne jouent aucun
rdole pour ce qui concerne la structure de Hodge mixte de HZ(X,C). Elles n'apparais-
sent ni dans le ne de WOHZ(X,G) puisqu'elles sont & 1a fois dans Hl(Q%) et

dans Im(Ho(n *OB.) — Hl( Q;)) , ni dans Hl(n 05.) .

Démonstration -~ Le terme Hl(G’) étant conru, il suffit en fait d'évaluer quel type

de revétement de la composante Ek donne 1'extraction N-iéme de D . Pour cela,
on remarque qu'd une ramification totale pre<, on extrait la racine dk-iéme du divi-
seur B+ } Vj . On applique alors (1.8), puis le théoréme de Riemann-Roch aux

J#K : Ciias
faisceaux obtenus. Les invariants B; introcuits permettent d'exprimer la trivialité

de ces faisceaux qui sont négatifs.

(3.7) On définit sur la cohomologie & support compact Hi(x,t) la matrice intersec-

tion q de la fagon usuelle, dont rang et signature s'expriment en fonction des nom-

bres de Hodge sur les gradués Grﬁ HZ(X,ﬁ) (61.



Théoréme 3.8 [4] - On a

dim MH(X,€) = rang q = (N-1)(N>-3M43) + 2b LX) - ?(r—l) - (N1) T s +(81+82+B3)
signature q = - (N-1) (N +N-3)/3 + (N-1) z/np + 2 Z (1 [v 1/N]E ) +
+ (N-1) ¥ (uj—l)(5§+2) - B - By .

Remarque - On voit donc que tous les invariarts topologiques calculés dépendent,
outre de N, r et d'invariants locaux de C , du premier nombre de Betti bl(X) .
Ce dernier est 1'objet de ce qui suit.

Proposition 3.9 [4] - Si la dimension de Kodeira de L(i) vérifie K(L(i) = 2 pour
1 <4 <N-1, alors bl(X) = r-1.

Démonstration - On applique (1.6), (1.8), (2.1), puis i1 faut calculer ho(ﬂé <D'>)

en fonction de hO(QZ) s ce que T'on fait en calculant le nombre de composantes algé-
briquement indépendantes & support dans D' , qui donnent une contribution non

= 0 1,1 0 '
nulle & Im(H (n *GB')"* H (Qz}) .Ona h (Q%<:D >) = ho(Q%) +r-1.

Lemme 3.10 [41 - En particulier, si tous les Vj sont premiers & N , alors

bl(X) =

Remarque - C'est aussi une conséquence de la dualité de Serre appliquée a
-1
K (o <0>8 L) Ty =0 .

Sous les hypothéses de (3.10), on obtient une forme particuliérement simple de rang q.

N-1 -1
(3.11) En général on a bl(X) =r-1+2 ) hl(L(1) ) . En appliquant la suite
1
spectrale de Leray, on trouve

. -1
hl(L(1) ) = Coker( ¥ ¢"p —s H°(6(1~3)) » avec

. . 2 s .
- = . . . . . . -.E ’
my = Do5i/ND 4 Lvgi/NI(Dvy/ND +1)/2.E5 + jzk[vJVNJEkaN]EJ K

cette somme &tant évaluée sur les Ej au-dessus du point singulier p .
En particulier, bl(X) dépend du nombre de courbes de degré i-3, pour 1 < i < N-1,
nassant par les points p avec la multipliciteé mp

(3.12) Prenons 1'exemple de Zariski. C'est une courbe de degré 6 avec 6 cusps comme
singularités. On a

-1
R1 o*lfT) =0 pour 1<i<4 et (R gl



-1 6
ponc  hY (L) ) < coker % ¢ — H(6(2)) et by(X)

(5]

[6]

L71
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