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Vorwort

Der ,,Briickenkurs Mathematik® ist in keinem der vielen Studiengénge als
Veranstaltung vorgeschrieben. Er wird von den Studenten freiwillig besucht,
vom Fachbereich Mathematik und Informatik der Freien Universitat freiwillig
angeboten. Vor Vorlesungsbeginn jeden Semesters trifft man sich (die ,,neuen*
Studenten, ein Dozent mit Mitarbeitern) fiir zwei Wochen, um ,, hohere Math-
ematik” zu diskutieren. Eingefiihrt wurde diese Veranstaltung unter dem
Slogan bzw. der Devise, den angehenden Studenten der Mathematik (oder
Informatik oder was auch immer) den Ubergang von der Schule zur Uni-
versitit (jedenfalls was Mathematik betrifft) zu erleichtern. Ob dieses Ziel
erreicht wird, hat meines Erachtens niemand nachgepriift, wie denn auch?
Und die naheliegende Frage, ob denn die Anfangervorlesungen, traditionell
,Analysis [“ und ,Lineare Algebra I und neuerdings ,,Computerorientierte
Mathematik®, das nicht auch leisten konnten, wird ldngst nicht mehr gestellt.
Sie werden vielleicht feststellen kénnen, dass der Briickenkurs unter diesen
Bedingungen einen besonderen Charakter bekommt, den Sie in kaum einer
der zukiinftig zu absolvierenden Veranstaltungen wiedertreffen werden. Die
besondere Situation hat den grofien Vorteil, dass jeder frei entscheiden kann,
wie weit er gehen will, der Dozent, welche Inhalte er, sanft oder , knallhart*,
vorgeben soll, die Studenten, wie weit sie ihm dabei folgen wollen; und es ist
einfach, bei diesem Prozess auf den Konsens zu achten. Ich hatte zum Beispiel
immer eine grofle Freude, die Reaktionen all der verschiedenen Individuen zu
beobachten und zu sehen, wie weit wir uns zusammenfinden konnten. Ob ich
jedesmal das richtige Mafl gefunden habe, mag dahingestellt sein.

Der Briickenkurs hat etwas Schwebendes an sich. Denn es wird auch keine
einhellige Meinung dariiber geben, was seine Inhalte sein sollen. Wenn ich
an seine Ziele denke, halte ich das auch nicht fiir nétig. Im Unterschied zur
Schulmathematik versucht man in der hoheren Mathematik, Sachverhalte
so allgemein wie moglich oder nétig zu betrachten und genauestens zu be-
griinden. Das ist schon ein gewisser Unterschied, den zu iiberwinden oder an
den sich anzupassen einige Anstrengung erfordert. Ich vergleiche das manch-
mal mit dem Ubergang vom Amateurlager zum Profitum: Man hat die eige-
nen Kréfte und Moglichkeiten genau einschétzen zu lernen und optimal zu
trainieren. Wie das bewerkstelligt werden kann, 148t sich an jedem sinnvollen
Sujet demonstrieren, der Dozent weifl ja, was auf jeden noch zukommt. Er
wird die Freude am Training zu férdern versuchen. So will ich es auch hier



halten.

Die Kapitel 1,2,3, A beschéftigen sich mit grundlegenden Dingen wie Logik,
Mengen und Zahlen. Diese werden in den Anfingervorlesungen mehr oder
weniger ausgiebig behandelt. Aber ohne sie kommen wir nicht aus (Es hat
schon Studenten gegeben, die sich beschwert haben, dass sie wiederholt das
gleiche Thema vorgesetzt bekamen). Die anderen Kapitel dienen mit ver-
schiedenen Sujets dem beschriebenen Training. Mit den Inhalten der Kapitel
6,7,B werden die meisten von Ihnen zum ersten und letzten Mal im ganzen
vorgesehenen Studium befasst sein. Aber bitte nicht vergessen: Unser Train-
ing dient auch dem Spaf .

Kapitel 1: Jeder (auch die nicht viel mit Mathematik am Hut haben) kann
es durchgehen. Nur die ,dicke“ Aufgabe 1.6 ist vielleicht nicht eines jeden
Sache.

Kapitel 2: Ein Muss sind die Abschnitte 2.1 - 2.3 und der Versuch, den Begrift
der Abbildung in 2.4 zu verstehen. Erfahrungsgeméfl kann das Schwierigkeit-
en bereiten. Dann halten Sie sich an die Beispiele.

Kapitel 3: Natiirliche Zahlen, vollstdndige Induktion, rekursive Definition,
das muss sein. Die ein wenig subtile Diskussion zu den Peano-Axiomen koénnte
Ihnen Schwierigkeiten bereiten, dann halten Sie sich an die Beispiele und ler-
nen das Prinzip der vollstédndigen Induktion ,,by doing“. So kénnen Sie auch
iiberall vorgehen, insbesondere bei dem Begriff der ,rekursiven Definition®,
die in unserem Kurs eine ubiquitdre Methode ist.

Unter den restlichen Kapiteln suchen Sie sich aus, was Thnen am besten
zusagt. Da es leicht ist in unserem Kurs zu manévrieren, konnen Sie im
Prinzip mit jedem Kapitel anfangen.

Aufler in Kapitel 1 steigt normalerweise der Schwierigkeitsgrad zum Ende
des Kapitels hin. Ich empfehle daher, dass Sie in einem Kapitel Threr Wahl
nach dem Aufwérmen am Anfang sich so sehr anstrengen, wie Sie kénnen,
und bis zum Ende des Kapitels zu gehen versuchen. Bei dieser Gelegenheit
sollte ich schnell etwas gestehen: Die Inhalte entsprechen denen meiner ver-
gangenen Liveveranstaltungen, nur habe ich niemals alles in einem einzigen
Kurs prasentiert. Es handelt sich hier sozusagen um die Summe von mehreren
Kursversionen. Noch schlimmer: Jetzt hat mich beim Verfassen der akademis-
che Teufel geritten, und ich habe gegen Ende der Kapitel noch was drauf
gepackt, aus reiner Neugier, wie weit sich gewisse Gedankengénge in diesem



Rahmen noch verfolgen lassen. Wenn Sie mit Anleitung eines Dozenten diesen
Text studieren, ist das kein Problem. Wenn Sie auf sich gestellt sind, dann
gilt mein Rat:

Strengen Sie sich an, aber wenn Sie an einen Punkt kommen sollten (!), wo
es Thnen reicht, kein Problem, meine dicken Sdcke brauchen Sie nicht zu
schultern. Ein Wort zu den Aufgaben, fast hétte ich es tatséchlich vergessen:

Versuchen Sie moglichst viele davon zu l6sen! Das ist die einzig wahre Meth-
ode, Thr Versténdnis zu testen.

Viel Spafl mit der Mathematik!
Ihr Hans Scheerer

PS. Ein Wort zu Kapitel B: Ich hatte Lust, es zu schreiben, weil es zeigt,
was es ,,sonst noch so“ gibt in der Mathematik. Vielleicht kénnen Sie einfach
nur das Flair der Anschaulichkeit riechen und das Kapitel spéter einmal
aus gegebenem Anlafl | z.B. dem Besuch der Vorlesung , Einfithrung in die
Topologie®, richtig goutieren.

PSPS. Die Comics sind ,,manifold* entnommen, der legendéren, von Stu-
denten in Warwick herausgegebenen, unterhaltsamen, informativen Mathe-
matikzeitung zu Beginn der 70°" Jahre des letzten Jahrhunderts.

PSPSPS. Zum Lesen der Datei benétigt man ,,Acrobat Reader® ab Ver-
sion 5.0.

e-mail: scheerer@math.fu-berlin.de


http://page.mi.fu-berlin.de/~scheerer/bkurs/media/mpegmath.mpg
mailto:scheerer@math.fu-berlin.de

1 Kleine Einfiihrung in die Aussagenlogik

Hier wollen wir weder Logik, noch den ,, Aussagenlogik“ genannten Teil der
Logik systematisch betreiben. Wir wollen im wesentlichen nur einen gewissen
mathematischen Sprachgebrauch festlegen. Denn wir konnen alle logisch kor-
rekt deduzieren, ohne dariiber nachdenken zu miissen. Oder etwa nicht? Mit
folgendem Beispiel geben wir Thnen die Moglichkeit, sich in der Beziehung
zu testen:

Wer ist auf dem Bild?

Ein Mann stand vor einem Portrait. Jemand fragte ihn: ,Wer ist das auf
dem Bild, das Sie sich da ansehen?”“ Er antwortete: ,,Briider habe ich nicht,
aber der Vater dieses Mannes ist der Sohn meines Vaters.“ (,,Der Vater dieses
Mannes* bezieht sich natiirlich auf den Vater des Mannes auf dem Bild.)
Wessen Portrait betrachtete der Mann?



Wir gliedern unser kleines Kapitel iiber Logik in die folgenden Teile:

1.1 Logische Verkniipfungen
1.2 Logische Gesetze

1.3 Dualitatsprinzip

1.4 Quantoren

1.5 Mini-Liste weiterfithrender Literatur

1.1 Logische Verkniipfungen

Hier wollen wir nur den mathematischen Gebrauch von ,,und®, ,,oder”, ,,im-
pliziert“ etc. festlegen, ihn insbesondere -wenn notig- gegen den Gebrauch in
der Alltagssprache abgrenzen.

Zu diesem Zweck denken wir uns eine Reihe von Aussagen gegeben, sagen wir
A, B,C,.... Wir nehmen an, dass jede dieser Aussagen falsch oder wahr ist
- aber nur eines von beiden (,,tertium non datur” sagt der Lateiner)! Zumin-
dest sollten wir das im Prinzip feststellen kénnen, ohne uns grole Gedanken
dariiber machen zu miissen, was Wahrheit ist. (Wir wollen sozusagen nichts
mit solchen bizarren Spriichen wie

,Im Augenblick liige ich®

zu tun haben.)

Betrachten wir ein Beispiel: Wenn ich sage:
,Heute kaufe ich ein, und ich koche.“

so muf} ich beides tun, um nicht der Liige bezichtigt zu werden.

Wir vereinbaren:

1.1 Definition. Konjunktion.
Die zusammengesetzte Aussage ,A und B“ (in Zeichen A A B) ist genau
dann wahr, wenn A, B beide wahr sind.

Die Bedeutung einer Verkniipfung kann man sich in anschaulicher Weise mit
einer sogenannten ,, Wahrheitstafel“ klarmachen.

9



Wahrheitstafel fiir A A B:

S8 [
SARNE RS vy
8 ||| >

In den Zeilen stehen zuerst die moglichen Kombinationen von Wahrheitswerten
(f fiir falsch, w fiir wahr) fiir A, B, dann folgt der resultierende Wahrheitswert
fir AN B.

Kommen wir als néchstes zur Disjunktion:

1.2 Definition. Disjunktion.
Die Aussage ,A oder B“ (in Symbolen: AV B) trifft genau dann zu, wenn
wenigstens eine der Aussagen A, B zutrifft (oder eben auch beide zutreffen).

Wandeln wir das Beispiel von oben entsprechend ab. Die Aussage
,Heute koche ich, oder ich kaufe ein.

ist richtig, wenn ich heute eine der beiden oder beide Tétigkeiten ausiibe.
Im alltdglichen Sprachgebrauch denkt man bei ,,oder“ manchmal eher an ein
,ausschlielliches oder*, das ist hier nicht so. Vorsicht ist also geboten.

1.1 Aufgabe. Ergénzen Sie folgende Tabelle zur Wahrheitstafel fiir AV B:

A|B|AVB

fl/
flw
w | f
w | w

1.3 Definition. Negation.
Die Aussage ,,nicht A“ (in Zeichen: —A) ist genau dann wahr, wenn A falsch
ist.

10



Wahrheitstafel: A | —=A

Tl w
w |

f

1.4 Definition. Implikation.

Die Aussage ,,A impliziert B¢ (in Zeichen: A = B) ist eine Abkiirzung
fir ,(—=A) Vv B, d.h. sie ist genau dann wahr, wenn A falsch oder B wahr
ist. Andere Ausdrucksweisen sind: ,,aus A folgt B, ,wenn A, dann B*.

Die zugehorige Wahrheitstafel sieht also wie folgt aus:

A|/B|A=B
flr w
flw w
w| f f
w | w w

Wenn wir einen Nachweis fiir die Richtigkeit der Aussage ,A —> B* er-
bringen sollen, stellen wir uns meistens vor, dass wir B irgendwie aus A zu
deduzieren haben. D.h. wir miissen die Kombination der Wahrheitswerte w,
f fiir A, B ausschlieBen. Wenn die Aussage A schon falsch ist, brauchen wir
gar nichts mehr zu tun, es sei denn jemand insistiert wie in der folgenden

Anekdote:

Russell und der Papst.

Ein Philosoph war schockiert, als er von Bertrand Russell horte, dass ein
falscher Satz jeden Satz impliziert. Er sagte: ,,Sie meinen, dass aus der Aus-
sage, dass zwei und zwei gleich fiinf ist, folgt, dass Sie der Papst sind?* Russell
antwortete: ,,Ja*. Der Philosoph fragte: ,, Kénnen Sie das beweisen?“ Russell
gab zuriick: ,,Gewi3“, und erfand auf der Stelle den folgenden Beweis:

(1) Angenommen 2+ 2 = 5.

(2) Wenn wir auf beiden Seiten der Gleichung zwei subtrahieren, erhalten
wir 2 = 3.

(3) Durch Umstellen erhalten wir 3 = 2.

(4) Wenn wir auf beiden Seiten eins subtrahieren, erhalten wir 2 = 1. Nun
sind der Papst und ich zwei. Da zwei gleich eins ist, sind der Papst und
ich eins. Folglich bin ich der Papst.

11



Noch eine Vereinbarung;:

1.5 Definition. Aquivalenz.
Wir sagen , A dquivalent B“ (in Zeichen: A <= B) als Abkiirzung fiir
(A= B)AN(B=A).

1.1 Beispiel: Nach Definition gilt (A = B) <= ((—A) V B).

1.2 Aufgabe. Erginzen Sie zur Wahrheitstafel von A <= B:

A|B|/A— B |B<~— A|A<~—B
fif w w
Jlw w f
w | f f w
w | w w w

(Sie stellen fest, dass A <= B genau dann wahr ist, wenn beide Aussagen
falsch sind oder beide wahr).

1.3 Aufgabe. Priifen Sie nach, dass folgende zusammengesetzte Aussage
unabhéngig von den Wahrheitswerten von A, B, C' immer wahr ist:
(*) (A= B)AN(B=C()) = (A= ()

Zum Beweis empfehlen wir, verbal zu argumentieren.
Sie konnen aber auch die folgende Tafel zu einer Wahrheitstafel ergénzen und
»zusehen“, dass in die letzte Spalte lauter w’s zu stehen kommen (Kiirzen
Sie nach Moglichkeit den Weg, alle Wahrheitswerte einzutragen etwas ab!).

A=— B

B—C

(A= B) A (B = ()

(A= C)

Formel (*)

8|88 |||
|8 |8 |8 |||
=8 |2 |8 || Q

12




Hier ist noch ein interessanter Punkt zu vermerken. Wie kénnen wir sicher
sein, dass wir in den drei ersten Spalten alle Verteilungen der Wahrheitswerte
f,wauf die drei Aussagen A, B, C gefunden haben? Wir kénnen es sein, wenn
wir an die Kraft der alphabetischen Ordnung glauben. Denn wir haben alle
Worter mit drei Buchstaben aus einem Alphabet mit den zwei Buchstaben
f, w aufzulisten. Genau das haben wir gemacht! (Vergl. Sie Satz 3.6).

1.4 Aufgabe. Basteln Sie eine Formel in A und B, die das ausschlieliche
yoder” wiedergibt.

Die folgenden Aufgaben sind dem Buch von R. Smullyan mit dem Titel
, Wie heifit dieses Buch®, Vieweg Verlag, 1981, entnommen, und sie sollen
der amiisanten (?7) Einiibung des Gebrauchs der logischen Verkniipfungen
dienen:

1.5 Aufgabe. Probleme von Alice mit Zwiddeldum und Zwiddeldei.

Der Lowe und das Einhorn blieben dem Wald des Vergessens einen Monat
lang fern. Sie waren irgendwo und kéampften eifrig fiir die Krone.

Jedoch waren Zwiddeldum und Zwiddeldei hdufige Besucher des Waldes. Nun
ist einer der beiden wie der Lowe, er liigt am Montag, Dienstag und Mittwoch
und sagt an den anderen Wochentagen die Wahrheit. Der andere ist wie das
Einhorn; er liigt donnerstags, freitags und samstags, aber sagt an den anderen
Tagen der Woche die Wahrheit. Alice wufite nicht, welcher der beiden wie
der Lowe und welcher wie das Einhorn war. Um die Sache noch schlimmer
zu machen, sahen die Briider einander so dhnlich, dass Alice sie nicht einmal
voneinander unterscheiden konnte (es sei denn, sie trugen ihre bestickten
Kragen, was sie selten taten). So fand die arme Alice die Situation in der Tat
hochst verwirrend! Hier sind einige von Alices Erlebnissen mit Zwiddeldum

und Zwiddeldei.
(a) Eines Tages traf Alice die beiden Briider, und sie stellten folgendes fest:

Erster / Ich bin Zwiddeldum.
Zweiter / Ich bin Zwiddeldei.

Wer war wirklich Zwiddeldum, und wer war Zwiddeldei?

13



(b) An einem anderen Tag der gleichen Woche machten die beiden Briider
die folgenden Aussagen:

Erster / Ich bin Zwiddeldum.
Zweiter / Wenn das wirklich wahr ist, dann bin ich Zwiddeldei!

Wer war wer?

(c) Bei einer anderen Gelegenheit machten die Briider folgende Aussagen:

Erster /(1) Ich liige samstags.
(2) Ich liige sonntags.
Zweiter / Ich werde morgen liigen.

An welchem Wochentag geschah das?

(d) Eines Tages traf Alice zuféllig nur einen der Briider. Er stellte folgendes
fest:
»1ch liige heute, und ich bin Zwiddeldei.
Wer hat das gesagt?
Nehmen wir an, er hétte stattdessen gesagt: ,,Ich liige heute, oder ich
bin Zwiddeldei.“ Laft sich feststellen, wer er war?

(e) Eines Tages traf Alice zuféllig die beiden Briider. Sie stellten folgendes
fest:

Erster / Wenn ich Zwiddeldum bin, dann ist er Zwiddeldei.
Zweiter / Wenn er Zwiddeldei ist, dann bin ich Zwiddeldum.

Ist es moglich festzustellen, welcher von beiden wer ist? Ist es moglich,
den Wochentag zu bestimmen?

(f) Ein Geheimnis wird geliiftet!

Bei dieser groflen Gelegenheit klirte Alice drei grole Geheimnisse auf.
Sie traf die beiden Briider, die feixend unter einem Baum saflen. Sie
hoffte, dass sie bei dieser Begegnung drei Dinge herausfinden wiirde:
(1) den Wochentag; (2) welcher der beiden Zwiddeldum war; (3) ob
Zwiddeldum in seinen Liigengewohnheiten dem Lowen oder dem Ein-
horn glich (etwas, was sie schon seit langem wissen wollte!). Die beiden
Briider machten also die folgenden Aussagen:

14



Erster / Heute ist nicht Sonntag,.

Zweiter / In Wirklichkeit ist heute Montag.

Erster / Morgen ist einer von Zwiddeldeis Liigentagen.
Zweiter / Der Lowe hat gestern gelogen.

Alice klatschte vor Freude in die Hénde. Das Problem war jetzt vol-
lkommen geldst. Wie lautet die Losung?

Noch eine Aufgabe?

Die folgende Aufgabe haben wir einem weiteren Text von R. Smullyan ent-
nommen: Dame oder Tiger? Logische Denkspiele und eine mathematische
Novelle iiber Godels groBe Entdeckung. S. Fischer Verlags GmbH (1983).

Bei uns ist die Dame von Harry Potter in ein Pferd verwandelt worden!

1.6 Aufgabe. Ein logisches Labyrinth.

Ein Puzzlefan, zugleich ein Konig, fand grofie Genugtuung daran, Gefangenen
eine Puzzlechance zur Freiheit zu geben. Heute geht dies wie folgt vor sich:
Der Gefangene hat unter neun Réumen zu wihlen. Ein Raum enthilt ein
Pferd (zum Ritt in die Freiheit), die andern sind entweder leer, oder ein Tiger
befindet sich darin. Jeder Raum ist mit einer Inschrift versehen; diejenige am
Raum mit dem Pferd ist wahr, diejenigen an den Tigerrdumen sind falsch,
die anderen konnen wahr oder auch falsch sein.

15



Wie findet der Gefangene

das Pferd?

I
Das Pferd ist in
einem Raum mit
ungerader Nummer

1I
Dieser Raum
ist leer

111
Entweder ist Inschrift
V richtig oder
Inschrift VII ist falsch

v Ent \(/i st VI
Tnschrift T fwecer 1s Tnschrift T1T
ist falsch Inschrift, IT ist falsch

oder 1V richtig
VIII X
VII ) )
In diesem Raum In diesem Raum

Das Pferd ) i ) . . .

st nicht ist ein Tiger ist ein Tiger
) ISRmC I und Raum IX und Inschrift
L hadm ist leer VI ist falsch

Der Gefangene studiert das Problem und sagt drgerlich: ,, Unfair, unlésbar!“

»Ja, ja“ amiisiert sich der Konig.

,oehr lustig®, erwidert der Gefangene. ,, Konnten Sie, Herr Konig, mir nicht

einen Tip geben: Ist Raum VIII leer oder nicht?*
Der Konig entsprach der Bitte, und der Gefangene fand die Freiheit.

In welchem Raum befand

sich das Pferd?

16



Lösung

  Die Lösung finden Sie im Buch
         "Dame oder Tiger?"



1.2 Logische Gesetze

Wir hatten schon die Gelegenheit festzustellen (Aufg. 1.3), dass manche
zusammengesetzte Aussagen unabhingig vom Wahrheitswert der Kompo-
nenten immer wahr sind.

Eine derartige Aussage nennen wir ein ,logisches Gesetz“ oder eine ,, Tau-
tologie“. Auch die folgenden sind solche Beispiele:

A = A
(ANB) = A
(AvVB) < A
(=(=4) = A

Wichtig sind noch folgende Gesetze:

(1) Kommutativitdt von ,A“ bzw. ,V*.

(AANB) < (BAA)
(AVB) «— )

(2) Assoziativitéit von ,A* bzw. V.

(AAB)ANC) <= (AN(BAQ))
(AvB)VC(C) < (AV/( )

Die Regeln in (1) und (2) kann man sich leicht verbal klarmachen.

(3) Distributivitat fiir ;,A“ und ,, V.

(AANB)VC(C) < ((AVC)A(BV())
(AVB)NC) — ) )



1.7 Aufgabe. Uberzeugen Sie sich von der zweiten Distributivitétsformel
durch eine abgekiirzte Wahrheitstafel:

A|B|C|(AVB)ANC | (ANC)V (BANC)
LAy
flf|w
flwlf
flw|w
w| f|f
w| flw
w|w| f
wlw | w

Diese Tautologien reiffen uns sicher nicht vom Hocker. Ich hoffe, die folgenden
tun es schon eher:

(4) Kontraposition.

(A= B) <= ((=B) = (=4))

Wie immer kann man sich dies durch eine Wahrheitstafel klarmachen. Wir
wollen aber — ohne uns zu sehr in formale Manipulationen zu verstricken
—, wie folgt argumentieren: Die linke Seite der Aquivalenz ist per Definition
(mA) V B, die rechte ist ((—(—B)) V (—-A)), diese ist dquivalent zu BV (—A),
also zu (—A) vV B. Damit sind beide Seiten #quivalent.

(Entscheiden Sie, ob Thnen diese Argumentation okay erscheint!).

Dieses Gesetz kommt beim mathematischen Schlielen (aber auch im Alltag)
sehr oft zum Tragen. Statt aus der Aussage A die Aussage B abzuleiten, ist
es ebenso legitim, (und manchmal ist es sogar leichter) aus ,nicht B“ die
Aussage ,nicht A“ zu folgern.

1.2 Beispiel: Gegeben zwei rationale Zahlen a, b. Dann gilt: a +b # 0
impliziert a # 0 oder b # 0.
Das ist richtig, denn aus der Verneinung der rechten Seite (vergl. die folgende
Regel), a = 0 und b = 0, folgt
a+ b =0, also die Verneinung der linken Seite.
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(5) DeMorgan-Regeln.

— ((-4)V(=B))

— ((A) A (=B))

Wenn ich heute also das Versprechen, einzukaufen und zu kochen, nicht ein-
halten will, so tue ich eines von beiden oder beide nicht. Wenn ich das Ver-
sprechen, einzukaufen oder zu kochen, nicht einhalten will, darf ich beides
nicht tun.

1.3 Das Dualitatsprinzip

Sehen wir uns doch mal folgende Argumentation an:

Die Aussage (A A B) = A ist immer richtig, also auch ((—=A) A (-B)) =
(mA). Diese schreiben wir in der Form (—(A V B)) = (—A), also erhalten
wir durch Kontraposition die immer richtige Aussage A = (A V B).

Dies hier angewandte Verfahren konnen wir ganz allgemein formulieren:

Dualitatsprinzip: Gegeben sei ein logisches Gesetz in Form einer Implika-
tion (...) = (...), in welcher in den Klammern die Aussagen A, B,C,...
nur mit , A, V, =“ verkniipft sind, so erhélt man ein neues Gesetz, indem man
iiberall ,A*“ durch ,V* und ,V* durch ,A“ ersetzt und den Implikationspfeil
umdreht.

Liegt insbesondere die Tautologie in Form einer Aquivalenz vor, so erhalten
wir durch die Ersetzungsvorschrift eine neue Aquivalenz.

Statt das Prinzip allgemein zu beweisen, wollen wir unser Verfahren an einem
weiteren Beispiel demonstrieren:

Beginnen wir mit ((AA B)V () <= ((AV C) A (B V C)) aus dem ersten
Distributivitatsgesetz.

(Um nicht zuviele Klammern schreiben zu miissen, vereinbaren wir, dass ,,—*
am festesten bindet, d.h. =A bedeutet (—A)).

Wir schreiben zuerst das Gesetz mit den negierten Aussagen nochmal auf:

(FAAN-B)VC) <= ((HAV-C)A (=BV (),
dann wenden wir die DeMorganformeln an:

(H(AVB)V-C)) <= (m(ANC)AN=(BAC)),
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und nochmal, um
(=((AV B)AC)) = (=(ANC) VvV (BAC)))
zu erhalten. Durch Kontraposition bekommen wir die Formel
(AVB)ANC)) <= (ANC)V(BAC),
die aus der ersten genau durch die Ersetzungsforschrift des Prinzips entsteht.

Wir bemerken also, dass das zweite Distributivgesetz sich aus dem ersten
nach dem Dualitétsprinzip ergibt.

1.8 Aufgabe. Schreiben Sie die Formel von Aufg. 1.3 so hin, dass Sie das
folgende Gesetz sofort nach dem Prinzip erhalten: (wAAC) = ((mAAB)V
(=B AC)).

1.4 Quantoren

Betrachten wir folgende Formulierungen der Umgangssprache:

»In 2002 schien jeden Tag einmal die Sonne.“ Wir sind versucht zu wider-
sprechen und sagen deshalb: ,An wenigstens einem Tag von 2002 kam die
Sonne nicht raus.*

Welcher Art sind diese Aussagen: Es gibt einen Bereich B von Objekten und
zu jedem b aus B (in Zeichen: b € B) eine Aussage A(b) iiber b. Wir kénnen
dann folgende Vereinbarungen treffen:

1.6 Definition. Fir alle.

Die Aussage /\ A(b) (gelesen: ,Fiir alle b € B gilt A(b)“) trifft genau dann
beB
zu, wenn A(b) fiir jedes b € B wahr ist.

Wir kénnen A A(b) als eine Art Konjunktion all der Aussagen A(b), b € B,
beB
ansehen; daher kommt auch die Notation als vergréflertes ,, und“-Zeichen. Die

LHfiir alle“-Aussage ist also genau dann falsch, wenn A(b) fiir wenigstens ein
b € B falsch ist.

1.7 Definition. Es existiert.

Die Aussage \/ A(b) (gelesen: es existiert ein b € B mit A(b)) ist genau
beB

dann wahr, wenn fiir wenigstens ein b € B die Aussage A(b) wahr ist.
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Wir kénnen \/ A(b) als eine Art Disjunktion all der Aussagen A(b), b € B,
beB
ansehen (daher wiederum die Notation als vergrofertes ,,oder“-Zeichen).

Damit haben wir auch gleich folgende Formeln als Verallgemeinerung der
DeMorgan-Regeln von 1.2 (5):

(A Ab) <= (V ~A(0))

SV AD) = (A ~4D)

Die Symbole A, \/ heifien Quantoren. Fiir uns dienen sie der knappen For-
mulierung von Sachverhalten.

1.3 Beispiele: (1) Sei Z der Bereich der ganzen Zahlen. Dann kénnen wir
bilden:

/\ (x ist durch 3 ohne Rest teilbar)

TEZ

Okay, wir wissen, dass diese Behauptung falsch ist, denn

\/ (2 ist nicht ohne Rest durch 3 teilbar)

€L

ist richtig, z.B. x = 1.

(2) Die Aussage ,,x ist durch 3 ohne Rest teilbar“ konnen wir mit dem Quan-
tor \/ schreiben:

an.
(In einer Behauptung kénnen offensichtlich mehrere Quantoren vorkommen).

1.9 Aufgabe. Sei R der Bereich der reellen Zahlen: Ist folgende Aussage
wahr?
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A (A (V nyist grofler als z)) .

zeR yeR neZ

Uberzeugen Sie sich auch noch, dass die Aussage zu

N (A (V ny ist groBer als x))

yeR xz€R nezZ

dquivalent ist, d.h. die beiden ,,fiir alle“-Quantoren vertauschen; also kénnen
wir auch abgekiirzt schreiben:

N (V ny groBler als ).

z,yeER neZ

Anmerkungen: (1) Ist der Bereich B leer, dann ist eine Aussage ( /\ A(b)),
beB
richtig, denn wir konnen sie auch so lesen: A(x € B = A(z)), wobei x

einen Fantasiebereich von Objekten durchlélfft. Da ,x € B“ falsch ist, ist
(x € B) = A(x) richtig. In diesem Falle ist also die Implikation ( A A(b)) =

(\V A(b)) falsch. beB

beB

(2) Als Bereiche B werden uns nach dem néchsten Kapitel immer Mengen
dienen.

1.5 Weiterfithrende Literatur

Es sei nur eine Mini-Auswahl angegeben:

1. D. Hilbert und W. Ackermann: Grundziige der theoretischen Logik.
6. Auflage, Springer-Verlag 1972.

2. W. Rautenberg: Einfithrung in die Mathematische Logik. Vieweg 1996.
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2 Naive Mengenlehre

Wenn ich in der Alltagssprache sage, ,,Heute habe ich noch eine Menge zu
tun“, so meint ,Menge* im Grunde nur ,,viel“. Wahrscheinlich wissen wir alle
intuitiv dennoch, was eine ,Menge“ sein soll. Ein gewisser Bedarf, den math-
ematischen Begriff , Menge® zu klédren, bleibt aber bestehen. Wir unterteilen
dieses Kapitel wie folgt:

2.1 Prézisierung des Begriffs ,,Menge*
2.2 Konstruktion neuer Mengen

2.3 Mengentheoretische Operationen
2.4 Abbildungen

2.5 Méchtigkeit von Mengen

2.6 Literaturvorschléage

2.1 Prazisierung des Begriffs ,,Menge*

Unter einer Menge wollen wir eine genau definierte Kollektion unterschiedlich-
er mathematischer Objekte verstehen. Diese Kollektion ist dann ein neues
mathematisches Objekt (verschieden von all ihren ,, Sammlungsgegenstinden®).
Georg Cantor, der Begriinder der Mengenlehre, formuliert es so:

,Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bes-
timmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens (welche die ,,Elemente” von M genannt werden) zu einem Ganzen.“

Als Objekte wollen wir aber nicht unsere Traume, Wiinsche etc. zulassen,
sondern nur handfeste — eben mathematische — Objekte, z.B. Zahlen, Funk-
tionen und, so wir welche finden, auch Mengen.

2.1 Definition. Element.
Ist M eine Menge (Sammlung) und z eines der Objekte von M, so schreiben
wir: x € M (in Worten: = Element von M).

Von jedem Objekt hat eindeutig festzustehen, ob es zur Sammlung M gehort,
also ein Element der Sammlung ist oder nicht. Wohlgemerkt, das gleiche
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Objekt kann natiirlich in verschiedenen Mengen als Element fungieren: Z.B.
kann mein Rembrandt zu meiner Sammlung von Kunstgegenstinden gehoren
und zu meiner Sammlung holléndischer Malerei.

2.1 Beispiele: (1) Sei M die Kollektion aller geraden ganzen Zahlen. Diese
Menge schreiben wir auch in der Form M = {...,—4,—2,0,2,...} hin, wobei
die Bedeutung der Piinktchen aus dem Kontext heraus klar sein muss.

(2) Die Menge {2}, die nur aus dem einen Element 2 besteht; oder entsprechend
{2,4,5}, die Menge mit den Elementen 2,4, 5.

(3) Was ist mit {3,3}? Da die Elemente wohlunterschieden zu sein haben
interpretieren wir dies als {3}.

(4) Die leere Menge, bezeichnet mit &, ist die leere Kollektion. Z.B. ist meine
Sammlung von Rembrandts tatséchlich leer, meine Fritz-Koénig-Sammlung
dagegen nicht.

2.2 Definition. Teilmenge.

Gegeben zwei Mengen M, N, so sagen wir M C N,(in Worten: M ist in
N enthalten, oder N enthélt M, oder auch noch: M ist Teilmenge von N)
genau dann, wenn jedes Element von M auch ein Element von N ist.
N.B. M = N ist dabei erlaubt. Ist M C N und M # N, so nennen wir M
eine , echte Teilmenge von N*.

2.2 Beispiele: (1) {2} € {2,4} c{...,—4,-2,0,2,4,...}.

(2) Fiir jede Menge M gilt M C M. Ferner ist ,M C N und N C M*
dquivalent zu ,M = N*.

(3) M C N und N C O impliziert M C O.

2.1 Aufgabe. Sei M := {1,2}, N :={2,3,4}. Richtig oder falsch?

sese
I
=
SISICIO
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e) {2,4} C N,
f) 2e M,

g) 3CN,

h) {2,{3,4}} C N.

2.2 Aufgabe. Richtig oder falsch?

2) {1.{2}} ¢ {1.3.{2}},
b) @ C {1,3,{2}},

c) {o} C {1,3,{2}},

Q) {2} € {1,3,{2}},

) {1,3} C {1,3,{1,3}},
£) {1,3} € {1,3,{1,3}}.

2.3 Aufgabe. a) Geben Sie eine Menge A an, sodass gilt:
le Aund {1} € A.

b) Geben Sie jetzt fiir jede Menge M eine Menge A an mit M C A und
M e A.

Nun noch zwei populédre Versionen der Probleme, in die wir geraten kénnen,
wenn wir nicht vorsichtig sind:

Das Barbierparadoxon

Auch dieses Riitsel ist vielen bekannt. In einer kleinen Stadt ist ein Barbier,
der all die Einwohner der Stadt rasiert, die sich nicht selbst rasieren, und nie
einen Einwohner rasiert hat, der sich selbst rasiert. Die Frage ist nun, rasiert
der Barbier sich selbst oder nicht? Tut er es, dann verletzt er die Regel, weil
er dann jemanden rasiert, der sich selbst rasiert. Tut er es nicht, dann verletzt
er wieder die Regel, weil er es dann versdumt, jemanden zu rasieren, der sich
nicht selbst rasiert. Was soll der Barbier also tun?
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Lcrd Russell

S ( __,;- Sh aves a,}l

V\\\( f//:who den't

NN - shave

A

them selves.

Sehr schon hat der polnische, in der Schweiz lehrende Logiker und Philosoph
Joseph Maria Bochenski (*1902) die Probleme, wenn Mengen sich selbst als
Element enthalten diirften, veranschaulicht.

Grofle Bibliotheken verfiigen bekanntlich iiber Katalogbdnde, in denen alle
Biicher registriert sind, welche die Bibliothek besitzt. Gelegentlich werden
auch die Katalogbdnde selbst darin - in sich selbst also - mit-registriert. Es
sind also Kataloge denkbar, die sich selbst registrieren, und solche, die das
nicht tun. Angenommen nun, ein Katalogband, den wir K nennen, registriert
alle Kataloge, die sich nicht selbst registrieren. Registriert K sich dann selbst
oder nicht?

26



2.2 Konstruktion neuer Mengen

Wir kehren zunéchst zum Begriff der Teilmenge einer Menge zuriick. Wie
kénnen wir Teilmengen beschreiben?

2.3 Definition. Sei N eine Menge und fiir jedes Element x € N sei A(x)
eine Aussage iiber x, die eines von beiden ist, wahr oder falsch. Dann sei
M = {x € M | A(z)} die Menge aller Elemente z von N, fiur die A(x)

wahr ist; insbesondere ist M also eine Teilmenge von N. (Das Zeichen ,;:=
bedeutet ,,per Definition gleich®).

Ist uns eine Teilmenge P von N vorgegeben, so kénnen wir fir A(x) die
Aussage ,,x € P“ nehmen und erhalten P bei Anwendung der Konstruktion
zuriick.

2.3 Beispiel: Wir haben das Verfahren schon in 2.1 Beispiel (4) angewen-
det, indem wir {z € Z | z ist gerade} gebildet haben (wobei Z die Menge
der ganzen Zahlen bezeichnet).

Um alle ,,mo6glichen” Teilmengen von N zu bekommen, kénnten wir wie folgt
vorgehen: Wir besuchen alle Elemente von N; geféllt uns ein Element, so
stecken wir ihm ein Fadhnchen an, wenn nicht, eben nicht. Danach bilden
wir {x € N | z hat Fahnchen}. (Dieses Vorgehen erinnert ein biichen an die
Methode, wie die groen Sammlungen antiker Kunst im Okzident entstanden
sind: Der Eroberer geht vorbei und entscheidet was mitkommt).

2.4 Definition. Potenzmenge.
Sei M eine Menge. Dann sei die Potenzmenge von M (in Zeichen: P(M))
die Menge aller Teilmengen von M.

2.4 Beispiel: Fir M = @ ist P(M) = {o}.
M = {1}, PM) = {2,{1}},
M = {12}, P(M) = {o,{1},{2},{1,2}}.

2.4 Aufgabe. Und wieviele Elemente hat P({1,2,3})7
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2.5 Definition. Cartesisches Produkt von Mengen.

Gegeben seien zwei Mengen M und N. Dann ist ihr cartesisches Produkt
M x N die Menge aller geordneten 2-Tupel (z,y) mit z € M und y € N,
also M x N :={(x,y) | x € M,y € N}.

Wir wollen uns A x B wie folgt veranschaulichen:

Ax B

2.5 Beispiel: Beriihmt ist, und diirfte Thnen allen bekannt sein, die carte-
sische Koordinatenebene R X R (zur Erinnerung: R bezeichnet die Menge der
reellen Zahlen).
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Ubliche Veranschaulichung der cartesischen Ebene:

y-Achse
RxR

Oy) T-==-==-=-~ * (@9)
I
I

z-Achse

(x,0) R

Die z-Achse ist {(2,0) | z € R} C R x R und die y-Achse ist {(0,y) | y €
R} € R x R. Wir sehen hier die Faktoren in R x R auf kanonische Weise als

Achsen an.

Die Konstruktion war aber schon den Piraten bekannt, wie man an den
Schatzkarten sehen kann: Grole Palme, dann (12, 7), soll heilen: Der Schatz
liegt 12 Schritte von der groflen Palme nach Osten und dann 7 Schritte nach
Stidwesten (Pech fiir den, der 7 Schritte nach Norden macht).
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2.6 Beispiel: Was ist {a,b,...,h} x {1,2,...,8}7

Bemerkung: Wenn wir drei Mengen M, N, P gegeben haben, dann kénnen
wir (M x N) x P bilden, oder M x (N x P), oder wir konnten gleich die
Menge M x N x P bestehend aus allen geordneten Tripeln (z,y, z) mit z € M,
y € N, z € P konstruieren. Der Unterschied zwischen den drei Mengen sieht
wohl nicht gravierend aus, wir werden darauf in 2.4 zuriickkommen.

2.5 Aufgabe. Seien A C M, B C N; iiberlegen sie, ob A x B C M x N
richtig ist.

2.6 Aufgabe. Zeichnen Sie die folgenden Teilmengen von R x R:

(1) {(z,y) | xy = 0},

(i) {(z,y) |2y —x =0},
(ili) fiir a,b € R, a # 0, b # 0 die Menge {(x,y) | (£)* + (¥)* = 1},
(iv) {(z,y) | V 2 —y=n}

nez

2.3 Mengentheoretische Operationen

Fiir das folgende stellen wir uns vor, dass alle betrachteten Mengen A, B, C, . ..
Teilmengen einer ,groflen“ Menge X sind.
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2.7 Aufgabe. Zeigen Sie, dass AN B = AN (X \ B) gilt.

2.8 Aufgabe. Bestimmen Sie

(a) {1,2,3}U{2,3,4},
(b) {1,2,3} N {2,3,4},
() {1,2,3}~ {2,3,4}.

2.9 Aufgabe. Sei M := {p | p Primzahl, 1 < p < 10} und sei L die Menge
der geraden natiirlichen Zahlen, also L := {0,2,4,...}.

(a) Schreiben Sie die Menge M auf, indem Sie alle ihre Elemente zwischen
Mengenklammern aufzihlen.

(b) Schreiben Sie so auch

{1,2,...,10} ~ M und
() {1,2,...,10} ~ (M U L) auf.

Die Ahnlichkeit der Zeichen V, U, sowie der Zeichen A, N und =, (letztere
ist zugegebermaflen weit hergeholt) mag als Merkhilfe dienen. Wir kénnen
jedoch noch weiter gehen und einen starken inhaltlichen Zusammenhang wie
folgt konstruieren:

Seien also A, B, C, ... Mengen, und die Mengen M, N seien beide aus A, B, C, . ..

durch Anwenden von Vereinigung, Durchschnitt und Komplement gebildet,
sodass M C N (oder M = N) gilt und zwar unabhéngig von der Wahl der
Ausgangsmengen A, B, C, ... Eine solche Beziehung M C N (bzw. M = N)
wollen wir eine mengentheoretische Formel nennen.

2.7 Beispiel: (AN B) C A, ferner X ~ (X N\ A) = A.

Wir behaupten nun, dass wir auf einfache Weise aus jedem logischen Gesetz
(vergl. 1.2) eine mengentheoretische Formel erhalten kénnen und umgekehrt.
Das geht so: Gegeben ein logisches Gesetz der Form

(#) = (##)
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wo in den Klammern Aussagen A, B, C, ... durch die logischen Verkniipfun-
gen ,und“, ,oder* und ,nicht“ verbunden sind. Wir denken uns A, B,C, ...
nun als Mengen und ersetzen V durch U, A durch N und — durch (X \ —) und
die Implikation durch ,enthalten“, damit haben wir eine mengentheoretische
Formel. Umgekehrt machen wir das entsprechend.

2.8 Beispiele:

A=A A=A
(ANB)= A (ANB)C A
A= (AV B) AC (AUB)
—(mA) <= A (XN(XNA)=4

Warum funktioniert das?

Es wiirde uns an dieser Stelle zu sehr ablenken, eine ganz formale Begriindung
dieses Prinzips zu geben. Betrachten wir lieber ein weiteres — komplizierteres
— Beispiel.

Wir mochten fiir die mengentheoretischen Operationen das Distributivgesetz
(ANB)UC =(AuC)n(BUC)

beweisen, d.h. wir haben zu zeigen, = € (ANB)UC) <= z € ((AUC)N(BU
() firz € X. Nunist z € (ANB)UC) aquivalent zu (z € (ANB))V(x € (),
und diese Aussage ist dquivalent zu ((z € A) A (x € B)) V (z € C). Nach
dem Distributivgesetz der Aussagenlogik (vergl. 1.2(3)) ist dies dquivalent zu
(z € A)vV(x € C))A((z € B)V(xz € C)), dies formulieren wir nun dquivalent

u(re(AUuC))N(z € (BUC)) um und weiter zu z € (AUC)N(BUC)),

wo wir ja hinkommen wollten.

Auf entsprechende Weise ergeben die Gesetze von 1.2 die folgenden mengen-
theoretischen Formeln:

(1) Kommutativitat von ,N*“ bzw. ,U“.
ANB=BNA
AUB=BUA
(2) Assoziativitéit von ,N* bzw ,,U“.
(ANB)NC=ANn(BNC)
(AUB)UC =AU (BUC)
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(3) Distributivitdat von ,N“ und ,,U*.
(ANB)UC)=((AuC)N(BU(®))
(AUB)NC)=((AnC)U(BN(O))

(4) Unser Ubersetzungsmechanismus funktioniert auch fiir die Kontrapo-
sition, bringt da jedoch nur die Gleichheit von (X ~ A) U B und
(XN (XNB)U(XNA).

Wir kénnen jedoch auch ein wenig anders iibersetzen:
(ACB)<= ((X\B)C(X\A4)

Mlustration:

X\B{

B [
A

(5) Die Formeln von DeMorgan (tibersetzt):
Erste Formel: X N\ (ANB) = (X N A)U (X \ B)




Zweite Formel: X N\ (AUB) = (X N A)N (X N\ B)

Bemerkung: Der Ubersetzungsvorgang 18t aus dem Dualitéitsprinzip der
Aussagenlogik in 1.3 ein Dualitdtsprinzip fiir mengentheoretische Formeln
entstehen. Z.B. entsteht AN B C A auf diese Weise aus AU B D A.

2.10 Aufgabe. Zeigen Sie direkt, d.h. ohne grofie Ubersetzungstheorien,
die folgenden beiden Aussagen iiber Mengen:

ANB=A«— ACB, AUuUB=A<«<= BCA

Noch die Aufgabe 117

2.11 Aufgabe. Dies ist ein lingeres Stiick Arbeit. Wir wollen den Uberset-
zungsmechanismus an einem weiteren Beispiel demonstrieren. Zuerst eine
Vereinbarung;:

2.7 Definition. Seien A, B Mengen. Dann sei A® B := (AN B)U(B\A),
die sogenannte ,,symmetrische Differenz* von A und B.




(i) Bemerken Sie, dass A@ B=(AN(X N\ B))U(BN(X \A)) gilt.

(ii) Ubersetzen Sie nun die rechte Seite in eine logische Verkniipfung von
Aussagen! Sie erhalten das ,,ausschlielliche oder*, oder ?

(iii) Beweisen Sie nun das Assoziativgesetz fiir die symmetrische Differenz,
dh. (A®B)®C =A® (B C) fir alle Mengen A, B,C, indem Sie
die Assoziativitat des ,,ausschlieSlichen oder® mit einer Wahrheitstafel
verifizieren.

(iv) Machen Sie sich anschaulich klar, aus welchen ,Stiicken” (A& B) & C
besteht:

Sie haben herausgefunden, dass (A@® B)®C = (AN(X N (BUC))U
(BN XN(AUO)HU(CN(XN(AUB)UANBNCQC) ist?

(v) Nun konnen Sie sich - leicht - direkt mengentheoretisch vom Assozia-
tivgesetz der symmetrischen Differenz iiberzeugen.

2.12 Aufgabe. Seien A C X und B C Y. Welche der folgenden Mengen
ist gleich (X xY)~ (A x B)?

(a) (X N A) x (Y~ B),
(b) (X NA)xY)U(X x (YN B)).
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Entscheiden Sie an Hand einer Zeichnung in der cartesischen Koordinaten-
ebene:

R‘ r ************** ‘RXR
\ \ \
\ \ \
\ \ \

L — — _— \
\ \
\ \
B\ Ax B \
\ \
L — — _— \
\ \ \ \ \
\ \ \ \ \
\ \ \ \ \
\ \ \ \ \
\ L L L ___l
A
77777 }_—%7777
R

Schraffieren Sie (R \ A) x (R~ B)!

2.4 Abbildungen

Jetzt haben wir ein Konzept zu diskutieren, das zusammen mit dem Begriff
der ,Menge® allgegenwértig ist in der Mathematik. Erfahrungsgemaf fallt
der Abstraktionsgrad, den wir hier aufbieten, den noch nicht Eingeweihten
nicht gerade leicht. Am besten ist es zu versuchen, sich hier und jetzt damit
auseinanderzusetzen.
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2.8 Definition. Abbildung, Funktion.

Seien A, B Mengen. Eine Abbildung (oder eine Funktion) von A nach B
ist eine Vorschrift f : A — B,a — f(a), die jedem Element a € A ein
Element f(a) € B zuordnet.

Die Menge A heift ,,Definitionsbereich“, die Menge B , Zielbereich“ von f.
Das Element f(a) heit Bild von @ unter f (oder Wert von f in a). Die
Menge f(A) := {f(a) | a € A} nennen wir das Bild von f bzw. den Werte-
bereich von f.

(Man kann sich f als eine Art von Beamer oder Zeiger vorstellen, der von
jedem Element a € A auf das Element f(a) € B zeigt). Das Wort ,, Funk-
tion“ wird vor allem dann benutzt, wenn B die Menge der reellen Zahlen
ist. p

Mlustration f: A — B: W

Jeder Punkt a € A wird /
vom Punkt P aus nach S
B gebeamt S
g ‘ /A Kreisscheibe ist

] Definitionsbereich von f

Die Gerade B ist

~ ~ ~ der Zielbereich von f
Wertebereich von f

Zunéchst seien ein paar Thnen eher ungewohnte Beispiele angefiihrt, danach
gehen wir auf die Thnen wohlbekannten Funktionen ein.

2.9 Beispiele: (1) Sei A eine Teilmenge von B. Die Inklusion A C B
definiert dann eine Abbildung ¢ : A — B, a +— a, d.h. i(a) := a; diese
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Abbildung nennen wir die Inklusionsabbildung.

Ist A = B so nennen wir die Inklusionsabbildung von A nach B die Identitéat
von A (in Zeichen idy).

Ist A = @, so treffen wir die Ubereinkunft, dass es genau eine Abbildung
A — B gibt.

(2) Seien A, B Mengen und A, B # @&. Wihle b € B fest und definiere
¢, : A — B, a — b. Das ist die konstante Abbildung A — B mit dem
konstanten Wert b.

(3) Sei A eine Menge, A # &, und P(A) deren Potenzmenge. Dann kénnen
wir festlegen: j : A — P(A), a — {a}, also j(a) := {a}.

(4) Sei A # @ und ay € A fest gewéhlt. Dann setzen wir k : P(A) — A fest
durch die Vorschrift

k(M) = { a falls M ={a},

aop fur alle anderen M C A.

2.10 Beispiele: (Ubliche) Funktionen:
Fiir a, b € R, a < b sei das Intervall [a, b] definiert als {t | a < ¢t < b}. Dann
betrachten wir Funktionen f; : [a,b] — R mit Definitionsbereich [a, b].

(a) fi(x) =z, d.h. f ist die Inklusionsabbildung zu [a, b] C R.

(b) folz) =2,
(c) f3(x) =sin(z),
etcetera.

Wir kénnen auch Funktionen in zwei Variablen betrachten. Seien dazu [aq, by],
laz, by] Intervalle in R, dann sind folgendes Beispiele fiir Funktionen g; :
[0,1, bl] X [ag, bg] — R.

2.11 Beispiele:

(a) gi(w,y) = 2y,

(b) g2(z,y) = ysin(z),
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(c) g3(x,y) = (1/cos(x))* sin(y), wobei diese Formel nur in dem Falle
angebracht ist, dass cos keine Nullstelle in dem Intervall [ay, b;] hat.

2.12 Beispiel: Ist A endlich, z.B. A = {1,2,...,n} und B eine nicht-
leere Menge, so konnen wir eine Abbildung f : {1,2,...,n} — B dadurch

angeben, dass wir die Bilder b; von ¢ = 1,2, ..., n auflisten, am besten in der
1 2 3 ... n . .
Form ( b by by b, ), soll heiflen f(7) = b;.

Sei A:={1,2,3,4}, B :={1,2,3}, dann definiert das Symbol

1 2 3 4

21 2 1
eine Abbildung f : {1,2,3,4} — {1,2,3}. Welches ist der Wertebereich
dieser Abbildung?

2.9 Definition. Graph einer Abbildung.
Fiir eine Abbildung f : A — B sei G(f) := {(a,b) | b= f(a)} C A x B,
der Graph von f.

2.13 Aufgabe. (a) Zeichnen Sie die Graphen der Beispiele 2.10
(b) Welche der folgenden Teilmengen von [a, b] x R sind Graph einer Funktion

fila,b) — R ?

(c)

Wir wollen nun allgemein formulieren, wann eine Teilmenge G C A x B
Graph einer Abbildung f : A — B ist. Das ist uns so wichtig, dass wir dies
zu unserem ersten Satz machen:
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2.1 Satz. Es ist G C A x B Graph einer Abbildung f : A — B genau
dann, wenn die beiden folgenden Eigenschaften fir G erfillt sind:

(i) A V(ab)eG,

a€A beB

(i) N A ((a,b) €G und (a,b) € G) = b=1V.

a€A by EB

Hllustration:

b="0

Beweis: Da ,genau dann, wenn“ eine Umschreibung fiir ,,dquivalent® ist,
haben wir zwei Implikationen zu zeigen: (I) Ist G ein Graph, so gelten (i)
und (ii) fiir G. (II) Gegeben G mit den Eigenschaften (i), (ii), dann kénnen
wir eine Abbildung f : A — B finden mit G = Graph(f).

(I) Ist G = Graph(f), dann ist fir a € A (a, f(a)) € G, also gilt (i). Sind
(a,b) und (a,b’) € G, so ist b = f(a) =V’ nach Definition des Graphen. Also
gilt (ii).

(IT) Sei G C A x B eine Teilmenge, welche die Bedingungen (i) und (ii)
erfiillt. Wegen (i) gibt es dann fiir jedes a € A ein b € B mit (a,b) € G.
Damit sind wir versucht, eine Abbildung f : A — B mit der Vorschrift

a — (dasjenige b € B mit (a,b) € G)

zu definieren. Das klappt auch, da es wegen (ii) fiir ein @ € A nur ein solches
b mit (a,b) € G gibt, der Ausdruck ,,dasjenige“ also vollig korrekt gewihlt
war. Per Definition ist dann G = Graph(f). O
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2.10 Definition. Injektiv, surjektiv, bijektiv.
(1) Eine Abbildung f : A — B heifit ,,injektiv* genau dann, wenn gilt:

/\ f(al) = f(&Q) — a1 = a3 .

Mit Hilfe der Kontraposition ausgedriickt: Verschiedene Elemente von A
haben verschiedene Werte unter f.
(2) Eine Abbildung f : A — B heifit ,,surjektiv® genau dann, wenn gilt:

AV fa)=b

d.h. Jedes Element im Zielbereich ist auch ein Wert der Funktion (der
Zielbereich ist gleich dem Wertebereich).

(3) Eine Abbildung heifit ,bijektiv¢ genau dann, wenn sie injektiv und
surjektiv ist.

Eine injektive Abbildung nennen wir auch eine , Injektion“, eine surjektive
auch ,,Surjektion“ und eine bijektive auch ,,Bijektion®.

2.14 Aufgabe. Gehen wir zu den Beispielen 2.9. Welche der folgenden
Aussagen sind richtig:

(i) Eine Inklusionsabbildung ist immer injektiv.
(ii) Eine Inklusionsabbildung ist nie surjektiv.
(iii) Eine konstante Abbildung ist niemals injektiv.
(iv) Eine konstante Abbildung kann auch mal surjektiv sein.
(v) Die Abbildung j (von Beispiele 2.9 (3)) ist injektiv.
(vi) Die Abbildung j ist niemals surjektiv.
(vii) Die Abbildung k (von 2.9 (4)) ist surjektiv.
)

(viii) Die Abbildung k kann auch mal injektiv sein.
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2.15 Aufgabe. Die Eigenschaften ,injektiv, surjektiv, bijektiv® konnen
wir sicher auch am Graphen einer Abbildung ablesen. Hier sehen Sie drei
Graphen von Abbildungen [0,1] — [0, 1].

(0,1) (0,0)

(0,0) (1,0)

(i) (ii) (iii)
Entscheiden Sie, welcher zu einer injektiven, surjektiven, bijektiven Abbil-
dung gehort.

2.16 Aufgabe. Schreiben Sie alle Bijektionen {1,2,3} — {1,2,3} in der
Notation von Beispiel 2.10 hin.

Wieviele sind es?

2.11 Definition. Komposition von Abbildungen.

Gegeben die Abbildungen f: A — B, g : B — C, dann definieren wir
eine Abbildung (g o f) : A — C durch die Vorschrift a — g¢(f(a)). Wir
nennen sie die ,,Komposition“ von g und f. (Ein Element a aus A wird mit
dem Beamer f zuerst nach B gebeamt und das Ergebnis anschllieffend mit
dem Beamer g nach C).

2.13 Beispiele: Vom Rechnen mit Funktionen sollte Ihnen dieses Vorgehen
als Einsetzen bekannt sein:
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Sei f : R — R, o — 2% sei g : R — R, y — sin(y), dann ist
(90 1)(z) = sin(s?)

In diesem besonderen Falle kénnen wir auch fog bilden, (fog)(z) = (sin(x))?.
Wir sehen, dass jedenfalls go f # f o g ist.

2.17 Aufgabe. Berechnen Sie im Kontext von Beispiel 2.12 die Kompo-
sition von g = (; f g) mit f = (:1.) 3 i’), und nun auch noch f o g, nur um
nochmal zu sehen, dass, falls man go f und f o g beide bilden kann, i.a. keine

Gleichheit besteht.

Betonen wir nochmal, dass wir g mit f komponieren kénnen, wenn der
Zielbereich von f gleich dem Definitionsbereich von ¢ ist. Nun kénnen wir
versuchen — unter geeigneten Bedingungen — mehrere Abbildungen zu kom-
ponieren oder, wie man sagt, hintereinanderzuschalten.

2.2 Satz. Gegeben seien die Abbildungen f: A — B, g: B — C und
h:C — D. Dann gilt

ho(gof)=(hog)of

als Abbildung von A nach D.

Beweis: Wir haben uns klarzumachen, dass fiir jedes Element a € A die
Abbildung h o (g o f) in a denselben Wert (aus D) hat wie die Abbildung
(hog)of.

In der wenig akademischen Beamer-Sprechweise sehen wir das leicht ein:
Wie berechnen wir (ho (go f))(a) 7 Wir beamen zuerst a nach (g o f)(a)

in C, nach Definition des Beamers g o f erhalten wir g(f(a)), anschlieBend
beamen wir g(f(a)) mit A nach D und erhalten h((g(f(a))).

Formelmifig sieht diese Argumentation wie folgt aus: (h o (g o f))(a) =
h((g o f)(a)) = h(g(f(a)))-
So finden wir dann auch ((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))). O

Bemerkung. Allgemeines Assoziativgesetz.

Angenommen wir haben noch eine weitere Abbildung ¢ : D — FE, dann
kénnen wir z.B. (ioh)o(go f) und io ((hog) o f) bilden; sind die beiden
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Abbildungen A — E gleich? Ja, denn nach obigem , einfachen Assoziativge-
setz* konnen wir (ioh)o(go f) =io(ho(go f)) =io((hog)o f) rechnen.
Wenn wir also mehrere Abbildungen vermoge geeigneter Klammerung hin-
tereinanderschalten, so hédngt das Resultat eben nicht von der Klammerung
ab. Dies ist das ,allgemeine Assoziativgesetz“, welches man ganz formal aus
dem einfachen Assoziativgesetz ableiten konnte. Das zu tun, wiirde uns an
dieser Stelle nichts aufler Miihsal bringen, wir iiberlassen es getrost spéateren
(Algebra-)Vorlesungen. In jedem konkreten Fall wissen wir ja, was Sache ist.

Dieses Phanomen tritt selbstverstéindlich bei jeder Verkniipfung auf, die dem
einfachen Assoziativgesetz geniigt, z.B. dem mengentheoretischen Durch-
schnitt. Wir konnen Mengen A, ..., A, schneiden, indem wir (... ((A;NA2)N
A3z)...NA,) bilden, jedoch fiihrt eine andere korrekte Klammerung zum sel-
ben Resultat.

Entsprechendes gilt auch fiir die Vereinigung und z.B. auch fiir die iibliche
Addition und Multiplikation in R. Hier sei nochmal betont, dass jedoch das
Hintereinanderschalten von Abbildungen i.a. weit davon entfernt ist, kom-
mutativ zu sein.

Besonders interessant kann das Iterieren derselben Abbildung sein:

2.12 Definition. [lterieren.
Gegeben eine Abbildung f : X — X. Dann setzen wir fiir eine natiirliche
Zahl n

f id firn=0.
" | fofo...of firn>1,
l

2.14 Beispiel: Sei also N wieder die Menge der natiirlichen Zahlen, N =
{0,1,2,...}. Sei g : N — N definiert durch

{ x/2  falls x gerade,
T =

x+ 1 falls x ungerade.

Wir behaupten dann, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 eine natiirliche Zahl
k existiert mit g*(n) = 1. (Den Beweis stellen wir als Aufgabe im nichsten
Kapitel, nachdem wir die geeignete Technik erfahren haben).

2.18 Aufgabe. Welches ist die kleinste Zahl k mit ¢g¥(23) =1 7
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Bemerkung: Die Abbildung g hat man betrachtet, um ihre einfachen Eigen-
schaften den komplizierteren der Abbildung im (3z+1)-Problem gegeniiberzustellen.

Das (3z + 1)-Problem:
Man definiere h : N — N durch

3r 4+ 1 falls x ungerade,
T
x/2 falls x gerade.

Immer noch ungel6st ist die Frage, ob die Aussage

/\ \/hk(n) =1

eN - keN
>0

richtig ist.
2.19 Awufgabe. Welches ist die kleinste Zahl k mit

hF(23) =17

2.20 Aufgabe. Sei f : [0,1] — [0, 1] diejenige Funktion mit dem Graphen

Wie sehen dann die Graphen von f2, f3,... aus? Wieviele Ziahne hat ins-

besondere der Graph von f° ?
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Noch die Aufgaben 2.21 und 2.227

Wir sollten uns noch ein wenig mit Bijektionen beschéftigen.

2.21 Aufgabe. Sei f : A — B eine Bijektion. Dann gibt es genau eine
Abbildung g : B — A mit go f = id4. Hinweis: Zu jedem b € B gibt es ein
einziges a € A mit f(a) = b, also setzen wir g(b) als dasjenige a mit f(a) =b
fest. Zeigen Sie, dass dann auch f o g = idp gilt.

2.13 Definition. Die Abbildung ¢ heifit Umkehrabbildung von f.

2.15 Beispiel: Sei R>q (bzw. R.) die Menge der reellen Zahlen > 0 (bzw.
> 0). Sei f: Rsg — Rsg,  — 22, dann ist f bijektiv und die Umkehrab-
bildung ist die Wurzelfunktion.

Ein anderes Beispiel ist die Exponentialfunktion R — R+, x — €, mit der
Umkehrfunktion Ryg — R, x — In(z).

Versuchen Sie noch andere ,,beriithmte“ Beispiele in IThrem Repertoire zu find-
en.

2.22 Aufgabe. Seien f: A — B, g : B — C Abbildungen.

(i) Ist g o f injektiv, so ist f injektiv.

(ii) Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv.

(iii) Sei h : B — A eine Abbildung mit ho f =id4 und f o h = idpg, dann
ist f bijektiv und h die Umkehrabbildung.
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(iv) Uberlegen Sie in folgendem konkreten Falle, dass f eine Bijektion ist,
indem Sie die Umkehrabbildung angeben: Seien N und Z die Mengen der
natiirlichen Zahlen bzw. ganzen Zahlen. Sei f : N — Z durch die Formel

‘ i/2 fiir i gerade,
f@) = . o
—(i+1)/2 fur ¢ ungerade,

definiert. Gesucht ist also die Umkehrabbildung Z — N.

Bemerkung: Wir wollen zuletzt noch auf die Bemerkung am Ende von 2.2
eingehen. Seien die Mengen X, Y, Z gegeben, wir fragten, wie ,, verschieden*
die Mengen (X xY) x Z und X x (Y x Z) (bzw. X x Y x Z) sind. Nun
stellen wir fest, dass es die offensichtlichen Bijektionen

(X xY)xZ—Xx (Y xZ), ((xy)2)— (z,(y2)),
(XxY)xZ—XxYxZ, ((z,y),2)— (x,y,2),

gibt. Deswegen liegt es nahe diese Mengen als ,, gleich® anzusehen.

2.5 Vergleich von Mengen

Wir wollen uns noch ein wenig mit der Frage beschéiftigen, was es bedeuten
konnte, dass zwei Mengen gleich viele Elemente haben oder die eine Menge
~mehr“ Elemente als die andere hat.

2.14 Definition. Die Mengen X, Y heilen gleichméchtig (oder von gle-
icher Méchtigkeit) genau dann, wenn es eine Bijektion X — Y gibt. (NB.
Dann gibt es nach Aufgabe 2.21 auch eine Bijektion ¥ — X).

Wenn X, Y endliche Mengen sind (d.h. endlich viele Elemente haben), dann
wissen wir, was dies bedeutet. Ebenso, dass keine endliche Menge mit ein-
er unendlichen gleichméchtig sein kann. Aber kénnen wir auch unendliche
Mengen finden, die nicht gleichméchtig sind? Untersuchen wir zuerst einige
Mengen auf die ,,Art* ihrer Unendlichkeit hin!

2.15 Definition. Eine Menge X heifit ,,abzdhlbar unendlich®, wenn es
eine Bijektion N — X von der Menge der natiirlichen Zahlen nach X
gibt.
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DaN = {0,1,2,...} ist, bedeutet dies, dass wir die Elemente von X abzihlen
konnen, xg, z1,xg, ... mit X = {xg, 1, 29, ...}. Wir sagen auch, wir kénnen
die Elemente von X in eine Folge (z¢, x1, z2, . ..) hinschreiben.

2.16 Beispiele: (1) Die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzidhlbar un-
endlich, denn in Aufgabe 2.22 haben wir eine Bijektion N — 7Z konstruiert.

(2) Die Menge N x N ist abzahlbar unendlich, denn mit Hilfe des sogenannten
ersten Cantor’schen Diagonalverfahrens konnen wir ihre Elemente wie folgt
abzahlen:

(0,0) (0,1)

Indem wir in Pfeilrichtung gehen, schreiten wir — auf lange Sicht — alle Ele-
mente von N x N ab. Es wire nicht so schwer, eine Formel f(i) zu basteln,
welche das i-te Glied der Folge beschriebe; das ist uns jedoch im Moment
nicht wichtig.

(3) Damit ist auch Z x Z abzahlbar unendlich, denn wir kénnten in &hnlicher
Weise auch Z x Z abschreiten. Oder wir argumentieren so: Sei f : N — Z
eine Bijektion, sei g : N — Nx N eine Bijektion. Dannist (f x f) : NxN —
7 X7, (x,y) — (f(x), f(y)) eine Bijektion (bitte beweisen!) und damit ist
(f x f)og:N— Z x Z eine Bijektion.
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(4) Eine Teilmenge X einer abzéhlbar unendlichen Menge Y ist endlich oder
selbst abzéhlbar unendlich. Denn entweder ist X endlich. Oder indem wir die
Elemente von Y in eine Folge schreiben, machen wir dies automatisch auch
fiir die Elemente von X:

Elemente von Y : yo, y1, Y2, Y3, - - .-

Wir streichen alle weg, die zu Y ~. X gehdren

/967 Y1, }157 Yz, -+,
X

und iibrig bleiben Xo, 1, ..., die Elemente von X.

(5) Mit Hilfe von (4) kénnen wir leicht einsehen, dass auch die Menge Q
der rationalen Zahlen abzéhlbar unendlich ist. Sie ist unendlich, klar, also
brauchen wir nur noch eine injektive Abbildung in eine abzahlbar unendliche
Menge zu finden. Wir definieren zu diesem Zweck:

(0,0) falls p/q =0,

Q—ZxZ,p/q— { (p,q) falls ¢ positiv, p # 0 und p/q ausgekiirzt ist.

Aus den Eigenschaften der iiblichen Darstellung der rationalen Zahlen als
Bruch p/q ergibt sich die Injektivitét der Abbildung.

2.3 Satz. Sei X eine Menge, dann gibt es keine surjektive Abbildung
X — P(X).

Beweis: Gegeben eine Abbildung f : X — P(X), wir haben eine Teilmenge
B von X zu finden, sodass gilt:

N\ f)#B.

rzeX

Achtung: f(z) ist eine Menge.
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Fiir jedes x € X gibt es die beiden Moglichkeiten, = € f(z) oder z € f(x).

zen fest: B := {x € X | x ¢ f(z)}, und behaupten, B ist nicht im

Wir set

Wertebereich von f. Denn entweder ist x € f(z) und damit per Definition

x ¢ B, also B # f(x), oder esist x € f(x), also x € B und damit B # f(z).
Fall 1. Fall 2.

2.16 Definition. Die Menge Y heifit méchtiger als X (oder die Menge X
schméchtiger als Y'), wenn es eine injektive Abbildung X — Y gibt und
keine Abbildung X — Y surjektiv ist.

2.17 Beispiel: Wegen des Satzes ist eine Menge X immer schméchtiger als
ihre Potenzmenge.
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Anmerkung: Hier liegt es nahe, folgende Frage zu stellen: Was ist, wenn
es eine injektive Abbildung o : X — Y gibt und auch eine surjektive
Abbildung g : X — Y (ohne dass notwendigerweise a = 3 gilt)? Wir
behaupten, dass dann X, Y gleichméchtig sind. Das ergibt sich aus dem
folgenden zitierten Satz.

2.4 Satz. Aquivalenzsatz von Bernstein.
Die Mengen X undY sind genau dann gleichmdachtig, wenn es eine injek-
tive Abbildung X — Y und eine surjektive Abbildung X — Y gqibt.

Zum Beweis (der gar nicht so schwer ist) verweisen wir auf unsere Liter-
aturliste.

Noch der Vergleich von Q mit der Menge R der reellen Zahlen?

2.5 Satz. Die Menge Q ist schmdchtiger als die Menge R.

Beweis: Die Inklusionsabbildung Q@ — R ist injektiv. Es bleibt uns also
zu zeigen, dass keine Abbildung f : Q — R surjektiv ist. Da Q und N
gleichméchtig sind, geniigt es also zu zeigen, dass keine Abbildung N — R
surjektiv ist. Weil es eine surjektive Abbildung von R auf die Menge R,
der positiven reellen Zahlen gibt, geniigt es also auch zu zeigen, dass jede
Abbildung N — R nicht surjektiv ist.
Wir werden die unendliche Dezimaldarstellung von Zahlen in R, verwenden;
ich gehe mal davon aus, dass Sie alle intuitiv wissen, was diese Darstellung
besagt. AuBerdem miissen wir kurz iiberlegen, in wie weit diese Darstellung
eindeutig ist. Z.B. ist 1,00...=10,99... und 0,0200... = 0,0199.... Das ist
dann auch der einzige auszuspielende Trick. Wenn wir also verlangen, dass
unsere Dezimalentwicklungen niemals ab einer Stelle nur Nullen aufweisen,
dann sind diese Darstellungen eindeutig!
Gegeben also eine Abbildung f : N — R, , so mochten wir eine Zahl in
R, finden, die kein Wert von f ist. Das erledigen wir mit dem sogenannten
yzweiten Cantor’schen Diagonalverfahren“. Wir wollen diese Zahl schreiben
als 7,777 ..., indem wir die Ziffer an der Stelle vor dem Komma und die
Ziffern an den Stellen hinter dem Komma angeben: An der i-ten Stelle (die
0-te Stelle sei die vor dem Komma) stehe eine 9, falls die Zahl f(z) dort eine
Ziffer k mit 0 < k£ < 9 zu stehen hat, und es stehe dort eine 8, wenn f(7)
dort die Ziffer 9 hat. Die so definierte Zahl ist dann von allen f(7), i € N,
verschieden, denn sie unterscheidet sich von f(i) gerade an der i-ten Stelle.
O
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Noch Aufgaben zur Erholung?
2.23 Aufgabe. Welche der folgenden Mengen hat die meisten Elemente?

(1) P({1,2,3,4}),
(2) Abb({1,2,3},{1,2,3}) == {f: {1,2,3} — {1,2,3}}.

2.24 Aufgabe. Sei X eine Menge mit mindestens zwei Elementen. Dann
ist die Menge Abb(X, X) der Abbildungen von X nach X miéchtiger als
X. (Hinweis: Wenden Sie das zweite Cantor’sche Diagonalverfahren passend
an!).

2.25 Aufgabe. Sei X eine Menge. Zeigen Sie, dass P(X) und die Menge
der Abbildungen Abb(X,{0,1}) von X nach {0,1} gleichméchtig sind.
(Hinweis: Wenn Sie einer Teilmenge A von X ihre sogenannte , charakteris-
tische Funktion*

_ 0 firegA,
XA'X—>{0’1}’:E}_>{ 1 firzeA

zuordnen, haben Sie eine Bijektion P(X) — Abb(X, {0, 1}) mit Umkehrab-
bildung f +— {z | f(z) = 1} gefunden).
2.6 Literatur

Es sei wieder nur eine Mini-Auswahl gegeben:

1. H.-D. Ebbinghaus: Einfithrung in die Mengenlehre. 3. Auflage 1994.
B.I. Wissenschaftsverlag.

2. P.R. Halmos: Naive Mengenlehre. 4. Auflage 1976. Vandenhoeck &
Ruprecht.
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3 Natiirliche Zahlen, Beispiele fiir vollstindige
Induktion, rekursive Definition

Die natiirlichen Zahlen sind uns im Grunde allen geldufig, wenn auch nicht
notwendigerweise in allen Feinheiten. Im folgenden bleiben wir bei unserem
intuitiven Begreifen und beschéftigen uns ein wenig ndher mit dem Prinzip
der vollstandigen Induktion (anhand mehrerer typischer Beispiele) und mit
rekursiver Definition.

3.1 Zu den natiirlichen Zahlen: Vollstdndige Induktion
3.2 Revue von Beispielen zur vollstédndigen Induktion
3.3 Rekursive Definition

3.4 Literatur

3.1 Vollstindige Induktion

Sei N :={0,1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen. Achtung: Wir be-
trachten 0 als natiirliche Zahl, das ist nicht in allen Texten so. Wir nehmen
an, dass wir natiirliche Zahlen addieren und multiplizieren kénnen, dass wir
wissen, was , kleiner gleich“ (in Zeichen: ,<“) bzw. ,kleiner* (in Zeichen:
,<“) als Beziehung zwischen zwei natiirlichen Zahlen bedeutet. (Wir sagen
auch ,,j grofer gleich ¢ | wenn 7 kleiner gleich j¢ gilt). Alle diese Rechen-
regeln lassen sich aus einfachen Grundannahmen (sogenannten ,, Axiomen*)
ableiten, z.B. dem von G. Peano angegeben Axiomensystem. Das wollen wir
hier nicht tun, weil es ziemlich lange dauert und uns an dieser Stelle auch
nicht viel an Erkenntnis bringen wiirde. Einen Blick darauf zu werfen, kann
jedoch vielleicht interessant sein.

Peano-Axiome. Sei P eine Menge, e € P ein fest gewihltes Element und
v: P — P eine Abbildung. Es gelte:

(1) Die Abbildung v ist injektiv und e & v(P).
(2) Fiir jede Teilmenge M C P mit den Eigenschaften:

(a) e € M,
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(b) N xe M= v(x)e M,

zeP

gilt M = P.

Die Eigenschaft (1) impliziert, dass P jedenfalls unendlich ist. Die Eigen-
schaft (2) ist das ,Prinzip der vollstindigen Induktion®, welches wir gleich
fiir N nochmals formulieren werden. Wir mochten jedoch eine Idee geben, wie
wir aus den Peano-Axiomen die uns bekannten natiirlichen Zahlen erhalten
konnten. Zunéchst wollen wir beweisen, dass erstens fiir jedes x € P immer
v(xz) # x ist und dass zweitens v(P) = P ~ {e} ist. Das wird durch das
Zusammenspiel von (1) und (2) impliziert. Denn:

3.1 Aufgabe. Geben Sie eine Abbildung f : N — N an, die injektiv ist,
sodass f(N) =N~ {0} und sodass ein i € N existiert mit f(i) = 1.

3.1 Satz. A v(z) # z.

zeP

Beweis: Sei M :={x € P | v(z) # x}. Dann ist e € M; wenn x € M ist, d.h.
v(x) # z, dann ist v(v(x)) # v(x), weil v injektiv ist; d.h. es ist v(z) € M.
Nach (2) gilt somit M = P, d.h. v(z) # z fir alle x € P. O

3.2 Satz. Es ist v(P) = P~ {e}.

Beweis: Sei M := {e} Uv(P), dann haben wir zu zeigen, dass M = P gilt.
Nun ist e € M und fiir jedes x € M ist v(x) € v(P) C M. Nach (2) ist also
M =P. 0

Es liegt nun nahe, e als die Zahl 0 anzuschen, v(0) als die Zahl 1, v(r(0)) als
die Zahl 2, v(2) als 3 usw. Ferner wird man n+0 := n und n+1 := v(n) setzen;
die Abbildung v wird dann durch n +— n + 1 gegeben.. Alle Eigenschaften
der natiirlichen Zahlen {0,1,2,3, ...} lassen sich so aus den Axiomen (1) und
(2) herleiten.

Dies wird z.B. in dem beriihmten Buch von E. Landau gemacht: Grundlagen
der Analysis, 3. Auflage New York 1960. Die Darstellung ist konsequent in
dem mathematischen Telegrammstil ,, Definition, Satz, Beweis“ gehalten. Die

95



Herleitung aller iiblichen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen ist auf Seite 42
beendet; dann folgen noch die Konstruktion der rationalen Zahlen, der reellen
Zahlen und der komplexen Zahlen. Die obigen Séatze sind dort der Satz 2 und
der Satz 3.

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion formulieren wir nochmal fiir N =
{0,1,2,3,...} (wobei aus v die Abbildung N — N, n — n + 1, geworden
ist).

Prinzip der vollstindigen Induktion: Sei M C N, sodass gilt:
(a) 0 e M,
(b) Nlze M =z+1e M),

zeN
dann ist M = N.

3.3 Satz. Folgende Formulierung ist dquivalent zum Prinzip der
vollstiandigen Induktion:

Fiir jede natiirliche Zahl n sei A(n) eine Aussage (die von n abhingt). Es
gelte:

(a) A(0) ist richtig,
(b) fir jedes n € N impliziert A(n) die Aussage A(n + 1),

dann ist A(n) fir alle n € N richtig.

Beweis: Legen wir zunéchst die erste Formulierung zugrunde. Wir bilden
dann M := {n € N | A(n) ist richtig} und konstatieren: Es ist 0 € M und
fir alle z € M ist (z + 1) € M; also ist M = N, d.h. die Aussage A(n) ist
fiir alle n € N richtig.

Gehen wir umgekehrt nun von der zweiten Formulierung aus und folgern die
erste. Sei dazu M C N mit der Eigenschaft

(a) 0e M,
und der Eigenschaft

(b) ANezeM=az+1ecM.

zeN
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Als Aussage A(n) nehmen wir die Aussage ,n € M*“. Dann ist also A(0)
richtig und A(n) impliziert A(n + 1) fir alle n, also ist A(n) fir alle n € N
richtig, d.i. M = N. U

Wir brauchen noch eine weitere Version des Prinzips, weil manchmal ndmlich

die Aussage A(n) nur fiir n > ng, ng eine feste natiirliche Zahl, definiert ist.

3.4 Satz. Sei ng € N, sodass die Aussage A(n) fir alle n > ng definiert
st und sodass gilt:

(a) A(ng) ist richtig,
(b)) A Aln) = A(n+1),

n>ng

dann ist A(n) fir alle n > ng richtig.

Beweis: Wir definieren M C N als {0,1,...,n0 — 1} U {n | A(n) ist richtig}.
Dann ist 0 € M und — genau hingeschaut — gilt fiir alle n € N, dass
,n € M* die Aussage ,n + 1 € M* impliziert. D.h. M = N und somit
{n | A(n) ist richtig} D {ng,no + 1,n0 +2,...}. O

3.1 Definition. Wir nennen (a) den ,,Induktionsanfang“ und (b) den ,,In-
duktionsschritt“. Im Induktionsschritt nennen wir A(n) die ,,Induktionsvo-
raussetzung*.

Wir kénnen an dieser Stelle schon ahnen, dass ,vollstindige Induktion“ ein
wunderbares Beweisprinzip ist. Dazu geben wir jetzt ein Beispiel, bevor im
néichsten Abschnitt viele Beispiele folgen werden.

3.1 Beispiel: Fiir n > 1 sei A(n) die Behauptung:
14+42+...4n=n(n+1)/2.

Wir méchten durch vollstandige Induktion beweisen, dass A(n) fiir allen > 1
richtig ist.

Induktionsanfang: Sei ng := 1. Dann ist A(ng) richtig, denn auf jeder Seite
der Gleichung steht dann 1 fiir n = 1.

Induktionsschritt: Wir haben A(n + 1) aus A(n) herzuleiten fur n > 1.
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Wir rechnen:
142+...+n+(n+1)=nn+1)/2+ (n+1)
(nach Induktionsvoraussetzung) und
nn+1)/24+n+1)=mn+1Dn/2+1)=n+1)(n+2)/2.
Dh1+24...+(n+1)=(n+1)(n+2)/2, dasist A(n+1).

O

NB. Diese Formel 148t sich auch leicht ohne Induktion beweisen wie folgendes
Bild suggerieren soll:

31 3 14+2+3+4=4-5/2
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3.2 Weitere Beispiele fiir vollstindige Induktion

Da wir im folgenden o6fters mehrere Zahlen aufzusummieren haben, wollen
wir das der Abkiirzung der Notation dienende Summenzeichen diskutieren
(auch wenn dies direkt nichts mit dem Thema zu tun hat).

3.2 Beispiele:

(2k—1) =1+43+...+2m—1,

1 =1+1+...41 (w—mal),

=
E
<.
M+ I 1
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3.3 Beispiel: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt die Aussage A(n):

n

> @k—1)=n".

k=1

Beweis durch vollstdndige Induktion:
Induktionsanfang: n = 1: Dann besteht die Summe auf der linken Seite aus
dem einen Summanden 2 -1 — 1 = 1, und die rechte Seite ist ebenfalls 1.

Induktionsschritt: Sei n > 1. Wir haben zu zeigen, dass A(n) die Aussage
A(n + 1) impliziert. Wir rechnen

SN2k 1) = 302 - 1) 4 (2004 1) - ) =t 420+ 1) 1

(nach Induktionsvoraussetzung) und
n?+2n+1)—1=n*+2n+1=(n+1)>°

(wegen der berithmten Formel (a + b)? = a® + 2ab + b?). O

Bemerkung: Die obige Formel kénnen wir ohne Induktion mittels eines
Tricks beweisen, der, wie wir gleich sehen werden, in vielen Féllen sehr
niitzlich ist:

n—1

D(i+1)P =) =1"—0+22 -1 +3° -2+ .. +n’ - (n—1)° =n".
1=0

n—1
Und es ist (i +1)2 =% = 2 +2i +1 -4 = 2i + 1, also » (2i+1) =

=0
n

D (2i—1)=n’.

i=1

3.2 Aufgabe. Beweisen Sie durch vollstandige Induktion die Formel

zn: k> = (1/6)n(n+1)(2n +1).
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Wir miissen natiirlich eine Formel haben, wenn wir vollstdndige Induktion
anwenden wollen. Deshalb stellt sich die Frage, wie konnen wir fiir vorgegebe-
nen Exponenten r eine ,,gute“ Formel fiir

>
k=1

finden?

Mit einer Variante von obigem Trick wollen wir das fiir » = 2, also die Summe
der ersten n Quadratzahlen (wie in der Aufgabe), demonstrieren:
Es gilt: (i +1)® — ¢*> = 3i* 4+ 3i + 1 (Binomiallehrsatz im néchsten Kapitel).

Also bilden wir

(n+17°=> ((i+1)* - Zz +3Z )+n+1.

n

Es folgt: » i = (1/3)((n + 1)* = 3n(n + 1)/2 — (n + 1)) =
(1/6)(71—1—21())( 20n+1)?=3n—-2)=(1/6)(n+1)(2n* +4n+2 —3n —2) =

= (1/6)n(n +1)(2n* +n) = (1/6)n(n + 1)(2n + 1).

n

D.h. Y k* = (1/6)n(n+1)(2n+1). (N.B. Zk2 il&). O
k=1

k=1
Auf dhnliche Weise konnten wir jetzt eine Formel fiir

30
k=1
4

finden. Wir miissen nur in der Lage sein (i + 1)* — ¢
schaffen wir es. Probieren Sie doch einfach mal ?

auszurechnen, dann

3.3 Aufgabe. Die geometrische Summe.
Sei ¢ eine reelle (oder komplexe) Zahl, sei ¢ # 1; dann gilt:

n

Y@ =1+q+@+.. . +¢"=1-¢"")/(1-q).
=0
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3.4 Aufgabe. Sei g : N — N definiert durch

{ x/2  falls x gerade,
T =

x4+ 1 falls x ungerade.

Zeigen Sie, dass es fiir jede natiirliche Zahl n > 1 eine natiirliche Zahl k
gibt mit ¢g*(n) = 1 (das ist das Beispiel 2.14 ). Hinweis: Formulieren Sie die
Behauptung, die Sie durch Induktion beweisen wollen, passend!

Hier folgen endlich noch ,,etwas andere® Induktionsbeweise:

3.5 Satz. Fine Menge M mit n Elementen hat genau 2" verschiedene
Teilmengen. (Also P(M) hat 2™ Elemente).

Beweis: Wir versuchen eine Induktion nach der Anzahl n der Elemente von
M.

Induktionsanfang: n = 0, d.h. M = &; dann hat P(M) genau 2° = 1 Ele-
mente, das einzige Element ist ndmlich @.

Induktionsschritt: Sei n > 0, die Aussage bedeutet fiir n, dass eine Menge
mit n Elementen genau 2" verschiedene Teilmengen hat. Sei nun M eine
Menge mit n + 1 Elementen. Der Einfachheit halber nehmen wir
M = {1,2,...,n,n + 1} an. Die Teilmengen A C M teilen wir in zwei
Sorten ein:

1. Sorte: A C {1,2,...,n},
2.Sorte: A ¢ {1,2,...,n},dh.n+1 € Aund A = (AN{1,2,...,n})U{n+1}.

Von der ersten Sorte gibt es nach Induktionsvoraussetzung 2"; aber auch von
der zweiten Sorte gibt es 2", weil AN {1,2,...,n} eine beliebige Teilmenge
von {1,2,...,n} sein kann. Also gibt es

2" 42" =2.2" =2t

verschiedene Teilmengen von M (da keine Menge der ersten Sorte von der
zweiten Sorte ist und umgekehrt). OJ

3.6 Satz. Sei M eine Menge mit k Elementen und N eine Menge mit n
Elementen. Dann gibt es n* verschiedene Abbildungen von M nach N, d.h.
Abb(M, N) hat n* Elemente.
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Bevor wir den Beweis dieses Satzes fiihren sei angemerkt:
Die Menge Abb({1,2,...,k},{0,1}) ist nach Aufgabe 2.25 gleichméchtig mit
P({1,2,...,k}), hat also 2% Elemente nach jedem der beiden Sitze!

Die Aussage des Satzes kann in suggestiverer Weise umformuliert werden:
Wir betrachten N = {1,2,...,n} als Alphabet mit n Buchstaben. Eine Ab-
bildung von {1, ..., k} nach N zu definieren, bedeutet, ein erstes Element von
N als Wert der Abbildung in 1 zu wéhlen, dann ein weiteres Element von N
als Wert der Abbildung in 2, usw. D.h. wir bilden ein Wort mit k Buchstaben
aus dem Alphabet N. Wir konnen also den Satz so umformulieren:

Uber einem Alphabet mit n Buchstaben gibt es n* Worter der Lénge k.

3.4 Beispiel: Sei N = {a,b,c}, also n = 3. Die Worter der Lénge 1 iiber
diesem Alphabet sind a, b, ¢; das sind 3. Wenn man an jedes Wort der Lénge
1 einen Buchstaben anhéngt, bekommt man alle Wérter der Liange 2:

alaa ab ac

b|lba bb bc
clca cb cc
Das sind 32.

Beweis des Satzes: Wir folgen der Beweisidee des Beispiels. Sei n fest, dann
beweisen wir durch Induktion: Fiir £ > 0 gibt es n* Wérter der Linge k.

Induktionsanfang: Fiir k¥ = 0 gibt es nur das leere Wort ( ), also n® = 1
Worter.

Induktionsschritt: Fiir & > 0 gibt es n* Worter der Linge k; wenn wir an
jedes dieser Worter einen der n Buchstaben anhéingen, bekommen wir alle
Worter der Lange (k+ 1).

n Wahlen fiir a1,

alag...ak

Also bekommen wir n* - n = n**! Wérter der Linge (k + 1).

3.5 Aufgabe. Variieren wir doch den Sachverhalt ein wenig:
(i) Angenommen wir haben k Alphabete M; mit jeweils n; Buchstaben, i =
1,..., k. Jetzt sollen wir alle Worter der Lénge & bilden, wobei wir den i-ten
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Buchstaben aus M; wihlen miissen. Wieviele solche Worter gibt es?
(ii) Wieviele Elemente hat das cartesische Produkt M; x ... x M}, wenn es
denn (wie 2.2 vorschldgt) ,,ordentlich“ definiert ist?

3.6 Aufgabe. Wieviele nichtleere Worter der Lange < 5 iiber dem Morseal-

phabet {—, -} gibt es?
3.3 Rekursive Definition

Wir werden uns darauf beschrénken, einige — mehr oder weniger einfache —
Beispiele zu betrachten. Doch auch diese konnen es schon in sich haben.

Sei P eine Menge (sei z.B. konkret P gleich der Menge der rationalen Zahlen).
Sei nun ay € P fest gewahlt, sei ¢ : P — P eine Abbildung. Dann kénnen
wir eine Folge von Elementen

(ag,ar,as, ..., a;...)

bilden mit a;y1 := p(a;) fiir ¢ > 0. Das heifit, wir geben ag vor und rechnen
a;+1 aus a; durch Einsetzen von a; in ¢ aus (fir ¢ > 0). Das ist eine besonders
einfache Methode, denn offensichtlich ist a; = ¢(ag), a2 = ¢(a1) = ¢(p(ao))
und allgemein a;1; = ¢ (ay) (wie man sich formal durch vollstindige In-
duktion klarmachen kann). Aulerdem kennen wir diesen Vorgang schon vom
Iterieren einer Abbildung (vergl. Definition 2.12).

3.5 Beispiel: Sei ap ;=1 und ¢ : Q — Q, =z — (1/2)z + 2, dann ist der
Beginn der Folge (1,5/2,13/4,...).

3.7 Aufgabe. Geben Sie eine explizite Formel fiir das i-te Glied a; der
Folge an, ¢ > 1. Gilt ajgg > 47

3.6 Beispiel: Ein noch einfacheres Beispiel ist im Beweis von Satz 3.5 ver-
steckt. Sei a,, die Anzahl der Teilmengen einer Menge mit n Elementen. Dann
haben wir dort insbesondere die Formel a,,.1 = 2a,, gezeigt. Mit ag = 1 ist
damit die Folge (1,2,4,8,...) definiert.

Jetzt wollen wir diese Art von Konstruktion einer Folge etwas komplizierter

gestalten. Wir konnten fiir jedes ¢ eine andere Funktion ¢; wéhlen, um a;,
durch a;y1 = @;(a;) auszurechnen:
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3.7 Beispiel: Sei ¢;(z) = (1/(j + 1))z + 1. Dann erhalten wir mit ag = 1
die weiteren Folgenglieder a1 = pg(ag) = 2, az = ¢1(2) = (1/2)2 + 1, a3 =
(1/3)2 + 1, usw.

3.4 Definition. Diese Art der Definition nennen wir ,rekursive Defini-
tion“. Die Vorgabe von ag ist der ,,Rekursionsanfang® und die Bedingung
a;i+1 = ¢(a;) (oder p;(a;)) die ,Rekursionsformel“.

Der Phantasie nach mehr sind keine Grenzen gesetzt:

3.5 Definition. Folge der Fibonacci-Zahlen.

Sei fo ;=1 und f; := 1; fiir ¢ > 0 sei fi;o = fi + fir1. Die Zahl f; nennt
man i-te Fibonacci-Zahl. Die Folge beginnt also so: (1,1,2,3,5,...).

(Die Vorgabe von fy und f; ist der Rekursionsanfang und f;1o = fi + fis1
die Rekursionsformel.)

3.8 Aufgabe. Geben Sie die Fibonacci-Zahl fi5 an!

In Kapitel 6 werden wir uns ausgiebiger mit den Fibonacci-Zahlen beschéfti-
gen und insbesondere eine explizite Formel herleiten.

Es war Leonardo Pisano ,,Fibonacci®, der die Folge dieser Zahlen im Jahre 1202
in einem Buch aufgestellt hat und zwar als Kaninchenaufgabe:

Jemand gibt mir ein neugeborenes Kaninchenpaar. Dieses bekommt nach
zwei Monaten ein weiteres Paar als Nachwuchs und danach in jedem folgen-
den Monat ein Paar. Jedes neue Paar verhélt sich ebenso. Wieviele Paare
habe ich (jetzt beginne ich doch tatséchlich bei 1 zu zdhlen) nach 12 Monat-
en?’
Monat
Paar

1 2 3 45

11 2 3

Wir kénnen also f, nur berechnen, indem wir zuriicklaufen und erst alles
svor® f, berechnen. Dass wir wirklich fiir jede natiirliche Zahl n eine Zahl f,
definiert haben, kénnen wir mit vollstdndiger Induktion einsehen (Das gilt
entsprechend fiir all unsere Definitionen durch Rekursion):

Sei A(n) die Aussage: Fiir 0 < i < n kennen wir f;. Dann sind A(0) und
A(1) richtig. Ist A(n) richtig (n > 1), dann ist A(n + 1) richtig, denn f, 11 =
fn_1 + fn kennen wir dann. Also kennen wir alle f,,.
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Die Fibonacci-Zahlen sind ubiquitér; zwei Aufgaben dazu?

3.9 Aufgabe. Sei g, die Anzahl der Worter in den Buchstaben 0, 1 der
Lénge n (n > 1), die folgende Bedingung erfiillen: Nach einer 1 folgt immer
eine 0, nach einer 0 folgt eine 1 oder eine 0. Beispiel: Die Worter der Léange
1 sind 0 und 1; die Wérter der Lange 2 sind 01, 00, 10.

Zeigen Sie, dass g,+2 = gn + gns1 gilt fiir n > 1.

3.10 Aufgabe. Betrachten wir nochmal die Abbildung g : N — N von
Beispiel 2.14. Also

x/2  fir z gerade,
g(z) =

x+ 1 fir z ungerade.

Fiir n € N sei a,, die Anzahl der x € N mit ¢""!(x) = 1, aber ¢*(x) # 1 fiir
0<k<n+1.

Dann ist a,, = f,, der n-ten Fibonacci-Zahl.

(Anmerkung: Diese Aufgabe habe ich aus einem Artikel, den ich leider nicht
wiederfinden kann. Der Autor dieses Artikels moge entschuldigen, dass ich
keine Referenz geben kann. Sollte er (oder ein anderer) mir die Referenz
geben, dann wird sie hier eingefiigt!)

Die Phantasie will noch ,,Meer*:

Eine Folge (ag, a1, az, ...) von Elementen von P ist ja nichts anderes als eine
Funktion a : N — P mit a(i) = a;. Wir konnten also auf die Idee kommen,
auch Funktionen b : N x N — P rekursiv zu definieren.

Das versuchen wir auch (fiir P = N):
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Wir wollen uns dies mit einem unendlichen Spielbrett veranschaulichen, wo
wir die Felder mit (0,0), (1,0),(0,1),... bezeichnen:

Feld (4, 3)
4
Feld (6,2)
3 /
9 yd
1
n

Die schraffierten Felder sind genau die echten Vorgénger von Feld (4, 3).

Stellen wir uns nun vor, wir haben schon fiir alle echten Vorgénger (¢, m) von
(4,3) eine Zahl (¢, m) erkldrt. Dann kénnten wir z.B. §(4,3) = ((4,2) +
B(3,3) setzen; allgemeiner kénnten wir den Wert 3(k + 1,n + 1) durch einen
Ausdruck in den Werten (¢, m) fiir alle echten Vorgénger (¢,m) < (k+1,n+
1) von (k+1,n+1) definieren. Es folgen zwei Beispiele zu diesem Verfahren:

3.8 Beispiel: Es gibt genau eine Funktion #: N x N — N mit folgenden
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Eigenschaften:

(i) B(0,n) = B(k,0) =1 fiir alle k, n € N,
(i) fir alle (k,n) mit £ > 0 und n > 0 gilt

Blk+1,n+1)=p0pk+1n)+B(kn+1).

Beweis: Wir schauen auf unser Spielbrett: Auf die Felder (0,n) und (k,0)
schreiben wir eine 1 = 3(0,n) = B(k,0). Die Formel in (ii) erzwingt dann
nacheinander, was wir auf die Felder (1,n) als 3(1,n) zu schreiben haben;
danach wenden wir uns den Feldern (2,n) zu usw. Das Vorgehen wollen wir
nicht ganz formal beschreiben, sondern wir appellieren an unsere Intuition.
Hier ist das Bild (zu ergénzen zu einem ,,Meer® von Zahlen):

A
[
\
[
[

\
\
\

3 1 4 | 10 | 20—

Auch dieses Verfahren ist eine Definition durch Rekursion. In dem konkreten
Falle ist die Vorgabe der Zahlen 5(0,n) = ((k,0) = 1 der Rekursionsanfang
und G(k+1,n+1) = B(k+1,n)+ G(k,n+ 1) die Rekursionsformel. Es ist an
dieser Stelle nicht so einfach, eine explizite Formel fir die 5(k,n) zu finden,
im néchsten Kapitel schon. O

3.11 Aufgabe. (Die Stadtteilaufgabe ist ein Steckenpferd von mir, sie wird
nochmals auftauchen).
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Man stelle sich einen regelméfligen Stadtteil vor wie folgt:

Wieviele Moglichkeiten gibt es dann, ohne Umwege von der Ecke A zur Ecke

B zu gelangen?

B

Y

5 Blocks i

7 Blocks e

Hinweis: Man iiberlegt sich, dass man die Ecke (k + 1,n 4+ 1) nur iber die
Ecke (k4 1,n) oder iiber die Ecke (k,n + 1) erreichen kann. Daraus ergibt
sich eine Rekursion. (Fiir k£ Blocks in der einen und n Blocks in der anderen
Richtung bekommen wir wohl 5(k,n) als Antwort).

3.9 Beispiel: Es gibt genau eine Funktion b : N x N — N mit folgenden
Eigenschaften:

(i) b(0,n) =1 fiir alle n > 0 und b(k,0) = 0 fiir £ > 0 (Rekursionsanfang),

(i) b(k+1,n+1) =b(k+ 1,n) + b(k,n) fiir k, n > 0 (Rekursionsformel).
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So DOES AL THAT EXPLAN
WHY THIs BikE POESN'T
FAL. ovEr?

TOUR DE FRANCE

Beweis: Wir schauen auf das Spielbrett:

ol
I
3 1 3 3 1 0 0
ol
I
2 1 2 1 0 0 0
o
I
1 1 1 0 0 0 0 0
o
I
1 0 0 0 0 0 0

O

Bemerkung. Die Zahlen b(k, n) sind die Binomialkoeffizienten (}) (gelesen:
,n iiber k), die wir im néchsten Kapitel ausgiebig studieren werden. Aufler-
dem ist doch eine Verwandtschaft zwischen dem Zahlenschema der 5(k,n)
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und der b(k,n) zu sehen?

3.4 Literatur

Zusétzlich zu dem Klassiker von E. Landau, auf den schon im Text hingewiesen
wird, kann empfohlen werden:

2. H.D. Ebbinghaus u.a.: Zahlen. Grundwissen Mathematik 1. Zweite Au-
flage, Springer-Verlag 1988.
Dieses Buch enthélt einige fiir den Anfinger noch nicht geeignete Pas-
sagen. Doch es erzdhlt {iber Zahlen von der Antike bis heute und
beschreibt auch die Herleitung der Eigenschaften der natiirlichen Zahlen
aus den Peano-Axiomen.

Fiir spéter empfohlen — nicht fiir jetzt:

3. J.H. Conway: On Numbers and Games, Academic Press 1976.
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4 Binomialkoeffizienten

Zuallererst treffen wir eine implizite Festlegung der im Titel genannten Zahlen.

4.1 Definition. Fiir die natiirlichen Zahlen k, n sei (Z) (gelesen ,n iiber
k“) die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge mit n Elementen.
Diese Zahlen werden aus Griinden, die noch zur Geniige sichtbar werden,
,Binomialkoeffizienten“ genannt.

4.1 Beispiel: (i) Esist ({) = 1, denn jede Menge hat genau eine Teilmenge
mit 0 Elementen, ndmlich die leere Menge.

(ii) Ganz klar ist (}) = 0 fiir k& > n; ferner ist (") = 1.

(iii) Die Anzahl der 1-elementigen Teilmengen einer Menge mit n Elementen
ist (7) =n.

4.1 Aufgabe. Berechnen Sie (g) und (;1)

Wir werden gleich sehen, dass die so definierten Zahlen mit den Zahlen b(k, n)
von Beispiel 3.9 iibereinstimmen. (Damit ist alles wieder im Lot, denn diese
b(k,n) hatten wir auch schon als Binomialkoeffizienten bezeichnet).

In diesem Kapitel werden wir das Steckenpferd reiten, eine Reihe von Eigen-

schaften der (Z) zu entwickeln — ohne zunéchst eine explizite Formel fiir (Z)

zu suchen. Insbesondere werden wir so auch den Binomiallehrsatz beweisen
(d.h. wie man (a + b)" = a"+7? ausrechnet). Zum Schluss erst werden wir
die iibliche explizite Formel fiir die (Z) aus den entwickelten Eigenschaften
ableiten.

Das Kapitel unterteilt sich wie folgt:
4.1 Symmetrie der Binomialkoeffizienten.
4.2 Die Rekursionsformel fiir die Binomialkoeffizienten.
4.3 Das Pascal’sche Dreieck.

4.4 Das Galton-Brett.
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4.5 Die Stadtteilaufgabe: Weiterer Auftritt.
4.6 Der Binomiallehrsatz.

4.7 Von der Rekursionsformel zur expliziten Formel der Binomialkoeffizen-
ten.

4.8 Literaturliste.

Appendix: Eine Rekursionsformel fiir > £".
k=1

4.1 Symmetrie der Binomialkoeffizienten

4.1 Satz. Fir 0 < k <n gilt (Z) = (nfk)

Beweis: Die Zahl (Z) ist die Anzahl der k—elementigen Teilmengen einer
n—elementigen Menge M, z.B. M = {1,2,...,n}. Sei A C {1,...,n} und A
habe k Elemente. Dann konnen wir die Teilmenge A von M auf zwei Weisen
beschreiben:

(i) Wir geben die Elemente von A direkt an (z. B. durch Ankreuzen).

(ii) Wir geben alle Elemente von M an, die nicht Elemente von A sind (z.
B. durch Einkreisen).

4.2 Beispiel: M ={1,2,3,4,5}, A={2,3},

entweder {1,2,%,4,5} oder {@D,2,3,@,0}

Ob wir A beschreiben oder das Komplement von A in M (d.h. die Menge der
Elemente von M, die nicht zu A gehoren), hat also den gleichen Informations-
gehalt. Deswegen gibt es genau so viele k—elementige wie (n— k)—elementige

Teilmengen von M, d.h. (Z) = (nfk) -

4.3 Beispiel: Ob wir beim Lottospiel 6 aus 49 ankreuzen oder 43 aus 49
einkreisen ist egal.
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Anmerkung: Mithilfe von Abbildungen kénnen wir den Sachverhalt auch
so darstellen: Mit Ej, k eine natiirliche Zahl mit k < n, sei die Menge der
k—elementigen Teilmengen von M bezeichnet. Dann ist By, — E,,_j, A —
M~ A, (M~ A das Komplement von A in M) eine bijektive Abbildung (mit
Umkehrabbildung E, , — Ej, B — M ~ B), also haben Ej und E,,_
gleich viele Elemente.

4.2 Rekursionsformel fiir die Binomialkoeffizienten

4.2 Satz. Die Zahlen (Z) geniigen der Rekursion mit dem Rekursionsan-
fang

(g)zlfdrallenENund(g):0fijrallek€Nmitk>0.

und der Rekursionsformel

(ZE) = (Z) + (kil) fiir alle k,n > 0.

Beweis: Mit den Beispielen haben wir den Rekursionsanfang schon nachgewiesen.
Die Rekursionsformel sehen wir wie folgt ein (gleiche Beweisidee wie bei
Satz 3.5):
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Sei M ={1,2,...,n,n+ 1}. Dann teilen wir die (k¥ + 1)—elementigen Teil-
mengen A von M in zwei Sorten ein:

Sorte (i): n+1¢ A, dh. AC{1,2,...,n},
Sorte (ii): n+1€ A, dh. A=(ANn{L,2,...,n})U{n+ 1}.

Es gibt also (kil) Mengen der Sorte (i) und (}) Mengen der Sorte (ii), weil

in Sorte (ii)) AN{1,2,...,n} genau k Elemente hat. Also gilt:
n+1 n n
(kil) = (i) + (k+1)
0

Somit wissen wir insbesondere, dass die (}) gleich den Zahlen b(k,n) von
Beispiel 3.9 sind.

Wir zeigen nochmal das Zahlenschema auf dem unendlichen Brett:

o
W
3 1 3 3 1 0 0
7 4
W
2 1 2 1 0 0 0
74
W
1 1 1 0 0 0 0 0
7 4
W
1 0 0 0 0 0 0

gilt. (Hinweis: Satz 3.5).
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4.3 Das Pascal’sche Dreieck

Statt in dem Zahlenschema von eben mit n nach oben zu gehen, kénnen wir
mit n auch nach unten gehen und bekommen das Zahlenschema der (

folgender Form:

Kl ol 1] 2] 3
n
ol 110l o0]o0
|
Y
BEREEEEEE
N
2111721110
N
31113 3/1
411 4] 6|4
5 111 5|10/ 10

Die Koeffizienten (Z) # 0 konnen wir dann in Dreiecksgestalt ordnen:
1
1 / \ 1
NN
N NN
IINNSNSN

Das ist das nach B. Pascal benannte Pascal’sche Dreieck. (Es war nur meine
Rekursionsystematik, die uns das beriihmte Dreieck etwas umstandlich erre-

ichen lief§ ).
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4.4 Das Galton-Brett

Man stelle sich folgende Situation vor: An einem senkrechten Brett befinden
sich Stifte wie folgt in Dreiecksform angeordnet:

0 oo ¢ ...................................
USSR r‘j .............................
TR O Y S SO

s rwr‘;rw ..................

Plitze i = 0,....5

Auf den obersten Stift fillt eine Kugel, die mit Wahrscheinlichkeit 1/2 jeweils
nach links oder rechts fillt; sie trifft dann auf den néchsten Stift, wo die
Ablenkung nach links oder rechts in gleicher Weise stattfindet, usw.

Wir fragen: mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich die Kugel nach
Durchlaufen unseres Brettes auf Platz ¢, ¢t =0,...,5 7

Antwort: (7)/2°.

Denn: Wenn wir ganz viele Kugeln (sagen wir N) durchlaufen lassen, konnen
wir uns vorstellen, dass an jedem Stift gleich viele nach links und nach rechts
laufen. Damit haben wir das Bildungsgesetz des Pascal’schen Dreiecks, nur
dass wir die Kugeln entsprechend aufteilen miissen.
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Fir N =1 erhalten wir in unserem Beispiel-Brett (f) /2° Kugeln auf Platz i
— jetzt als Wahrscheinlichkeit zu interpretieren.

Erinnerung: In Aufgabe 4.2 haben wir gezeigt, dass fiir jedes natiirliche
n > 0 die Summe (}) 4+ (7) +- -+ (¥) = 2" ist. Deswegen ist also 1/2° ((8) +

(‘;)) + -4 (g)) = 1 — wie es sich fiir die Summe der Wahrscheinlichkeiten

(?)/25; i=0,...,5, eben gehort.

4.5 Stadtteilaufgabe

Hier sehen Sie einen regelmissig angelegten Stadtteil (die geraden Linien
deuten Strassen an, die Késtchen Blocks).

B

m
Blocks

\

[\ J/

~~
A n Blocks

4.3 Aufgabe. Zeigen Sie, dass es (m;”) Moglichkeiten gibt, ohne Umwege
von A nach B zu gelangen. '
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4.4 Aufgabe. Beweisen Sie folgende Formel
L n\ 2 2n
S (0= ()

(a) indem Sie iiberlegen, wie n-elementige Teilmengen von {1,2,...,2n}
,aussehen*,

(b) mit der Stadtteilaufgabe.

Idee zu (a): Jede n—elementige Teilmenge von {1,2,...,2n} kann in ein-
deutiger Weise als Vereinigung einer i—elementigen Teilmenge von {1,... n}
und einer (n — i)—elementigen Teilmenge von {n + 1,...,2n} fiir geeignetes
t beschrieben werden.
Idee zu (b):
)
Blocks C(i
0
(
n Bxlgcks

Jeder umweglose Weg von A nach B geht genau durch eine Ecke C(i) mit
den Koordinaten (i, — ). Sei n(i) die Anzahl der Wege durch C(7). Dann
ist nach Aufgabe 4.3

=0

Wir miissen also nur noch n(i) als (7;) erkennen. Das sollte nicht so schwierig
sein!
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4.5 Aufgabe. Zeigen Sie die Formel
k
n+j n+k+1
DICURIGHY

durch vollstandige Induktion iiber k (oder auch mit Stadtteiliiberlegungen).

uls"
-V \\:\I
\
_..!LL.L’\H
\p/um\k\”

4.6 Binomiallehrsatz

Dem Pascal’schen Dreieck begegnen wir sofort wieder in der Herleitung des
Binomiallehrsatzes.

4.3 Satz. Sein eine natirliche Zahl, seien a,b reelle Zahlen. Dann gilt:

(a+b)" = zn: (B)a"*ok .

k=0
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Erinnerung: Ist a reell, n natiirlich, dann ist

1 falls n =0,
a =
a-...-a fallsn>1.

——

n—mal

Anmerkung: Im Folgenden benutzen wir stillschweigend eine Reihe von
Rechenregeln fiir das Rechnen mit reellen Zahlen! (Folgerichtig gilt Satz 4.3
dann in jedem Zahlenbereich, in dem nach diesen Regeln gerechnet wer-
den darf). Rekapitulieren Sie doch nach dem Beweis von Satz 4.3 einige der
benétigten Regeln!

Beweis durch Induktion nach n:

n=0: (a+0b)"=1, andererseits besteht

0
> ()a’ kb aus dem einen Summanden (§)a’® =1 .
k=0

Also ist die Aussage fiir n = 0 richtig.
n=1: (a+0b)!'=(a+0)

1
S ()ar ok = ([)a'? + (})a’ =a+b.

n =2 : Dann liegt die beriihmt-beriichtigte Formel
(a+ b)*> = a® + 2ab + b*
vor.

Damit haben wir dem Induktionsanfang mehr als Geniige getan.
Induktionsschritt: Wir nehmen n > 0 an und gehen von
(a+0)" =3 (})a"*v*
k=0
aus. Wir multiplizieren diese Gleichung auf beiden Seiten mit (a + b) :
(@t = (£ Qa9 0+ )

k=0

Auf der linken Seite haben wir dann (a + b)"™! (nach Definition).
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Wir wollen nun zeigen, dass die rechte Seite gleich

n+1

S (n-ll-l)an-l—l—kbk

ist.
Die rechte Seite rechnen wir so aus, dass wir jeden Summanden der Summe

n
> (Z) a™ *b* mit jeweils @ und b multiplizieren und , geschickt“ zusammen-
k=0

fassen wie folgt (Pascal-Dreieck):

()a™ + (a7 + (5)a" % + ... + (1y)ab" "t + ()0

Joa Ncb S a Nob S a Nb Sa Nd
("ghartt + ("Thame + (" L + (" hab + (et
m. a. W.:

Wir multiplizieren jeweils (})a"*0" mit b und ()" *"0**! mit a und
addieren:

(n)an—kbk b4+ ( n )an—k—lbk-‘rl .a =

k k+1

_ ((n n n— _ (n+1\ nt+l—

= ((1) + (o) @ o+t = () am -t
wegen der Rekursionsformel fiir die Binomialkoeffizienten (k =0,...,n—1).
Die Summanden ("{*)a™*! und (Zﬁ)b”“ (Rand des Pascal-Dreiecks) bekom-

men wir dagegen wie angedeutet. Mit dem Summenzeichen zusammengefasst

erhalten wir also
n+1

(CL + b)n-‘,—l — Z (n—:l)an—l—l—rbr )

r=0
O

NB. Fiir diesen Beweis brauchten wir keine explizite Formel fiir die Binomi-
alkoeffizienten zu kennen.

Anmerkung: Es ist eleganter und auch klarer, den Induktionsschritt unter
rigoroser Benutzung des Summenzeichens durchzufithren. Wenn Sie diese
Rechnung sehen wollen — hier folgt sie:
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(f (") a"‘kbk) (a+b) =

k=0

n

— Z (Z)an+1fkbk + i (Z)anfkkarl

k=0 k=0
n n—1
— (g)anJrl + Z (z)anJrlfkbk 4 Z (Z)an—kbk+1 +(Z)bn+1
k=1 k=0

~\~
Den Laufindex d&ndern wir hier:
£:=k+1, dann lauft £ von 1 bis n.

_ (g)anJrl + i (z)anJrlfkbk + i (€ﬁ1>an+178b£ +(Z)bn+1
k=1 =1

N J/

~
setze jetzt wieder k:=/

= (Mar + z": (T)am+i-kp + Z": (.7 )ar Ry 4 ()
=1 =1
_ an-i—l + i ((:) + (]gil)) an—i—l—kbk + bn+1
=1

_ an-l—l + Z (n;rl)anJrlfkbk_'_anrl
k=1

n+1
— Z (nzl)anﬂ_kbk '
k=0

4.6 Aufgabe. (a) Berechnen Sie (14 1)" nach dem Binomialsatz. Interpre-
tation? (Vergl. Aufgabe 4.2)

(b) Berechnen Sie nun (1 — 1)” und folgern Sie, dass fiir n > 1 die Formeln

gelten.
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4.7 Von der Rekursionsformel zur expliziten Formel
der Binomialkoeffizienten

Es ist giinstig, gleich zu Beginn dieses Abschnitts folgende Festsetzung zu
treffen:

4.2 Definition. n Fakultdt.
Sei n € N, dann definieren wir rekursiv n! (gelesen: n Fakultét) durch

(i) 0l :=1,

(i) (mn+1):=(mn+1)-(n!) firn>0.

4.4 Beispiel: 1! =1-(0)=1,2!=2-(1!) =2, 3 = 3. (2!) = 6. Allgemein
istnl=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1.

4.7 Aufgabe. Berechnen Sie 10!.

4.4 Satz. Es ist (g) =1 und fir1 <k ist

(Z) _ n-(nfl)-.k.!-(nfk+1)

1

tion (tatséichlich ein Polynom) f: R — R, f(z) := Y (})z*. Diese Funk-

Beweis: Mit den Binomialkoeffizienten (g), ("), ce (Z) bilden wir die Funk-

tion kennen wir nach dem Binomiallehrsatz ,gut®, denn

n

I+a)" =3 ()" = f(=).

k=0

Setzen wir auf beiden Seiten der Gleichung

x = 0, so erhalten wir:

Jetzt differenzieren wir einmal auf beiden Seiten, wir erhalten

n(l+z)" =) +2(3)z+30G)2*+...
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und, indem wir wieder z = 0 setzen, bekommen wir

() =n (=57).

Da das so gut lauft, differenzieren wir nun k-mal auf beiden Seiten:
nn—1)...(n—k+1)(1+z)" =)&)+ (k+1)-k-...-2- (1 )z +...

Mit z = 0 ergibt sich:
(n) _ n(n—1)...(n—k+1)
k) = k!

Diese Herleitung funktioniert fiir 1 < k < n. Die Formel ist aber auch fiir
k > n richtig, denn im Z&hler kommt dann 0 als Faktor vor. ([l

Anmerkung: Im néchsten Kapitel ,,Kombinatorik® bringen wir eine direk-
tere und anschaulichere Herleitung der expliziten Formel der Binomialkoef-
fizienten.

4.8 Aufgabe. (a) Berechnen Sie (469).

(b) Berechnen Sie (ig).

4.9 Aufgabe. Uberzeugen Sie sich mit den expliziten Formeln von der Sym-
metrie und der Rekursionsformel der Binomialkoeffizienten.

4.5 Satz. Fir 0 <k <n ist
n n!
(k) = &Y ((n—k)!)

Beuweis: Ist k = 0, so ist die rechte Seite n!/n! =1, also () = 1. Fiir k > 1
ist n! = nn—1)...(n —k+ 1)((n — k)!), also kénnen wir in dem Bruch

WL,C),) die Zahl (n — k)! wegkiirzen und erhalten

() = Hotsfocken)

O

4.10 Aufgabe. In einer zehnkopfigen Kommission hat jedes Mitglied eine
Stimme. Wieviele mogliche Mehrheiten (Teilmengen von mindestens 6 Ele-

menten gibt es?
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4.11 Aufgabe. Zeigen Sie allgemeiner: In einer 2n-kopfigen Kommission
gibt es

(2= ()
Moglichkeiten der Mehrheitsbildung.

Appendix

Eine Rekursionsformel fiir > k"
k=1

Rufen wir uns die Uberlegungen im Anschlufl an Aufgabe 3.2 in Erinnerung.

Wir hatten eine Moglichkeit gesehen, eine Formel fiir Y &? zu finden:
k=1

Nach dem Binomiallehrsatz konnen wir ausrechnen:

(i4+1)" —d* = 4i® +6:% +4i + 1.

Damit ergibt sich

n n n n n

m+D)' =Y (((+1)* =) =4(X @) +6(X @) +4(> i)+ > 1.

=0 =0 1=0 =0 =0

Zur Abkiirzung setzen wir
S(r):= > k".
k=1

(Anmerkung: Fiir r > 1ist > k"= > k", nur > k° = S(0) + 1).
k=1 k=0 k=0

Also gilt:
(n+1)* =45(3) +65(2) +4S(1) + S(0) + 1.

Diese Gleichung kénnen wir nach S(3) auflésen und bekommen

S(3) = %((n +1)* —65(2) —4S(1) — S(0) —1).

4.12 Aufgabe. Beweisen Sie S(3) = (5(2))%
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4.6 Satz. Man kann rekursiv eine Formel fir S(r) finden wie folgt: Rekur-
sionsanfang ist S(0) = n, die Rekursionsformel ist

Str+1) = L((n+1)r*2 = Y ("2)S(0) - 1)

=0

Beweis: Wir spielen den Trick allgemein durch.

n n r+2
(TL -+ 1)r+2 — z ((Z + 1)r+2 _ Z'r—i—?) — Z ( i (r—g?)ir+2_g) _
=0 i=0 (=1
T+2 n r+2
(S ey = 145 )50 42— 0 =
=1 =0 =
r+2 1
=1+ (2 )Str+2-0=1+3 ("13)S(k).
=1 k=0
Auflésen nach S(r + 1) ergibt die behauptete Formel. ]

4.8 Literaturliste

Zu den Binomialkoeffizienten und dem Binomiallehrsatz findet man etwas in
den meisten Lehrbiichern zur Analysis oder zur Kombinatorik.

1. H. v. Mangoldt, K. Knopp: Einfithrung in die Hohere Mathematik.
Band I. Viele verschiedene Auflagen.

Dieses Buch ist ehrwiirdig-alt; in dem hier relevanten Kapitel ,, Kom-
binatorik“ ist die Darstellung ausfiihrlich und sehr angenehm.

2. I. Anderson: A first Course in Combinatorial Mathematics. 2. Auflage.
Clarendon Press, 1989.

Empfohlen zum Appendix:

3. G. Pdlya: Vom Losen Mathematischer Aufgaben. Birkhduser Verlag,
1966.
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5 Ein Blick in die Kombinatorik

Gegeben sei eine Anzahl von Objekten und eine Reihe von Regeln, aus diesen
Objekten ein Arrangement zu bilden. Dann kénnen wir uns die Frage stellen,
gibt es iiberhaupt ein solches Arrangement wie verlangt? Und, wenn ein
solches Arrangement moglich ist, wieviele gibt es?

5.1 Beispiel: Auf wieviele verschiedene Weisen kann ich einen 500-Euro-
schein in kleinere Scheine wechseln, wenn mir von jeder Sorte beliebig viele
zur Verfiigung stehen? Das Problem kann in die folgende mathematische
Form gebracht werden:

Finde die Anzahl der 6-Tupel natiirlicher Zahlen (zy,xs,...,26) mit
521 + 1029 4+ 2023 4+ 5024 + 10025 + 20024 = 500.

5.2 Beispiel: In einem magischen Quadrat der Ordnung n, n € N, n > 1,
sollen die natiirlichen Zahlen 1,2,...,n? so in einem quadratischen Schema
mit n Spalten und n Zeilen angeordnet werden, dass die Summe der Zahlen
in jeder Zeile und in jeder Spalte gleich ist. Hier ist ein Bild des berithmten
magischen Quadrates der Ordnung 4 von A. Diirer, welches bekanntlich noch
weitere Bedingungen erfiillt:
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5.1 Aufgabe. Wie gross ist die Summe der Zahlen in einer Zeile bei einem
magischen Quadrat der Ordnung n ?

Offenbar ist die Frage der Existenz eines solchen Arrangements fiir beliebiges
n schon ein Problem (das wir hier nicht 16sen wollen). Wir werden uns mit
einfacheren Arrangements beschéftigen und im wesentllichen die vier Grun-
daufgaben der Kombinatorik (dies in einer etwas altertiimlichen Sprechweise)
16sen. Insbesondere erhalten wir eine direkte Herleitung der expliziten Formel
fiir die Binomialkoeffizienten (Z)

5.2 Aufgabe. Schreiben Sie doch mal eben ein magisches Quadrat der
Ordnung 3 auf, welches die zusétzliche Eigenschaft hat, dass auch die Summe
der Zahlen in jeder der Diagonalen 15 ergibt.

Gibt es ein solches Quadrat mit der Ziffer 9 im zentralen Feld?

Das Kapitel teilen wir in folgende Abschnitte:

5.1 Kombinationen mit Beriicksichtigung der Anordnung.
5.2 Permutationen.
5.3 Kombinationen (ohne Beriicksichtigung der Anordnung).

5.4 Kombinationen mit Wiederholung und mit Beriicksichtigung der
Anordnung. Alphabetische Ordnung.

5.5 Kombinationen mit Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der
Anordnung.

5.6 Surjektive Abbildungen.

5.7 Literatur
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5.1 Kombinationen mit Beriicksichtigung der
Anordnung

Seien k,n € N. Seien n verschiedene Objekte gegeben und k verschiedene
Platze.

5.1 Definition. Eine k-Kombination aus diesen Objekten mit Beriick-
sichtigung der Anordnung ist eine Platzierung von k& von diesen Objekten
auf die gegebenen k Plitze.

Wenn die Platze durch 1, ...,k durchnumeriert sind, dann kénnen wir auch
von einer Reihenfolge sprechen (Anordnung), denn wir haben dann ein
erstes Objekt, ein zweites Objekt usw.

5.3 Beispiel: Sei M = {a,b,c,d,+} und k = 3. Dann haben wir die 3-
Kombinationen: abc, abd, ab+, acbh, acd, ac+, . .. usw. aus den Elementen von
M. (Wir schreiben die Kombinationen einfach durch Aneinanderreihen der
”Buchstaben”hin).

5.3 Aufgabe. Eine Familie mit 5 Mitgliedern méchte die Anzahl der Teams
bestimmen, die aus je dreien der Mitglieder mit den jeweiligen Aufgaben
,Einkaufen, Kochen und Abwaschen* gebildet werden koénnen.

Wieviele sind es?

Video: Teambildung ‘

5.1 Satz. Sei M eine Menge mit n Elementen. Dann gibt es ebenso viele
injektive Abbildungen {1,....k} — M wie k-Kombinationen aus den Ele-
menten von M mit Beriicksichtigung der Anordnung.

Beweis: Eine injektive Abbildung « : {1, ...,k} — M bestimmt k& Elemente
auf den mit 1 bis £ numerierten Plitzen durch (1) bis a(k). Umgekehrt bes-
timmen die Mitglieder einer k-Kombination m; ...m, mit Beriicksichtigung
der Anordnung die injektive Abbildung {1,...,k} — M, i — m;. Damit
haben wir eine bijektive Abbildung (vergl. Definition 2.10) von der Menge der
injektiven Abbildungen {1, ..., k} — M auf die Menge der k-Kombinationen
mit Beriicksichtigung der Anordnung aus den Elementen von M zusammen
mit ihrer Umkehrung konstruiert. U
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In Beispiel 5.3 wird eine weitere Interpretation dessen, was eine k-Kom-
bination (mit Beriicksichtigung der Reihenfolge) ist, suggeriert. Wir kénnen
namlich die Menge M als ein Alphabet mit n Buchstaben ansehen und dann
eine k-Kombination als ein Wort mit k verschiedenen Buchstaben des Alpha-
bets ansehen.

Sei nun i, die Anzahl solcher Worter der Lange £ iiber einem Alphabet mit
n Buchstaben. Wir wollen 4, ;, bestimmen.

Zunéchst ist 7, = 0, falls n < k ist.
Fiir k = 0 gibt es nur das leere Wort als Wort der Léange 0, also ist 4,0 = 1.

Ist £ = 1 < n, dann gibt es genau n Worter der Lénge 1 (mit lauter ver-
schiedenen Buchstaben), d.h. 4,1 = n.

Sei k = 2 < n. Dann wissen wir aus Satz 3.6, dass es n? Worter (ohne
Einschrankung an die Wiederholbarkeit der Buchstaben) der Lange 2 gibt.
Wieviele davon miissen wir streichen, um nur Worter mit verschiedenen
Buchstaben zu bekommen?

Das sind die n Worter, die nur aus einem Buchstaben gebildet sind. Also
bekommen wir 4, 5 = n* —n = n(n — 1) 2-Kombinationen.

5.2 Satz. Fliir jede natiirliche Zahl n geniigen die Zahlen t,, der Rekur-
stonsformel
in,k—f—l = Zn’k(n - k?) 5 k Z 0.

Beweis: Sei zunéchst k& < n. Dann betrachten wir alle Worter mit k ver-
schiedenen Buchstaben iiber einem Alphabet mit n Buchstaben. Aus je-
dem dieser Worter konnen wir ein Wort mit (k + 1) verschiedenen Buch-
staben machen, indem wir einen der jeweils verbleibenden (n—k) Buchstaben
anhéngen.

Sei z.B. M = {a,b,c,d,+} und gegeben sei das Wort ad. Daraus erhalten
wir adb, adc und ad+, also 5 — 2 = 3 Worter mit verschiedenen Buchstaben
der Léange 3.

Auf diese Weise erhalten wir genau alle gesuchten Worter der Léange k + 1,
also ist deren Anzahl i, p11 = ink(n — k).

Fir k > n ist 4,141 = 0. Aber es ist auch i, x(n — k) = 0, denn fiir n = k ist
(n — k) = 0 und fiir & > n ist auch i, = 0. O

91



5.3 Satz. Es ist inr =n(n—1)...(n —k+1) firk > 1.

Beweis: Wir beweisen die Formel i,, ;. = n(n—1)...(n—k=+1) durch vollstandige
Induktion iiber k > 1.

Induktionsanfang: Sei k = 1. Dafiir haben wir schon i, ; als n bestimmt (auch
fir n = 0), also ist die Formel richtig.

Induktionsschritt: Es ist i, g11 = ink(n — k) nach der Rekursionsformel, nach
Induktionsvoraussetzung ist daher i, x1 =n(n—1)...(n—k+1)(n—k) =
nn—1)...(n— (k+1)+ 1), d.h. die Formel gilt fiir k£ + 1. O

Anmerkung: Es ist i,, = n! (zur Definition von n! vergl. Definition 4.2)
gleich der Anzahl der injektiven Abbildungen von {1,2,...,n} in eine Menge
M mit n Elementen. Eine solche Abbildung ist eine Bijektion. Deshalb ist
n! gleich der Anzahl der bijektiven Abbildungen von {1,...,n} auf M oder,
allgemeiner formuliert, von einer Menge N mit n Elementen auf M.

5.2 Permutationen

5.2 Definition. Permutation.
Sei M eine Menge. Eine Permutation von M ist eine bijektive Abbildung o :
M — M. Die Menge der Permutationen von M werde mit &), bezeichnet
(Der Buchstabe S deutet dabei auf ,,Symmetrie” von M” hin). Fiir die leere
Menge kommen wir iiberein, dass Sg genau ein Element hat.
Mit S, werde die Menge der Permutationen von {1,...,n} bezeichnet;

SO = Sg.

Am Ende des letzten Abschnitts sind wir stillschweigend davon ausgegangen,
dass fiir zwei Mengen A, B mit der gleichen Anzahl n von Elementen die
Anzahl der bijektiven Abbildungen A — B nur von n abhéngt. Und wir
konnten sie als n! identifizieren.

Seien nun M und N gleichméchtige Mengen (vergl. Definition 2.14) Wie
kénnen wir formal zeigen, dass dann auch Sy, und Sy gleichméchtig sind ?

5.4 Beispiel: Nehmen wir die Mengen {1,...,n} und K = {k+1,... , k+n}
mit k € N fest. Fiir o € S, definieren wir F(0) : K — K durch die Formel
F(o)(x) := k+o(x — k), oder einfacher geschrieben, F(o)(k+/{) := k+o({)
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fir £ = 1,...,n. Damit erhalten wir eine Abbildung F : S, — Sk, die
(Spezialfall des folgenden Satzes) eine Bijektion ist.

Die Abbildung F hat noch eine weitere interessante Eigenschaft. Dazu haben
wir uns an die Komposition von Abbildungen in Definition 2.11 zu erinnern.
Insbesondere ist die Komposition von Bijektionen wieder eine Bijektion. D.h.
fiir je zwei Permutationen einer Menge ist deren Komposition wieder eine
Permutation der Menge.

Die Abbildung F' hat die Eigenschaft:

/\ F(ocoT)=F(0)o F(T)

o, 7€ Sp,

Um diese Gleichung zu zeigen, miissen wir jede der Abbildungen (rechte Seite
und linke Seite der Gleichung) auf k£ + ¢ anwenden und moglichst das gleiche
herausbekommen, ¢ = 1,...,n. Esist nun F(oo7)(k+{) =k+ (coT)(() =
k+ao(r(¢)), und (F(o)oF(7))(k+¥{) = F(o)(F(7)(k+{)) = F(o)(k+7(()) =
k4 o(r(f)). Also alles klar ?

Sind o, 7 € Sy, so ist die Komposition oot eine ,neue” Permutation in Sj;.
Die Abbildung Sy X Syr — Sy, (0,7) — o o7, wollen wir im folgenden

,Multiplikation auf der Menge S);“ nennen. Fiir diese Multiplikation gelten
nun die folgenden Rechenregeln:

(1) Die Multiplikation ist assoziativ, d.h.
A (peo)or=po(oar)

P,0,TE S]\/I

(2) V. A cop=poo=o0

pE SN oE Sy

(Man nehme fiir p die Abbildung id ).
(3) N V ocok=koo=p

o€ Sy KE S

(Fiir £ nehme man die zu o inverse Abbildung o).
5.3 Definition. Gruppe.

Eine Menge G zusammen mit einer Multiplikation G x G — G, (0,7) —
oor, die den Eigenschaften (1), (2), (3) geniigt, nennt man eine ,, Gruppe*.
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Im folgenden werden wir diesen Begriff nicht weiter verfolgen (Das wer-
den Sie in den Vorlesungen tiber Lineare Algebra tun.), sondern uns darauf
beschrénken, mit der Multiplikation in den Gruppen &j; umzugehen.

5.4 Satz. Seien die Mengen M und N gleichmdchtig. Dann gibt es eine
Bijektion F': Syp — Sy, die sich mit den Multiplikationen auf Sy und
Sy vertrigt, d.h. fir alle o, T € Sy ist F(ooT) = F(0) o F(7).

Beweis: Sei f: M — N eine Bijektion. Dann setzen wir F': Sy, — Sy,
o+ fooo f~! mit einem Diagramm angedeutet:

M - N
[
o \ : F(o)
M N

M / N
|

G(T): T
b

Fiir alle 0 € Sy gilt dann (G o F)(0) = G(F(0)) = G(fooo f71) =
flto(foocofHof=(ftof)oogo(ftof)=oc (Assoziativitit und
f~to f=1idy). Entsprechend ist (F o G)(7) = 7 fiir alle 7 € Sy. Also sind
F. G invers zueinander.

Seien nun «a, 8 € Sy, dann ist F(ao3) = fo(aofB)oft=(foaof o

(foﬁof_l):F(Oz)oF(ﬁ). O
Bemerkung: Die Abbildung F': S,, — Sy in Beispiel 5.4 wurde natiirlich
auf diese Weise mit der Bijektion {1,...,n} — K, x — k+z, konstruiert.

5.4 Aufgabe. Wir setzen die Elemente {1,...,n} ordentlich um einen
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regelmafBigen n-Fcktisch, wie hier fiir n = 6 angedeutet.

Jedes i hat dann zwei direkte Nachbarn, z.B. hat 6 die Nachbarn 5,1 und 1
die Nachbarn 6, 2.

Wieviele Permutationen o € §,, gibt es, fiir die gilt: Wenn immer 4, j direkte
Nachbarn sind, dann sind es auch (i) und o(j)?

Konkret flirn =67

5.5 Aufgabe. Es sei A(7)

C S, die Teilmenge {0 | o(i) = i}. Wieviele
Elemente hat A(1) N A(6) C Sg?

Achtung: Bevor wir weitermachen, miissen wir noch etwas nachtragen, was
wir schon in Definition 2.8 hétten erledigen sollen.

5.4 Definition. Sei f : M — N eine Abbildung, sei A C M. Dann sei
f(A) :={f(a) | a € A} € N. Wir nennen f(A) ,das Bild der Menge A
unter der Abbildung f“.

5.5 Beispiel: Sei f: N — N gegeben durch

x/2 fir x gerade,
x — .
x  fiir x ungerade.

Dann ist f({0,1,2,3,4}) = {0, 1,2, 3}.
5.6 Aufgabe. Schreiben Sie einmal alle Permutationen o € S5 auf — in
der Schreibweise von Beispiel 2.12 — fiir die o({1,2}) C {1, 2} gilt. Wieviele

sind es ?

5.7 Aufgabe. Sei 0 < k < n. Wieviele Elemente hat die Teilmenge G :=
{oce S, |o({l,....k}) C{L,2,...,k}} von S,7
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Hinweis: Machen Sie sich zuerst klar, dass die Bedingung an ¢ bedeutet, dass
o jedes Element von {1,...,k} in ein Element von {1, ..., k} tiberfiihrt und
damit jedes Element von {k + 1,...,n} in ein Element von {k + 1,...,n}.
Damit hat man die Moglichkeit, eine Abbildung

G— S, % Snk

zu definieren. Bleibt zu zeigen, dass diese bijektiv ist.

5.8 Aufgabe. Sei A C {1,2,...,n} eine Teilmenge mit k& Elementen.
Zeigen Sie, dass

Ga={oce S,|o({1,...,k})=A}

genau (k!)(n — k)! Elemente hat.

Hinweis: Konstruieren Sie eine Bijektion von G4 auf G (aus Aufgabe 5.7)
wie folgt: Wéhlen Sie ein Element 7 € G4 fest und definieren Sie zwei Ab-
bildungen

Gy—G,o— 100,

G— Gy, kK—TOK.

.....

Zum Schluss dieses Abschnitts mochten wir noch zeigen, wie man aus dem
Ergebnis von Aufgabe 5.8 eine explizite Formel fiir die Binomialkoeffizienten
(Z) erhalten kann. Wir erinnern daran: Die Zahl (Z) ist definiert als die
Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

5.5 Satz. Fir0 <k <mn ist (}) =n!/((k!)(n —k)!)

Beweis: Fiir n = 0 ist die Formel richtig. Sei also n > 1. Sei E, die Menge
der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}. Fir A € Ej haben wir eine
Teilmenge G4 C S, definiert, sodass gilt: Sind A, B € Fy, A # B, dann ist
GaNGp=@.Dennein o € S, mit o({1,...,k}) = A hat nicht gleichzeitig

die Eigenschaft o({1,...,k}) = B. Die Vereinigung |J G4 ist gleich S,
A€Ey
da fiir eine beliebige Permutation o gilt, o € G,(),....ok)}- Die Mengen G4

bilden also eine Zerlegung von §,, in paarweise disjunkte Teilmengen. Alle
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G 4 haben die gleiche Anzahl (k!)(n — k)! von Elementen. Also hat Ej gerade
nl/((k)(n —k)!) = (}) Elemente. O
YES, FEEd'NAND.
PHMAKING A
RooKkCASE

OF COURSE. ANY
IDIOT CouLh FoLLow

5.3 Kombinationen ohne Beriicksichtigung der
Anordnung

5.5 Definition. Gegeben seien n verschiedene Objekte, n € N. Eine k-
Kombination ohne Beriicksichtigung der Anordnung aus diesen Objekten
ist eine Auswahl von k dieser Objekte, also eine Menge mit k& der Objekte
als Elemente.

Fassen wir die n Objekte zu einer Menge zusammen, so sind diese k-Kombina-
tionen also gerade die k-elementigen Teilmengen von M. Deren Anzahl (Z)
wollen wir jetzt ein drittes Mal — mit der bisher einfachsten Methode —
bestimmen.
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5.9 Aufgabe. Ist ein Lotto—Tip nun eine 6-Kombination aus 49 Objekten
mit Beriicksichtigung der Anordnung oder ohne ?

5.6 Satz. Sei 1 < k <n, dann ist die Anzahl der k-elementigen Teilmen-
gen einer Menge mit n Elementen gleich n(n —1)...(n —k+ 1) /(k!)

Beweis: Wir wissen nach 5.1, dass die Anzahl der injektiven Abbildungen
{1,...,k} —{1,...,n} gleichn(n—1)...(n—k+1)ist. Ist A C {1,...,n}
eine k-elementige Teilmenge, dann sei

Ijy={f:{1,....k} — {1,...,n}| f injektiv und Bild (f) = A}.

Sei nun Ej, die Menge der k-elementigen Teilmengen von {1,2,...,n}. Dann
stellen wir fest:

(1) A,BGEk7A7éB:IAﬂ]B:®,

(ii) die Menge Uycp, [4 ist die Menge aller injektiven Abbildungen
{1,...,k} — {1,...,n} (,schon® aufgeteilt in die Mengen [14), sie
hat n(n —1)...(n — k + 1) Elemente nach Satz 5.1 und Satz 5.3.

(iii) Jede der Mengen I4 hat k! Elemente. Denn wir erhalten eine Bijektion
von I4 auf die Menge der bijektiven Abbildungen {1,...,k} — A, in
dem wir einem o : {1,...,k} — {1,...,n} aus I, die Abbildung o
mit dem auf A eingeschriankten Zielbereich zuordnen.

Also ist die Anzahl der Elemente (Z) von FE, gerade
nn—1)...(n—k+1)/k!.

O

5.10 Aufgabe. Ist folgendes ein Verfahren, alle k-Kombinationen ohne

Beriicksichtigung der Anordnung aus den Objekten a, b, c, ..., x,y, z aufzulis-
ten ?

Wir schreiben in alphabetischer Reihenfolge alle Worter der Lénge k in den
Buchstaben a,b,c, ..., x,y,z hin, in denen sich kein Buchstabe wiederholt
und in denen die Buchstaben nur in der Reihenfolge des Alphabets aufeinan-
derfolgen.

Wenn Sie das Verfahren entsprechend auf die 3-Kombinationen ohne Beriick-
sichtigung der Anordnung aus a,b, ¢, d, e, f anwenden, wie lautet dann Ihre

12-te 3-Kombination ?
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5.4 Kombinationen mit Wiederholung und mit
Beriicksichtigung der Anordnung

5.6 Definition. Seien n verschiedene, aber beliebig oft ,reproduzier-
bare“ Objekte gegeben. (Jedes Objekt ist sozusagen das oberste in
einem unendlichen Stapel von Kopien seiner selbst). Sei £ € N, dann
ist eine k-Kombination aus diesen Objekten mit Wiederholung und
mit Beriicksichtigung der Anordnung eine in eine Reihenfolge gebrachte
Auswahl von k£ (nun wiederholbaren) Objekten.

Bemerkung: Eine solche in eine Reihenfolge gebrachte Auswahl ist nichts
anderes als ein Wort der Lénge k iiber dem Alphabet mit den n Objekten
als Buchstaben.

5.6 Beispiel: Gegeben die Objekte a, b, ¢, d, dann ist das Wort
abcdaaa

z. B. eine 7-Kombination dieser Art in den Objekten a, b, ¢, d.

Die Frage, wieviele solche k-Kombinationen aus n Objekten es gibt, haben
wir schon in Satz 3.6 gelost. Wir wiederholen:

5.7 Satz. Seien k,n € N. Dann gibt es n* Worter der Linge k in n
Buchstaben.

Alle Worter der Lange k konnen wir in alphabetischer Reihenfolge auflisten.
Sei z.B. a,b, c,d, e das Alphabet. Testen Sie Thr Verstdndnis der alphabetis-
chen Ordnung, indem Sie folgende Fragen beantworten (k = 3):

5.11 Aufgabe. Das wievielte Wort ist dcb?

5.12 Aufgabe. Wie lautet das 61-te Wort?
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5.5 Kombinationen mit Wiederholung und ohne
Beriicksichtigung der Anordnung

5.7 Definition. Eine k-Kombination mit Wiederholung aber ohne
Beriicksichtigung der Anordnung ist eine Auswahl von k& Objekten aus
n (beliebig reproduzierbaren) Objekten ay,...,a, (die wir uns wiederum
als Stapel vorstellen); eine Reihung dieser & Objekte wird jedoch nicht
vorgenommen.

Wie kénnen wir uns eine derartige k-Kombination vorstellen oder aufschreiben ?

Seien dazu die Objekte als aq, as, ..., a, gegeben. Wir miissen dann, um eine

solche k-Kombination anzugeben, nur festlegen, wie oft wir a; ,auftreten

lassen, sagen wir x1-mal, wie oft a,, sagen wir xy-mal, bis a,,, das wir x,,-mal
n

sauftreten“ lassen, wobei die x; die Bedingung > x; = k zu erfiillen haben.
i=1

Aufschreiben konnen wir diese Auswahl in der Form

a1y ...ay Ao ...Qa2 Ap, . .. Qp
——— N — N—_——
z1-mal zo-mal Tp-mal

Damit haben wir gleich zwei Interpretationen einer k-Kombination mit Wieder-
holung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung gefunden:

Seien dazu die Objekte mit aq,...,a, bezeichnet und damit in eine Reihen-
folge gebracht. Dann gilt:

(1) Die Menge derartiger k-Kombinationen ist gleichméchtig mit der Menge
der Worter der Lénge k in den Buchstaben des Alphabets ay,...,a,,
in denen die Buchstaben nur in der Reihenfolge des Alphabets vorkom-
men.
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5.7 Beispiel: Gegeben a, b, c. Dann haben wir folgende 3-Kombinationen:

a a a a b b a ¢ c

a a b a b c

a a ¢

b b b I:l Erginzen Sie selbst!

I

(2) Die Menge unserer k-Kombinationen ist gleichméchtig mit der Menge
der n-Tupel natiirlicher Zahlen (xy,...,z,) mit der Eigenschaft

i=1

Wir wollen nun mit Hilfe der 2. Interpretation eine Formel fiir die Anzahl

derartiger k-Kombinationen aus n Objekten finden. Nennen wir diese Zahl
doch erst einmal v(k,n).

Wir setzen v(k,0) := 0 fiir £ > 0 und y(0,n) := 1 fiir alle n € N.
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Damit haben wir einen Rekursionsanfang auf einem Spielbrett wie in 3.3:

yk+1,n+1)=?

n+1| 1 ’/
| | | | | | |
| | | | | | |
311
2 |1
1|1
11001010 0
; T
ko 1 2 3 4 k41

Jetzt miissen wir noch wissen, ob und, wenn ja, wie v(k 4+ 1,7 + 1) aus den
vy, j)mit ¢ <k+1,7<n+1bzw. ¢ <k+1, 7 <n+1zu berechnen ist.

n+1

Unter den (n + 1)-Tupeln (z1,...,2,41) mit > x; = k + 1 fallen diejenigen
i=1

mit z,41 = 0 auf. Davon gibt es genau so viele wie n-Tupel (y1,...,y,) mit

Yy = k+ 1, also gerade v(k + 1,n) viele. Andererseits gibt es genau so
i=1
n+1
viele (n + 1)-Tupel (x1,...,2p41) mit > z; = k+ 1 und z,,41 > 0 wie es
i=1
n+1

(n+1)-Tupel (y1,...,Yns1) mit > y; = k gibt. Eine Bijektion zwischen den
i=1
beiden Mengen wird durch die Zuordnung (21, ...,y 1) — (1, ..., Tpy1 —

1) gestiftet. Deren Anzahl ist gerade v(k, n+1). Damit haben wir die gesuchte
Rekursionsformel

yk+1,n+1)=~kn+1)+~vyk+1,n)
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erhalten.

n o« —»> o
* |
‘ .
|

5‘ 1

41| 1

Was sehen Sie?

Das durch eine gebrochene Linie umrandete Spielfeld ist das von Beispiel 3.8.
Also ist y(k,n) = B(k,n — 1) aus Beispiel 3.8, k > 1.

Nun schlagt die Stadtteilaufgabe 4.5 zu und liefert: '

5.8 Satz. Die Anzahl der k-Kombinationen aus n Objekten mit Wieder-
holung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung ist

(k) = (n—l—k:—l).

n—1

5.13 Aufgabe. Fiir die kommende Woche bietet mir mein Koch als Auswahl
zum Dinner 5 verschiedene Menus an. Er will sich aber nicht festlegen, an
welchem Tag der Woche er welches serviert. Ich méchte auf jeden Fall jedes
Menu wenigstens 1-mal probieren. Also habe ich die Auswahl unter allen 7-
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Lösung
Die Stadtteilaufgabe läßt sich auch wie folgt benutzen:
Gegeben sei ein Stadtteil mit  n  Blocks nach Norden und  k  Blocks nach Osten. Eine  k-Kombination in den Elementen von  {1, ..., n}  wie wir sie suchen ist dann durch ein Wort in den Buchstaben  N, O  der länge  n+k-1  gegeben, in welchem  N   (n -1)-mal und  O   k-mal vorkommt. Denn: Die West-Ost-Strassen sind mit  0  bis  n  nummeriert; wir starten in der ersten Strasse an Ecke  0 . Sind wir an einer Ecke der  i-ten Straße (aber noch nicht ganz im Osten) angekommen, so fügen wir  i  zu unserer Kombination hinzu und gehen einen Block nach Osten, falls der nächste Buchstabe ein  O  ist; andernfalls gehen wir einen Block nach Norden in die  (i+1)-ste Straße.


Kombinationen von 5 Menus mit Wiederholung und ohne Beriicksichtigung
der Anordnung unter der Nebenbedingung, dass jedes wenigstens 1-mal vorkommt.

Wieviele sind das ?

5.14 Aufgabe. In der darauffolgenden Woche bietet mein Koch wieder 5
Menus an, aber ich darf festlegen, an welchem Tag der Woche es welches gibt
unter der Nebenbedingung, dass ich alle probiere.

Wieviele Moglichkeiten der kulinarischen Gestaltung der Woche gibt es?

(a) Weniger als 500,

(b) zwischen 500 und 10000,
(c) mehr als 100007

Die genaue Antwort kénnen Sie in 5.6 ausrechnen !

5.6 Surjektive Abbildungen

Die Eigenwilligkeiten meines Kochs (Aufgaben 5.13, 5.14) haben uns mo-
tiviert, nach der Anzahl der surjektiven Abbildungen von {1,...,7} nach
{1,...,5} zu fragen, oder allgemeiner, nach der Anzahl der surjektiven Ab-
bildungen {1,...,k} — {1,...,n}. Dariiberhinaus besteht natiirlich ein
gewisser Ehrgeiz, nach den injektiven und bijektiven Abbildungen auch die
surjektiven zu betrachten.

Sei also o(k,n) die Anzahl der surjektiven Abbildungen
{1,...,k} — {1,...,n}. Wir halten zunéchst Ausschau nach einer Rekur-
sion auf dem unendlichen Spielbrett. Als Rekursionsanfang sollten wir nehmen:
o(0,n) =0 fir n>0,
o(k,0)=0 fiir k>0 und
0(0,0) =1
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2 0 * o(k,n)=0fir k <n.
(Im Bild ist also * = 0).

Wie finden wir nun eine Rekursionsformel ?

Sei M die Menge aller surjektiven Abbildungen von {1,... k, k + 1} nach

{1,...,n+ 1}. Es sei M}, C M die Teilmenge aller f mit f({1,...,k}) =
n+1

{1,...,n+1}; dann ist My = |J My, mit My, ={f € M| f(k+1) =i},
i=1

t=1,....,n+ 1 Esist My, N M, = @ fiir i« # j. Jedes Mj; hat nach

Definition o(k,n+1) Elemente, also hat M}, dann (n+1)o(k,n+1) Elemente.

Nun betrachten wir (M~ M) ={fe M | f({1,...,k}) #{1,...,n+1}; zu
f € M~ My gibt es genau ein j mit 1 < j <n+ 1, sodass f({1,...,k}) =
{1,...,n+ 1}~ {j} gilt und damit f(k + 1) = j ist.

{1,....4,...,n+1}

e

Also kénnen wir (M ~ Mj) aufteilen in die Mengen (M ~ My); = {f |
FEL kD) =A{1,...,n+ 1}~ {j}}, 7 =1,...,n+ 1. Jede dieser Mengen
hat oy, Elemente. Also gilt:
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5.9 Satz. Die oy, erfillen die Rekursionsformel

ok+1l,n+1)=Mn+Do(k,n+1)+ (n+1)o(k,n).

Damit konnen wir das Spielbrett auffiillen:

5.15 Aufgabe. Fiillen Sie das Spielbrett auf, bis Sie (7, 5) erhalten haben.

5.16 Aufgabe. Sei S(k,n) := o(k,n)/nl. Zeigen Sie, dass die S(k,n) der
Rekursionsformel

Stk+1,n+1)=n+1)Sk,n+1)+ Skn

gentigen.

5.10 Satz. Fir k,n € N gilt:



Beweis: Die linke Seite ist die Anzahl aller Abbildungen von {1,...,k} nach
{1,...,n} (vergl. 5.4). Fiir jede Teilmenge A C {1,...,n} sei My = {f :
{1,...,k} — {1,...,n} | Bild(f) = A}. Wenn A genau r Elemente hat,
dann hat My genau o(k,r) Elemente. Wir bemerken, dass M, N Mp = &
fir A # B und dass Abb({1,...,k},{1,....,n})= U M4

Die Vereinigung derjenigen M4, wo A die r-elementigen Teilmengen von
{1,...,n} durchlduft, hat gerade

(:)a(k‘, T)

Elemente. Also ist

n® = (M) o(k,r)
r=0
OJ
Anmerkung: Wenn wir die Gleichung in Satz 5.10 nacheinander fiir n =
1,2, ... hinschreiben, bekommen wir fiir £ > 1
1* = o(k,1)

28 = (No(k, 1)+ () o(k,2)
3 = Dok, 1)+ ()o(k,2) + (3)o(k,3)

nto= (Vo 1)+ (o2 + . +(Molkn)

Das ist eine weitere Rekursionsformel fiir die o(k,n). Es ist moglich, daraus
eine explizite Formel abzuleiten; um das systematisch zu tun, miifiten wir
etwas ausholen, deshalb sei hier nur auf Nr.2 der folgenden Literaturliste,
S. 141 ff, verwiesen.

5.7 Literatur

1. H. v. Mangoldt, K. Knopp: Einfithrung in die Hohere Mathematik.
Band I. Viele verschiedene Auflagen. (Fiir einen Kommentar schauen
Sie 4.8 Literaturliste).

2. M. Aigner: Kombinatorik I. Hochschultext. Springer-Verlag 1975.
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6 Die Fibonacci—Zahlen

In diesem Kapitel werden wir nicht nur eine explizite Formel fiir die Fibonacci—
Zahlen f,, (definiert in Definition 3.5) finden, sondern auch zeigen, was diese
Zahlen mit dem goldenen Schnitt und schliellich noch den Binomialkoeffi-
zienten zu tun haben. Hier sind die Abschnitte des Kapitels:

6.1 Die Fibonacci—Zahlen und der goldene Schnitt
6.2 Fibonacci-Folgen
6.3 Eine explizite Formel
6.4 Fibonacci-Zahlen und Binomialkoeffizienten
6.5 Andere Rekursionsformeln
6.6 Literaturliste
rr ™
1]
& : n e o

.‘ ‘“ i ) ll :
‘ﬂ w3y

“ o
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http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fib.html

6.1 Die Fibonacci—Zahlen und der goldene Schnitt

Welches der folgenden Rechtecke erscheint Thnen besonders harmonisch?

6.1 Definition. Goldener Schnitt.
Ein Rechteck mit den Seiten a,b > 0 ist nach dem goldenen Schnitt kon-
struiert, wenn b/a = a/a + b gilt. (Wir denken uns b als die kleinere Seite).

Seit der Antike wird behauptet, dass uns ein solches Rechteck bzw. eine
solche Unterteilung (Schnitt) der Strecke a + b in die Stiicke a, b besonders
harmonisch erscheint.

6.1 Satz. In einem ,goldenen® Rechteck ist bja = $(v/5 — 1).

Beweis: Setzen wir b = x - a, so geht die Bedingung b/a = a/a + b iiber in
ra/a =a/(x+1)a bzw.in z = 1/(z+1) oder 2+ z = 1. Wir haben also die
quadratische Gleichung z? 4+ = 1 zu 16sen (in R). Manche Leute kénnen die
Losungen einer solchen Gleichung sofort hinschreiben! Wir andern miissen
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  Sie sind streng.  



  Ihr Harmoniestreben ist sehr ausgeprägt.  



  Ihr Harmoniestreben ist nicht besonders stark.  



mit der quadratischen Ergénzung rechnen:
2?4+ = 1
1 1
4+ x+ 7 = 1+
(z+3)? = 5/4

- Ty = —3+3V5
Wir suchen eine positive Zahl! Mit 7 := —1(1 — /5) haben wir also b/a =7
gefunden. 0
Die negative Losung 7' := —1(1 + V/5) diirfen wir aber nicht vergessen, sie

wird wieder auftauchen und keine unwichtige Rolle {ibernehmen.

6.2 Definition. Wir nennen 7 die Konstante des goldenen Schnitts.

Wir erinnern jetzt an die Defnition der Fibonacci—Zahlen. Diese sind rekursiv
definiert (Definition 3.5); Rekursionsanfang: fo = fi = 1, Rekursionsformel:

Jni2 = fo + faq firn > 0.
6.2 Satz. Es gilt fiirn >0

fn) faz1 > T fiir n gerade,

fo/ fas1 < T fiir n ungerade.
Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstandige Induktion.
Induktionsanfang: fo/fi =1 > 7.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass

> 1 fiir n gerade,

fn/fn—H {

< 1 fiir n ungerade.

Dann kénnen wir rechnen:
Jot1/fore = fop1/(fo + for1) =
- 1/(1+fn/fn+1)

Wir erinnern an die Bedingung 7 = 1/(1 + 7). Sei nun f,/f,+1 > 7. Dann
ist 1 4+ fu/fos1 > 1+ 7 und damit 1/(1 + f,./fos1) < 1/(1 +7) = 7; d.h.
fn-i—l/fn-i—? <T.
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Ist dagegen f,,/fni1 < 7, so folgt fri1/faie > T. OJ

6.3 Satz. Firn >0 ist

fnfn+2 -

n

2 1 falls n gerade,

Tl -1 falls n ungerade.
Beweis: Wir wenden wieder vollsténdige Induktion an. Induktionsanfang bei
n = 0:

fofo—fi=2-1=1

(Ganz nett — wenn auch nicht nétig — ist die Rechnung fif3 — f3 =3 —4 =
-1).
Induktionsschritt: Die Behauptung sei richtig fiir n > 0. Dann gilt: f,, 11 fr13—
f3+2 = fos1(fos1 + far2) — 7%+2 = 72L+1 + fat1foy2 — f5+2-

Jetzt miissen wir eine Fallunterscheidung machen! Sei n gerade, dann ist nach
Induktionsvoraussetzung

3+1 = fofniz — 1.
Also ist

f72L+1 + fn+1fn+2 - fr%+2 = fnfn+2 -1+ fn+1fn+2 — f13+2 =

Den anderen Fall, n ungerade, handhaben wir entsprechend. O

Folgerung: Fiir n gerade ist f,./foy1 — for1/fore = 1/ fasi fase.
Beweis: Wir dividieren die Gleichung f,, f+2 — f2,; = 1 auf beiden Seiten

durch f,11fnio- OJ

6.4 Satz. Die Konstante T des goldenen Schnitts ist durch die Fibonacci—
Zahlen bestimmt.

Beweis: Sei A := { fony1/ fons2 | n € N} und B := { fo,,/ fon+1 | n € N}. Dann
wissen wir nach Satz 6.2, dass gilt:

(%) ANa<7t und A 7<b.

a€A beB
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Wir wollen zeigen, dass 7 die einzige reelle Zahl ist, welche die Bedingung
(%) erfiillt.

Seien also u, v zwei reelle Zahlen, sodass (x) sowohl fiir u wie fiir v gilt, also

/\a<u,v und /\u,v<b,

acA beB

dann ist © = v zu zeigen.

Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) v > u. Dann gilt fiir
allen e N

0<v—u< fon/font1 — font1/ font2

denn nach Voraussetzung ist fo,/fonr1 > v und fon i1/ fonse < u. Nach

Satz 6.3, Folgerung, ist die rechte Seite fa,/ fons1—fons1/ fons2 = 1/ font1fonio-
Da die Fibonacci-Zahlen wachsen, ist f,, < fo,11 und 1 < fo,10. Wenn wir
den Nenner fo,11 fonio zu f, - 1 = f, verkleinern, konnen wir also schlielen

1/ fons1fonte < 1/ [

fiir alle n € N.

Eine leichte vollstéandige Induktion ergibt f, > n fir alle n € N, d.h. 1/f,, <
1/n fiir alle n > 1. Daher bekommen wir:

1
/\Ogv—u<ﬁ.

neN
n>1

Es ist nun eine Eigenschaft der reellen Zahlen, dass diese Bedingung v—u = 0
und damit v = w impliziert.

O

Anmerkung: Wir sehen, wie nétig es ist, systematisch die Eigenschaften der
reellen Zahlen zu studieren, sich insbesondere klarzumachen, wodurch welche
Eigenschaften der reellen Zahlen charakterisiert sind. Dies wird traditionell
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in der Vorlesung ,, Analysis [“ unternommen. Dort wird auch genau geklart,
was es heifit, dass in unserem Beispiel hier die Zahlen f,,/f,.1 die Zahl 7
beliebig gut approximieren, oder wie der terminus technicus sagt, gegen 7
konvergieren. Wir wollen hier jedoch nicht die Definition von Konvergenz
vorwegnehmen, sondern bleiben bei unserer Intuition.

6.1 Aufgabe. In wievielen Stellen hinter dem Komma stimmt die Dezi-
malversion von fi2/ f13 mit der von 7 iiberein ?

6.2 Aufgabe. Zeigen Sie, fiir n € N gilt:

(1) fonfonts — font+1fonte =1 und

(i) fons1fonsa — fontofonss = —1.

6.3 Aufgabe. Folgern Sie aus der Aussage von Aufgabe 6.2, dass fiir n € N
gilt:

(1) fon/fon41 > font2/ fonss und
(i) font1/fonv2 < fonts/ fonya.

6.4 Aufgabe. Machen Sie sich — Threm Kenntnisstand nach — klar, dass
die Quotienten f,/f,+1 die Zahl 7 mit wachsendem n ,immer besser ap-
proximieren®. (Das soll durch die geschwungenen Pfeile in obiger Zeichnung
angedeutet werden).

6.2 Fibonacci—Folgen

So wie wir im vorigen Abschnitt heimlich Methoden von ,, Analysis [ benutzt
haben, werden wir in diesem und dem folgenden Methoden aus ,Lineare
Algebra [ verwenden.

6.3 Definition. Fibonacci—Folge.
Eine Folge (ag, a1, as, . ..) reeller Zahlen heifit ,,Fibonacci—Folge*, wenn fiir
n >0 gilt: apio = a, + apiq.
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6.1 Beispiel: Die Folge der Fibonacci—Zahlen ( fy, f1, fo, . . .) ist eine spezielle
Fibonacci—Folge, definiert durch den Rekursionsanfang f, = f; = 1.

Wir stellen fest, dass jede Fibonacci-Folge (ag, a1, as,...) schon durch das
Paar (ag,a1), den Rekursionsanfang, bestimmt ist. Die Folge (0,0,0,...) ist
eine Fibonacci-Folge und scheint im Moment die einzige zu sein, von der wir
jedes Glied explizit kennen.

6.4 Definition. Seien (ag, ai, as, .. .), (bo, b1, ba, . ..) Folgen reeller Zahlen,
sei A € R. Dann erklédren wir

(1) eine Addition:

(a(), ay,as, . . ) F (bo, bl, bg, 5o ) = (a() = bo, ay + bl, as + b27 oo )

(2) eine Multiplikation einer Folge mit A:

)\(ao, ai, ag, . . ) = ()\CL(), )\al, )\CLQ, 50 )

Die Addition von Folgen in (1) heifit , gliedweise Addition*; die Multiplika-
tion mit A\ die ,gliedweise Multiplikation mit \“.

Was Rechenregeln mit den eben definierten Operationen anbetrifft, finden
Sie hier nun eine kleine Aufgabe:

6.5 Aufgabe. Zeigen Sie, dass die gliedweise Addition von Folgen kommu-
tativ und assoziativ ist. Beweisen Sie ferner, dass

/\ ((CLO, ay,as, .. ) + (bo, bl, bg, .. )) == )\(CLQ, ay,as, .. ) + )\(bo, bl, b2, .. )
gilt.
6.5 Satz. Seien (ag,a1,as,...), (by,b1,ba,...) Fibonacci-Folgen, sei \ €

R. Dann sind (ag, a1, az, .. .)+(bo, b1, ba, ...) und A(ag, ai, as, . ..) Fibonacci—
Folgen.

Beweis: Die Folgen (ag, a1, as,...) und (b, by, bs, . ..) erfiillen die Bedingung
Qi1 = a; + i1, biyo = b;+b;yq fiir ¢ > 0. Addieren wir die beiden Gleichun-
gen, so erhalten wir

Qito + bito = (a; + b;) + (@41 + big1)
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also die Bedingung dafiir, dass (ag, a1, as, . ..)+ (bg, b1, ba, . . .) eine Fibonacci—
Folge ist.

Ferner folgt aus a; o = a; + a;11 die Gleichung Aa;1o = Aa; + Aa;yq, d.h.
A ag, ay, asg, . . .) ist eine Fibonacci-Folge. O

In Betrachtung der Miihe, die wir uns im ersten Abschnitt gegeben haben,
um die Zahlen f,/f,+1 zu untersuchen, konnten wir auf die Idee kommen,
fiir eine Fibonacci-Folge (ag, a1, as, ...) die Zahlen a,/a, 1 auf ,irgendeine“
Besonderheit hin zu priifen. Es gibt natiirlich das Problem, dass einige der
a, = 0 sein koénnen, z.B. in der Folge (0,0,0,...).

6.6 Aufgabe. Sei (ag,a,as,...) eine Fibonacci-Folge mit a,, # 0 fir n >
ng, no € N fest. Was schéitzen Sie:

Die Zahlen a,/a,+1, n > ng, approximieren 7 mit wachsendem n immer
besser, richtig oder falsch ?

Insbesondere konnten wir fragen, ob es eine Fibonacci-Folge (ag, a1, as, . . .)
gibt, mit a,/a,,1 = 7 fiir alle n > 0. In einer solchen Folge ist ay # 0. Wir
konnten dann (ag, ai, as, ...) mit A = 1/ag multiplizieren; dann gilt ebenfalls
Ay /Aans1 = 7. O.B.d.A. kénnten wir also davon ausgehen, dass es dann
eine solche Folge gibt, die mit 1 anfingt:

(1,1, b2,...).

Dann gilt: 1/b; = 7 impliziert by = 1/7, by /by = 7 impliziert by = (1/7)>.
Induktiv bekommen wir b, = (1/7)".

Ist es nun méglich, dass (1,1/7,(1/7)?,...) eine Fibonacci-Folge ist ?

6.6 Satz. Fine Folge (1,q,q% ¢°,...) ist eine Fibonacci—Folge genau dann,
wenn q = 1/7 oder g = 1/7" ist.

(Zur Erinnerung: Die Zahl 7’ ist die andere, ,bisher zu kurz gekommene*
Losung der quadratischen Gleichung 2? 4+ z = 1).

Beweis: Zuerst stellen wir fest, dass (1, q,q?, ¢>,...) eine Fibonacci-Folge ist
genau dann, wenn 1+ ¢ = ¢ gilt. Denn wenn (1, ¢, ¢, ¢3, . ..) eine Fibonacci-
Folge ist, dann gilt 1 4+ ¢ = ¢>. Wissen wir umgekehrt zunichst nur, dass
1+ q = ¢? erfiillt ist, dann multiplizieren wir 1 + ¢ = ¢* auf beiden Seiten
mit ¢" und erhalten

qn+2 — qn + qn+1 )
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Damit ist (1, ¢, ¢?, ...) eine Fibonacci-Folge.

Als niichstes haben wir also die quadratische Gleichung 1 + ¢ = ¢* zu lésen.
Da wir die Losungen von 22 +2 = 1 schon kennen, ndmlich 7 und 7/, kénnen
wir wie folgt vorgehen: Aus 72 4+ 7 = 1 erhalten wir, indem wir beide Seiten
durch 72 dividieren, die Gleichung

(5)-()

1+(=)=(=),

T T

d.h. 1/7 ist eine Losung von 1 + ¢ = ¢*. Entsprechend ist 1/7/ die zweite

Losung von 1 + g = ¢%. 0

Setzen wir o := 1/7, ¢’ :== 1/7/, so halten wir fest, dass wir zwei besondere
Fibonacci—Folgen

(1,0,0%...) und (1,0,(c')..))

bekommen haben.

Wir konstatieren, dass fiir die Quotienten a,/a,; der zweiten Folge gilt,
an/any1 = 7' fiir n > 0. D.h. die richtige Antwort in Aufgabe 6.6 ist ,,falsch®.

Unbedingt festhalten sollten wir auch das Ergebnis der folgenden Aufgabe:

6.7 Aufgabe. Zeigen Sie 0 = % = —7" und ¢’ = 1/7" = —7 und ferner
l+7=—7"und 1 +7" = —7.

6.3 Eine explizite Formel
Die Idee im folgenden besteht darin, reelle Zahlen «, 3 zu suchen, sodass

(1,1,2,...) = a(l,0,0%,...) + B3(1,0’,(¢")?,...) gilt. Dann haben wir eine
explizite Formel fiir f,,, ndmlich

fo=ac™ + B(o')" = (=1)"a(r')" + (—1)"57".

6.7 Satz. Sei a := —%\/37’ und (= %\/57' Dann gilt a(1,0,0%,...) +
B(1,0',(0")?,...) = (1,1,2,3,...) und daraus folgt f, = (—1)"1/5(r"! —
)
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Beweis: Wir haben zu zeigen, dass (a, ao,ac?,...) + (3,80, 3(c")?,...) =
(1,1,2,...) ist. Da wir mit Fibonacci-Folgen rechnen, die durch die ersten
beiden Glieder bestimmt sind, brauchen wir nur nachzurechnen, dass

a+p =1
aoc+ fo’ = 1

(%)
gilt.

Esist a+f = —3vVbr'+3v6r = 3v5(r—7) = V5 (53(vV6 - 1) + 5(VB + 1)) =
5/5=1.

Wegen 0 = —7/ und ¢’ = —7 ergibt die zweite Gleichung —%\/37" (—7') +
HBr(—r) = WE((F)? = (7)) = BB (7 =) +7) = L (VB)(-1) = 1.

Die Berechnung von f, stellen wir als Ubungsaufgabe. OJ
6.8 Aufgabe. Zeigen Sie

fn = (_1)n%\/g (Tn+1 — (7-’)”+1)

Die Zahlen «, § habe ich gefunden, in dem ich das lineare Gleichungssystem
(%) fir ar, 0 gelost habe. Deswegen zur Ubung:

6.9 Aufgabe. Losen Sie das Gleichungssystem zu «, 3:
a+p =1
ac+ B’ = 1.

Als néchstes wollen wir fiir jede Fibonacci—Folge (aq, ai, as, . . .) eine explizite
Formel fiir a,, finden.

Betrachten wir speziell folgende Folgen:
(bo, by,b2,...) = (1,0,1,1,2,...) und
(co,c1,09,...) == (0,1,1,2,...).

Dann beobachten wir:

b, = fn_
fn- firn>2.
Cp = fnfl
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6.8 Satz. Ist (ag,a,as,...) eine Fibonacci—Folge, so ist a, = agfn_2 +
ayfn-1 fiirn > 2.

Beweis: Wir brauchen nur nachzupriifen, dass (ag, a1, ...) = ag(bo, b1,...) +
ay(co, c1, .. .) ist. Das ist leicht !

O

6.10 Aufgabe. Berechnen Sie ay in der Fibonacci-Folge (ag, a, as, . ..) :=

(=9,7,-2,...).

Mégen Sie noch mehr zu Aufgabe 6.6 7

6.11 Aufgabe. Sei (ag,aq,as,...) eine Fibonacci—Folge verschieden von
(0,0,0,...). Dann gibt es hochstens ein n € N mit a,, = 0.

Sei nun (ag, aj, as, ...) eine Fibonacci—Folge verschieden von 0. Wenn nur n
»erol genug® ist, dann ist a, /a,; definiert. Wir  kennen“ a,, nach Satz 6.8.

¢
ap = aOfn—Q + alfn—l n ,,gIOB‘ .

Dann gilt
an/an+1 = (aofr—2 + a1 fn-1)/aofno1 + arfn) -

Wir dividieren Zéahler und Nenner durch f,,_;; dann ist

n/0ny1 = (ao ;:j + a1) / (ao + ay ff:)

Nun gilt, dass die Folge der Zahlen f,/f,+1 gegen 7 konvergiert. Es liegt
nahe anzunehmen, dass dann die Folge der Zahlen (Zo% +a; gegen agT + ay
konvergiert — und tatséchlich besagen das die Rechenregeln fiir konvergente
Folgen aus Analysis. Die Folge der Zahlen ag+ a; fnf = konvergiert dann gegen
ap + a1 /7. Falls ag + a1 /7 # 0 ist, konvergiert dann a, /a,+1 gegen (aoT +
ar)/(ag+ai/7) =T.

Was bedeutet nun ag + a1/7 = 07 Es folgt, a1 = (—7)ag = o’ay. Also
schliefen wir

(ao,a1,a2, .. ) = ao(l,dl, (0,)2, .. ) .

Damit kénnen wir erst einmal zufrieden sein !
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6.4 Fibonacci—Zahlen und Binomialkoeffizienten

Wir sehen uns das Spielbrett mit den Binomialkoeffizienten von Beispiel 3.9
mit einer neuen Absicht an:

b .
by

~lr e l1sl2]15]0 6] 1] 0
64\ \?\\

Sl t s w0105 100
bg\ \‘ \/\4?

ol Y M e 4100
NN BN SN

D T - G 010
by . v

0,

N n 0‘\

6.5 Definition. Sei b,, die Summe der Binomialkoeffizienten in der i-ten
schréig gestrichelten Linie, d.h. b, = > ("zz) fir n > 0. (Zur Erinnerung:

=0
Es ist (’;) =0 fur k < ?).

6.9 Satz. Es ist b, = f,.

Beweis: Wir stellen fest, dass by = fy, by = fi ist; also brauchen wir nur die
Rekursionsformel b,,,5 = b, + b,+1 zu beweisen. Diese erkennen wir durch
Inspektion des Spielbretts. Z.B. erkennt man in der Zeichnung, dass bg =

Wir kénnen auch folgenden formalen Beweis fithren: Es ist b, 0 = > ("+?_€)

(Wir legen uns in der Notation nicht auf eine obere Summationsgr;nze fest,
weil es darauf nicht ankommt, solange sie nur passend grofl gewéhlt ist). Fiir

119



b, + b,y1 erhalten wir

- (n — E)
1
=0

Mit ¢ = g — 1 ergibt dies

- (n—i—l—q)
-0 q

> (0 + 5 () =
= (2 (O34 07)

q

Jetzt wird die Rekursionsformel fiir die Binomialkoefizenten angewendet:

(3 + 5 ()

(")

Il
NE

0

I
S

n+2 -

6.5 Andere Rekursionsformeln
Statt der Rekursionsformel a,,.o = a, + a,41 bei den Fibonacci-Sequenzen

konnten wir in leichter Verallgemeinerung Folgen (ag, ay, as, ...) betrachten,
welche der Rekursionsformel

(R‘) Upy2 = O Qp + ﬁ Ap41 Q, 5 eR fest

geniigen. Es ist dann eine natiirliche Frage, ob wir &dhnlich wie bei den
Fibonacci—Zahlen eine explizite Formel fiir a,, finden kénnen.

6.6 Definition. Eine Folge (ag, a1, as, . ..) reeller Zahlen heife R-Folge,
wenn fiir n > 0 die Bedingung (R) erfiillt ist.

Wir suchen dann zuerst R-Folgen der Art (1,0,0?,...).

120



6.12 Aufgabe. Zeigen Sie, dass (1,0,02,...) genau dann eine R-Folge ist,
wenn o eine Losung der quadratischen Gleichung 22 = o + Bz ist.

Es ist nun angebracht, sich ein wenig Gedanken iiber die Losung der Gle-
ichung 22 = o + Bz zu machen. Wir rechnen:

et (3 = ak ()
(=9 = ar ()

Die rechte Seite o + (g)2 =: D, die Diskriminante, entscheidet iiber die Art
der Losungen:

(a) D > 0, dann gibt es zwei reelle Losungen
01 :Zg—i-\/E, D) :zg—\/ﬁ

(b) D =0, dann gibt es eine Losung o := g,

[Slie

(c) D < 0, dann gibt es zwei (komplex konjugierte) Losungen oy := & +

in/(=D), og := g —i\/(=D).

In diesem Falle mufl man i.f. mit komplexen Zahlen rechnen (siche dazu

Anhang A).
6.13 Aufgabe. Beweisen Sie folgenden Satz:

6.10 Satz. Sei (ag,ai,as,...) eine R—Folge.
(i) Die quadratische Gleichung x* = a + Bx habe zwei Lisungen oy, 05.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen (ev. komplex) u,v, sodass

a, = uoy +voy
gilt.
(ii) Hat 2* = a + Bz nur eine Lisung o, so gibt es eindeutig bestimmte

reelle Zahlen u,v mit
an = uo" +vno™ .
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6.14 Aufgabe. Berechnen Sie a, wenn (ag, ai, as, ...) eine Folge mit ag =
a; = 1 und a,9 = 2a, + a,.1 fiir n > 0 ist. Geben Sie a;oy an!

6.15 Aufgabe. Konstruieren Sie eine Rekursionsformel a,,, o = aa,+Ba,11,
sodass Fall (ii) von Satz 6.10 eintritt.

6.16 Aufgabe. Sei (ag, a1, as,...) die Folge mit ag = a; = 1 und a, 4o =
—ay, + any1. Berechnen Sie agoo. (Vorsicht: Das Ergebnis ist leicht ohne die
ganze Theorie zu finden). .

6.17 Aufgabe. Riskieren Sie — in Analogie zu den Fibonacci—Zahlen — eine
Aussage iiber die Folge der Zahlen a,,/a, 1 in einer R-Folge.

6.7 Definition. Eine R-Folge (ag, a1, as, . . .) nennen wir ,periodisch* mit
der Periode m, wenn fiir alle n € N gilt:

Apt+m = Qp -
6.2 Beispiel: Die Folge in Aufgabe 6.17 hat Periode 6.

6.18 Aufgabe. Zeigen Sie, dass jede R-Folge zur Rekursionsformel a,, 1o =
—ay, + a,4+1 die Periode 6 hat. (Spétestens jetzt sollten Sie Aufgabe 6.17 doch
nach dem allgemeinen Verfahren von Satz 6.10 losen; dann erkennen Sie die
Periodizitdt schon an den Losungen der quadratischen Gleichung).

6.19 Aufgabe. Geben Sie eine Rekursionsformel (R), a,12 = aa, + Ba, 11,

an, sodass alle R-Folgen die Periode 12 haben.
Hinweis: Berechnen Sie (Anhang A) die komplexe Zahl z und ihre Konjugierte
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z, wie die folgende Zeichnung angibt; insbesondere ist z!2 = z!2 = 1.

l
z
1
1
< 27/12 (oder 30°)
Dann bilden Sie (z — 2)(z — 2) = 2% — (2 + 2)z + 2Z und setzen a 1= —2Z,

B := (2 + z). Dann hat 2% = o + Bz gerade die Lésungen z, z.

6.20 Aufgabe. Sei (ag,a,as,as,...) die Folge (2,6,20, a3, a4, as, ...) mit
(py3 = 6a, — 1la,1 + 6a,.o fiir n > 0. Finden Sie eine explizite Formel fiir
Uy,

6.6 Mini—Literaturliste

1. N.N. Worobjow: Die Fibonaccischen Zahlen. VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften 1971.

2. Es gibt eine Zeitschrift , The Fibonacci Quarterly“, die nur etwas verof-
fentlicht, wenn es mit den Fibonacci—Zahlen zu tun hat. Sie wurde aus
Spargriinden leider an der Bibliothek des Fachbereichs abbestellt.
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7 Nim und dhnliche Spiele

In diesem Kapitel wollen wir ein wenig spielen, doch unsere wesentliche Auf-
gabe wird es sein, das was wir spielen zu analysieren. Deswegen kénnen wir
uns nur einfache , Spielchen® vornehmen; hauptsachlich werden wir uns um
das klassische Nim und seine Varianten kiimmern.

7.1 Definition. Nim.

Gegeben seien r Stapel von Spielsteinen. Die Anzahl der Spielsteine im -
ten Stapel sei n; € N, ¢ =1,...,r. Ein Zug besteht darin, aus genau einem
der Stapel mindestens einen Spielstein wegzunehmen.

(Alle Steine in einem Stapel wegzunehmen, ist erlaubt, falls es sich um
wenigstens einen handelt). Es wird abwechselnd gezogen; wer den letzten
Stein nimmt, hat gewonnen.

Wir benennen das Spiel mit Nim(nq,...,n,).

In der Variante Misere-Nim hat derjenige gewonnen, der zuerst nicht mehr
ziehen kann; d.h. wer den letzten Stein nimmt, hat verloren.

7.1 Aufgabe. Spielen Sie Nim(1,2,3,4,5) und seine Misere-Version!

Anmerkung: In dem Film , Letztes Jahr in Marienbad“ wird mit Streichholz-
chen gespielt. Es geht darum, wer Gliick in der Liebe und wer Gliick im Spiel
hat.

Mochten Sie spielen ? [ Version 1!

!Programmiert von Benjamin Kettner.
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7.2 Definition. Sei 0 < s eine natiirliche Zahl, dann sei Nimg(n,...,n,)
das Spiel mit der abgewandelten Regel, dass bei einem Zug mindestens
ein Stein aber hochstens s Steine aus genau einem Stapel weggenommen
werden diirfen.

7.2 Aufgabe. Spielen Sie Nimy(1,2,3,4,5).

7.3 Definition. Mit W-Nim(ns,ns) sei das Spiel bezeichnet, wo
zusétzlich zu den Ziigen von Nim es noch erlaubt ist, aus beiden Stapeln die
gleiche Anzahl (grofier als 0) von Steinen wegzunehmen. (Der Buchstabe
, W erinnert an den Erfinder Wythoff des Spiels).

Wir unterteilen das Kapitel nun wie folgt:

7.1 Darstellung natiirlicher Zahlen in g-adischer Form
7.2 Analyse des klassischen Nim
7.3 Ein rekursives Verfahren der Analyse

7.4 Die Summe von Spielen und die ,ultimative Analyse*

7.1 Darstellung natiirlicher Zahlen in g-adischer Form

Wir fangen mit einer harmlos aussehenden Uberlegung an:

7.1 Lemma. Sei g € N und ¢ > 1. Dann lifit sich jede natiirliche Zahl n
genau auf eine Weise in der Form n = kq + r schreiben mit k, r € N und
0<r<yq.

Beweis: Wir fithren eine Induktion iiber n durch.
Fiir n = 0 miissen wir k = r = 0 setzen.

Induktionsschritt: Sei n = kg+r mit 0 < r < ¢. Dann ist (n+1) = kqg+r+1.
Wenn r + 1 < ¢ gilt, haben wir n 4+ 1 in der verlangten Weise geschrieben.
Ist 7 + 1 = ¢, so haben wir mit n + 1 = kq¢+ ¢ = (k + 1)qg + 0 wieder die
geforderte Schreibweise.
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Es bleibt, noch die Eindeutigkeit der Darstellung von n + 1 zu iiberlegen.
Sein+1=jg+ s mit 0 < s < ¢q. Wenn s > 0 ist, so haben wir n =
jq + (s — 1). Dann sind aber j und s — 1 nach Induktionsvoraussetzung
eindeutig bestimmt und damit j und s. Ist s = 0, soist n = (j —1)g+(¢—1),
und wir argumentieren entsprechend. O

7.1 Satz. Seien qq, q1, qo, . . . natiirliche Zahlen mit qo = 1, q;11 = a;q; fur
a; >1,1=0,1,2,.... Dann ldfit sich jede natiirliche Zahl n € N eindeutig

darstellen als
o
n= Z €idi
i=0

mit 0 < &; < a; und héchstens endlich vielen ¢; # 0. (Wir lassen den
Summationsindex aus Bequemlichkeit von 0 bis oo laufen, damit wir nicht
eine obere Summationsgrenze hinschreiben miissen; unendlich viele Nullen
aufaddiert soll — nach Vereinbarung — gleich Null sein).

Bevor wir einen formalen Beweis fiithren, sei anschaulich angedeutet, was hier
vorgeht: Wir betrachten die ¢; als Mafistdbe, mit denen wir n ausmessen. Wir
suchen zuerst den Maf}stab ¢, mit ¢,, < n und ¢,,+1 > n.

] ] ] ] ]
T T T T T

0 qm 2qm n Gm+1 = 3Gm

Dann legen wir g, genau &,,-mal an, sodass €,,¢,, + 7, = n mit 0 < 7, < ¢
gilt; dann ist 0 < ¢, < a,,. Um den Rest 7, kiimmern wir uns dann mit den
Mafstaben ¢; fiir ¢ < m. (In der Zeichnung ist a,, = 3).

Beweis des Satzes: Wir machen aus der Ausmessungsidee nun einen In-
duktionsbeweis fiir eine noch prézisere Aussage:

Fiir n < g, 148t sich n in eindeutiger Weise darstellen als

A(m) nzgeiqi,0§5i<ai.

In dieser Darstellung ist ; = 0 fiir ¢ > m.

Beweis: Fiir m = 0 liegt nur der Fall n = 0 vor. Alle ¢; sind dann gleich 0 zu
setzen.
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Induktionsschritt: Sein < ¢,,,1. Dann bestimmen wir ¢,, durch das Ausmes-
sungsverfahren: Nach Lemma 7.1 ist n = ¢,,¢,, + 7, mit 0 < 1, < ¢q,,,. Fiir
die Zahl g, erhalten wir 0 < &, < a,, (e, = 0 ist natiirlich moglich), weil

n < apmQm = Qmi1 vorausgesetzt ist. Auf r,, < ¢, konnen wir die Induk-
m—1 m—1
tionsvoraussetzung anwenden, r,, = Z Erqx; also ist n = €,,q,, + Z Exqk-
k=0 k=0
Damit haben wir die Existenz der Darstellung bewiesen.

[o.¢]
Die Eindeutigkeit sehen wir so ein: Sei n = ) £;q;; sei k der grofite Index mit
i=0
k—1 '
e # 0. D.h. also n = exqr + > €i¢q;. Dann ist ¢ gerade der grofite Mafistab
i=0
mit der Eigenschaft n = epqp + 71, 0 < g, < ag und rp < qx; dazu miissen
wir nur noch verifizieren, dass

k—1
(*) > it < Qk
i=0
gilt. Dann ist aber ¢, und sind nach Induktionsvoraussetzung die anderen ¢;
eindeutig durch n bestimmt.

Verifikation von (x): Wir beweisen durch Induktion iiber r, dass

,
Z €iq; < qry1
i=0

gilt, falls die Bedingung 0 < ¢; < q; erfiillt ist.

Induktionsanfang: r = 0, eqqp < ¢; ist richtig.

r+1 r
Induktionsschritt: > €;q; = (Z 5iqi> + g1 < Qa1+ Eri1@rir =
i=0 i=0

= (1 + &)1 < rp1Gri1 = Gy

Wenn wir die natiirlichen Zahlen nach Satz 7.1 darstellen, kénnen wir auch
mit diesem neuen System addieren und subtrahieren.

7.3 Aufgabe. Beim digitalen Videoschnitt sind 25 Bilder eine Sekunde,
60 Sekunden eine Minute. Die Angabe 7.26.13 besagt also, dass die Lénge
7 Minuten, 26 Sekunden und 13 Bilder betragt.

Wieviel ldnger ist das Video 7.26.13 als das Video 4.49.16 7
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7.4 Definition. g-adische Darstellung.

Sei ¢ > 1 eine natiirliche Zahl. Wir setzen ¢; := ¢*. Dann haben wir einen
Spezialfall des Satzes 7.1 (a; = ¢ fiir alle 7). Es gibt also fiir jede natiirliche
Zahl n eine eindeutig bestimmte Darstellung

(0.0}
1=0
mit 0 <¢; <q.

7.1 Beispiel: Im Falle ¢ = 2 sprechen wir auch von ,dyadischer (oder
,bindrer”) Darstellung.

Sei n € N, dann ist
o
n = 25122
i=0

mit 0 < g; < 1 eine Summe endlich vieler verschiedener Zweier-Potenzen.
Statt dieser Summe schreiben wir auch kiirzer das Wort

Em ---€1&0

in den Buchstaben 0,1 hin, wobei m der groite Index mit €, # 0 ist.

Aus 0 wird also das Wort 0, aus 1 das Wort 1 und fiir die weiteren Zahlen
gilt,

2 «— 10
3 «— 11
4 «—— 100
5 «—— 101

USW.

7.4 Aufgabe. Schreiben Sie 3,7, 15 in dyadischer (binérer) Form, addieren
Sie die drei Zahlen im 2-adischen System und machen Sie die Probe.

Wenn Sie Aufgabe 7.4 redlich gemacht haben, werden Sie zustimmen, dass
bei Addition im dyadischen System die sogenannten , Ubertrige® einem zu
schaffen machen konnen. Allein schon deswegen konnten wir auf die Idee
kommen, ohne Ubertrige zu addieren, wie wir es im néchsten Abschnitt tun
werden.
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k
7.5 Aufgabe. Berechnen Sie > 2¢ nach der Formel der geometrischen Summe

=0
von Aufgabe 3.3.

7.2 Analyse des klassischen Nim

In diesem Abschnitt lassen wir einen ,Deus ex Machina“ auftreten; in 7.3
erst werden wir ihn ,sékularisieren®.

7.5 Definition. Auf N definieren wir eine neue Verkniipfung
NxN—N, (n,m)—ndm,

wobel wir n & m durch Addition von n,m im dyadischen System ohne
Beriicksichtigung der Ubertrdge erhalten. D.h. genauer: Wenn ¢;(k) die

Ziffer 0 oder 1 aus der dyadischen Darstellung k& = Y &;(k)2" ist, dann ist
i=0

0 falls g;(n) =¢;(m),
Si(n®m):{ 1 sonst.( ) ( )

7.2 Beispiel: T3 =14
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7.6 Aufgabe. Erginzen Sie folgende ,, Additionstafel“ fiir n & m:

7 7
6 6
) )

7.7 Aufgabe. Priifen Sie exemplarisch in der Tafel nach, dass n ® m die
kleinste Zahl aus NN {n@m,n@®m|n <n, m<m}ist. (ZB.6d4=2).
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7.2 Satz. Die Nim-Addition geniigt folgenden Rechenregeln:

(a) Assoziativgesetz, d.h.

/\ a®(bdc)=(adb) dc;

a,b,ceN

(b) /\a@O:O@a:a
aeN
d.h. 0 ist ein sogenanntes ,neutrales Element® fir &;

(c) /\\/a@b:b@a:()

a€eN beN
(Es ist nimlich a @ a = 0 fiir alle a € N).

(d) Kommutativgesetz, d.h.

/\ a®b=bDa.
a,beN

Beweis: Die Eigenschaften (b), (c), (d) sind klar nach Definition. Um das
Assoziativgesetz zu zeigen, miissen wir nur schauen was an der i-ten Stelle in

der dyadischen Darstellung geschieht: Man hat Nullen und Einsen nach den
durch die Tabelle

1 1 0
0 0 1
0 1

gegebenen Rechenregeln (Nim-Addition) zu addieren. D.h. wir haben zu
testen, dass die Verkniipfung {0,1} x {0,1} — {0,1}, (a,b) — a @ b,
assoziativ ist. Das konnen wir durch Hinschreiben aller Moglichkeiten veri-
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fizieren, z.B.

06040 = (000)®0

08 (0e1) = (080)®1

0e(1e0) = (061)®0

0p(lel) = (0el)@l
usw., wieviele Tests insgesamt? 0
Wenn wir uns vorstellen, Nim(ny,...,n,) zu spielen, so durchlaufen wir
beim Spielen verschiedene Zustédnde, sagen wir ,,Positionen® des Spiels, die
wiederum durch ein r-Tupel natiirlicher Zahlen (n},...,n.) mit n, < n,
beschrieben sind. D.h. jede Position (nf,...,n!) kénnen wir als ein Nim-Spiel
Nim(n},...,n!) ansehen. (Denn wir kénnten ja mit dieser Position anfangen

zu spielen). So wollen wir das im folgenden sehen: Jede Position eines Spiels
ist ein ,,neues® Spiel.

7.6 Definition. Wert G(Nim(n4,...,n,)).
Fiir jedes Nim-Spiel Nim(nq,...,n,) definieren wir einen Wert
G(Nim(ny,...,n,)) € N als ny & ... ® n,. (Wegen der Assoziativitit
von ,,®“ setzen wir keine Klammern in der Formel ny & ... ® n,).

7.8 Aufgabe. Berechnen Sie G(Nim(1,2,3,4,5)).

7.3 Satz. (1) Ist G(Nim(ny,...,n,)) # 0, so gibt es einen Zug von
Nim(ny,...,n,) nach einer Position P = Nim(n},...,n.) mit G(P) = 0.

(2) Ist G(Nim(ny,...,n,;)) = 0, so fihrt jeder erlaubte Zug von
Nim(ny,...,n,) aus zu einer Position @ mit G(Q) # 0.

Fazit: Jetzt weil man, wie man Nim spielen kann. Betrachten wir
Nim(1,2,...,5) beispielsweise. Seinen Wert haben wir in Aufgabe 7.8 als
1 bestimmt. Spiele ich als erster, dann ziehe ich zu einer Position mit Wert 0
(das geht nach dem Satz 7.3(1)). Mein Partner hat dann entweder schon
verloren oder er hat nur die Chance, zu einer Position mit Wert # 0 zu
ziehen. So geht es weiter und ich bin also derjenige, der zuerst die Endposi-
tion Nim(0,...,0) (mit Wert 0) erreicht.
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Misere-Nim ist damit noch nicht geklart; die allgemeine Philosophie ist es,
ein Spiel in Misere-Version zu spielen wie das Spiel selbst und nur ,gegen
Ende* aufzupassen.

7.9 Aufgabe. Finden Sie heraus, wie Sie Nim(1,2,...,5) in Misére-Version
spielen konnen.

Beweis des Satzes: (1) Essei m:=n; ®ny @ ... dn, # 0. In dyadischer
Schreibweise sei m geschrieben als

Ce 0015k—15k—2 ...E1&0

mit &; = &;(m) und eben ,(m) = 1, d.h. 2* ist die héchste Potenz von 2 mit
2k < m (dies nur zur Wiederholung). Dann gibt es eine unter den Zahlen
ni,...,n,, sagen wir n;, fir die ex(n;) ebenfalls gleich 1 ist, und es gilt

Warum ist das so? Am besten sieht man das wieder an den bindren Darstel-
lungen ein:

m: 1 1 € ... & €9

n; I:] I e M2 .. m1 mo

m e n; [ 107 ... ?
k ’, [ ] 01 1 1

L

\

Kasten bleibt
erhalten

Es ist m@n; < k, wobei k aus der Zahl m@n,; entsteht, indem wir statt ¢; Bmn;

eine 1 schreiben fiir : = 0,...,k — 1. Nun ist k < n;, weil nach Aufgabe 7.6
k-1

328 =2k — 1 ist, also ist m @ n; < n,.

i=0

Es ist also ein erlaubter Zug, den Stapel n; auf n, := m @ n; zu vermindern.
Und es ist G(Nim(ny,...,nl,...,n.)) =n1®...8n,H...&n, =n1S... P
(m@&n;)®...8n. =mdm =0 (Rechenregeln von Satz 7.2).
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(2) Sei nun ny @ ny @ ... dn, = 0, ohne dass ny = ny = ... = n, =
0 ist. Dann ist fiir Jedes 1 € N die Anzahl der Einsen unter den Zahlen

gi(n1),ei(ng),...,e;(n,) gerade. Verkleinern wir eine der Zahlen nq,...,n,,
zum Beispiel n; zu n., dann gilt dies nicht mehr fiir ny,...,n}, ..., n, und
damit ist n; @ ... &n. d ... dn, #0. O

7.3 Ein rekursives Verfahren der Analyse

In diesem und dem néchsten Abschnitt werden wir eine gewisse ,,Sorte von
Spielen untersuchen, zu denen auf jeden Fall ,Nim“ und seine Varianten
gehoren.

7.7 Definition. Ein Spiel heifle , Nim-&hnlich“, wenn es folgende Bedin-
gungen erfiillt:

(i) Es wird von zwei Personen gespielt, die abwechselnd ziehen. Sie kom-
men zu Beginn {iberein, wer anfingt (erster und zweiter Spieler), und
sie wahlen eine Anfangsposition;

(i) es gibt nur endlich viele Positionen. Die Menge der Positionen werde
mit S bezeichnet.

(iii) Ein Zug besteht darin, von der gegebenen Position P in eine andere
P’ vorzuriicken“; d.h. fiir jede Position P ist eine Teilmenge Z(P)
von S\ P gegeben, welche die von P aus moglichen Ziige angibt. Diese
Menge héngt insbesondere nicht vom Spieler ab, der gerade dran ist,
und auch nicht vom bisherigen Spielverlauf. Es gibt Endpositionen £
mit Z(F) = @.

(iv) Die Spielregeln, also die Angabe aller Z(P) sind derart, dass jede
Durchfithrung des Spiels nach endlich vielen Ziigen in einer Endpo-
sition ankommt. Gewonnen hat dann, wer den letzten Zug gemacht
hat.

Man kann sich ein solches Spiel wie folgt visualisieren: Fiir jede Position P
wéhle man einen Punkt in der Ebene. Die Moglichkeit eines Zugs von P nach
P’ wird durch eine mit einem Richtungspfeil versehene Strecke von P nach P’
symbolisiert. Ein Spielverlauf entspricht dann dem Ziehen eines Spielsteins
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von der Anfangsposition aus, immer eine Strecke in der richtigen Richtung,

bis zu einem Endpunkt.

7.8 Definition. Das so entstandene Gebilde von Punkten und Strecken
(,,Strecke ist dabei nicht zu wortlich zu verstehen; vielleicht mufl man auch
mal biegen) nennen wir den Graphen des Spiels (nicht zu verwechseln mit

dem Graphen einer Funktion).

7.3 Beispiel: Das folgende Spiel erfiillt nicht die Bedingungen:
Endposition

Anfangsposition
Denn der weifle Spielstein kénnte auf der Waagerechten immer hin und her

geschoben werden.

Auch das folgende Spiel erfiillt nicht die Bedingungen. Denn ein Beginn in der
Position P erlaubt ein endloses Herumziehen des Spielsteins um das Dreieck.

7.4 Beispiel:
eispie P

P A

7.5 Beispiel: Dagegen erfiillt folgendes Spiel die Bedingungen.
0
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Die roten Zahlen an den Positionen sind die Sprague-Grundy-Zahlen aus
Definition 7.9.

7.6 Beispiel: Nim und seine von uns definierten Varianten sind Nim-&hnlich.
Graph von Nim(1,1):
(0,0)

(1,0) (0.1)

Graph von Nim(2,2):




LEMMA Apr
SATISFIED!
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7.9 Definition. Sprague-Grundy-Zahlen.
Gegeben sei ein Nim-#dhnliches Spiel mit Positionenmenge S. Dann
definieren wir rekursiv eine Funktion G : S — N wie folgt:

(i) Rekursionsanfang: G(E) := 0 fiir jede Endposition E.

(ii) Rekursionsformel: Ist P € S und G(F') ist fiir alle P" € Z(P) schon
definiert (also fiir alle P, zu denen man von P aus ziehen kann), dann
setzen wir

G(P) := Minimum (N {G(P") | P’ € Z(P)}),

d.h. G(P) ist die kleinste natiirliche Zahl, die nicht Element der
endlichen Menge {G(P’) | P' € Z(P)} ist.

Die Zahl G(P) nennt man nach den Erfindern auch Sprague-Grundy-Zahl
von P; wir wollen i.f. der Einfachheit halber von G(P) als dem Wert von
P sprechen.

7.7 Beispiel: (1) Nim(n).

Es ist G(Nim(0)) = 0; von Nim(1) kann man nur nach Nim(0) ziehen, also ist
G(Nim(1)) = Minimum (N ~\ {0}) = 1; von Nim(2) kann man nach Nim(0)
und Nim(1) ziehen, also ist G(Nim(2)) = Minimum (N~ {0,1}) = 2; Mit
vollsténdiger Induktion bekommen wir G(Nim(n)) = n.

(2) Nim(nq,ng).

Beschreiben wir zuerst Z(Nim(ni,ny)): Von Nim(n;,ny) kann man nach
Nim(¢,ny) mit 0 < ¢ < ny oder nach Nim(ny,k) mit 0 < k < ny ziehen.
Daher ist

G(Nim(ny,n2)) = Minimum (NN{G({,n2),G(n1,k) |0 <l <ny, 0 <k <mns}).

In Aufgabe 7.7 haben wir experimentell festgestellt, dass die so definierte
Zahl gerade ny @ ny ist. In der Tat werden wir dies im néchsten Abschnitt
beweisen.

(3) In den Beispiel-Graphen haben wir die Werte in rot neben die Positionen
geschrieben.

7.10 Aufgabe. Erginzen Sie den folgenden Graphen von Nim(2,2) zu dem
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Graphen von W-Nim(2,2) und schreiben Sie die Werte der Positionen auf.

Fazit: Versuchen wir einmal unseren Kenntnisstand zusammenzufassen:

Kennen wir alle Sprague-Grundy-Zahlen eines Nim-#hnlichen Spiels, so kon-
nen wir optimal ,spielen“. Wenn ich z.B. bei einer Position P dran bin zu
ziehen, und es ist G(P) # 0, so kann ich nach Definition von G(P) in eine
Position P’ ziehen mit G(P’) = 0. Entweder habe ich dann schon gewonnen
oder mein Partner zieht in eine Position P” mit G(P") # 0, usw.

Das Problem ist, die Sprague-Grundy-Zahlen zu berechnen. Im néchsten
Abschnitt werden wir zeigen, was Sie alle vielleicht schon vermuten, dass
G(Nim(ny,...,n.)) =n1 @ ... S n, ist.
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Eine kleine Uberlegung ist noch nachzutragen: Wieso liefert das Verfahren
in Definition 7.9 fiir jede Position einen Wert G(P)? Konnte es eventuell
vorkommen, dass gewisse Positionen nicht erreicht werden ?

7.4 Satz. Fir ein Nim-dhnliches Spiel mit Positionenmenge S liefert das
Verfahren in Definition 7.9 wirklich eine Funktion G : S — N.

Beweis: Sei S; die Menge der Positionen, sodass G auf S; nach dem i-ten
Schritt definiert ist; nehmen wir an, dass S; # S ist. Dann sollten wir zeigen,
dass es eine Position P ¢ S; mit Z(P) C S; gibt; fiir diese Position P kénnen
wir G(P) definieren. Da es insgesamt nur endlich viele Positionen gibt, fiihrt
das Verfahren also zu einem ,,guten Ende*.

Um die Behauptung

\/ Z(P)cs;

PeS\S;

zu zeigen, wenden wir die Kontraposition an. Aus der Verneinung

N zZ(P) ¢ s

PeS\S;

folgt, dass man in S \ §; beliebig ,lange* herumziehen kann, d.h. es gilt
die Verneinung unserer Voraussetzungen iiber das Spiel, weil dann (iv) nicht
erfiillt ist. 0J

7.4 Analyse von Nim mittels Sprague-Grundy-Zahlen

Das Ziel dieses Abschnitts ist es zu beweisen, dass der in Definition 7.6
definierte Wert G(Nim(ny,...,n,)) =n; & ny & ... & n, gleich der Sprague-
Grundy-Zahl von Nim(ny, ..., n,) ist. Damit ist dann auch geklart, dass man
die Nim-Addition auf dem unendlichen Spielbrett rekursiv mit der Rekur-
sionsformel

m@®n= Minimum (N~ {m'@&n, me&n' | m <m,n <n})

erhalt.
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7.10 Definition. Summe von Spielen.

Seien S7, S Spiele (I. f. unterscheiden wir in der Notation nicht zwischen
dem Spiel S; und der Menge seiner Positionen, eben Sj). Die ,,Summe*
S1 @ Sy wird wie folgt gespielt: Die Menge der Positionen ist S x S3. Ein
erlaubter Zug von der Position (P;, P») aus ist entweder ein erlaubter Zug
in Sy von P; nach P (in S; @& S ist dann die Position (P], P,) erreicht)
oder (im ausschliellichen Sinne) ein erlaubter Zug in Sy von P, nach P
(also in S} @ Sy von (P, P») nach (Py, P})). M.aW. Z(Py, P,) = Z(Py) %
{PQ} U {Pl} X Z(PQ)

Bemerkung: Am leichtesten kann man sich S; @ S5 vielleicht so vorstellen:
Vor mir und meinem Partner sind S; und Sy aufgestellt. Wir spielen dann
nach gewissen Regeln beide Spiele zugleich. Wenn einer dran ist zu ziehen,
schaut er nach, wo ist S; angekommen, wo Ss, und entscheidet sich dann, in
genau einem der Spiele S7, S5 einen erlaubten Zug zu machen.

7.8 Beispiel: (1) Nim(nj,ny) = Nim(n;) & Nim(ns).
(2) Nim(ny,...,n,) = Nim(n;) @ ... ® Nim(n,).

Zu iiberlegen wire noch, was hier ,,=* eigentlich bedeutet und ob ,®* as-

soziativ ist.

7.11 Aufgabe. Was bedeutet Ihrer Meinung nach ,,=“ und ist dann die
Assoziativitat S; @ (S2 @ S3) = (S1 @ S2) & S3 gesichert ?

7.12 Aufgabe. Wenn 57, 5o Nim-&dhnlich sind, ist dann auch S; & S5 Nim-
dhnlich 7

7.5 Satz. Sind Si,S> Nim-dhnlich, dann ist auch S ® So Nim-dhnlich.
Ist (Py, Py) € S1@®.5; eine Position, dann ist G(Py, Py) die Summe G(P;)®
G(P) in der Nim-Addition N x N — N. (Merke an: G(Py, Py) bezeichnet
den Wert von (Py, Ps) im Spiel Sy @ Sy, wihrend G(Py), G(P,) die Werte
von Py bzw. Py im Spiel Sy bzw. Sy bezeichnen).

Beweis: Die erste Aussage ist mit Aufgabe 7.12 erledigt. Fiir das weitere
bendtigen wir ein Hilfsmittel:

Hilfssatz: Seien a,b,c € N und a® b > c¢. Dann gilt entweder a > b® ¢ oder
b>adec. O
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Beweis: Sei i die grofite natiirliche Zahl mit €;(a & b) # €;(c). D.h. in den
dyadischen Darstellungen von a @ b und c ist ¢ die erste Stelle von links aus
gesehen, wo sich die Darstellungen von a @ b und ¢ unterscheiden:

a®b [ J|1]?77 ... 7
c [ Jlo|??? ... 2
T

l

i—1
Wegen a @ b > cist dann g;(a ® b) = 1 und g;(c) = 0 (weil >_ 2¢ < 2%). Wir
=0

betrachten nun die zwei Falle

(i)  ei(a) =1 und g;(b) = 0 oder
(ii)  ei(a) =0 und &(b) = 1.

[e.e]
Wir setzen a; := Y. ex(a)2¥, entsprechend definieren wir b; und c;; ferner
k=it1
i
sei as := Y &¢(a)2* und entsprechend seien by, o definiert.
=0

Hier sind ein paar ,,Facts®:

Es ist a1 ®b; = ¢1 (nach Wahl von 7), und damit ist a1 = by ey, by = a1 Dy
(wegen der Eigenschaften der Nim-Addition; wieso 7).

Ferner gilt a = ay + as = a; @ ao, entsprechend fiir b, c.

Also nun zu Fall (i):
a:al@agzbl@q@az

Es ist as > 2 > by @ co. Also haben wir
a>bi D Pbybea=0Dc.

Der Fall (ii) ist analog. O

7.13 Aufgabe. (a) Rechnen Sie nach, ob 11 &5 > 13 richtig ist.
(b) Stellen Sie nun fest, ob
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(i) 11 >5@13 oder

(i) 5> 11 13 gilt.

Beweis des Satzes: Wir fiihren eine Induktion durch.

Induktionsanfang: Eine Endposition von S; @ S; ist ein Paar (Ey, Ey) von
Endpositionen, F; € S, Ey € Sy. Dann ist per Definition G(E;, Fy) =0 =
G(E)) & G(E,).

Induktionsschritt: Sei (P, P») eine Position, sodass schon fiir alle Positio-
nen (P, P»), Pl € Z(Py),und (P, Py), Py € Z(P») die Gleichung G(P}, P») =
G(P)) ® G(P,) sowie G(Py, P}) = G(P) @ G(Py) etabliert ist. Dann haben
wir G(Py, P») = G(P) ® G(P,) zu folgern.

Nach Definition ist
G(P1, P;) = Minimum (NN A{G(P]) & G(BR,), G(P) ® G(Pj) |
Pl e Z(P), Pye Z(P)}).
Wir zeigen nun:

(1) G(P) & G(PR) # G(P)) & G(P,) tir alle P/ € Z(P;) (und entsprechend
G(P) ® G(P) # G(P) ® G(P) fir alle Py € Z(Py)).

Denn aus G(P;) @ G(P) = G(P]) ® G(P,) folgt G(P) = G(F;), das ist
falsch. Also ist G(P)) ® G(P) # G(P]) & G(P).

(2) Jede natiirliche Zahl m < G(P) & G(P,) kommt unter den Zahlen
G(P]) ® G(Py) und G(P) ® G(P;) vor.

Nach dem Hilfssatz gilt

(i) G(P)> G(P,) ®m oder

(i) G(P)>G(FP)em.
Im Falle (i) gibt es im Spiel Sy einen Zug von P, zu einer Position P| mit
G(P]) = G(P) & m.

Dann ist G(P{, P,) = G(P|) @ G(P,) (nach Induktionsvoraussetzung) und
folglich

G(P[,Py) = G(P) Dm @ G(Py) =m.
Fall (ii) wird mit Spiel Sy abgehandelt.

Also ist G(Pl)@G(Pg) :G(Pl,Pg). O

143


Lösung

  (i)  



7.5 Literatur

Warnung: Der Name ,,Spieltheorie® bezieht sich iiblicherweise auf eine The-
orie der Entscheidung in der Okonomie und Politik, die nichts mit der hier
angedeuteten Theorie , kombinatorischer Spiele“ zu tun hat.

1.  F.R. Berlekamp, J.H. Conway, P.K. Guy: Winning Ways. Academic
Press 1982.

2. C.L. Bouton: Nim, a game with a complete mathematical theory. An-
nals of Mathematics 3(1902), 35-39.

Dieser Artikel gibt ohne weiteren Kommentar die in 7.2 angestellte
Analyse.

3. J.H. Conway: On Numbers and Games. Academic Press 1976.

Die Bemerkung in 3.4 zu dieser Referenz gilt auch hier.

4. M. Gardner: Penrose Tiles to Trap Door Ciphers. W.H. Freeman 1997.

In Chapter 8 wird eine nett geschriebene Geschichte und Analyse von
Wythoff-Nim gegeben.

5. Y. Yamasaki: On misere Nim-type games. Journal Mathematical Soci-
ety Japan 32(1980), 461-475.

Der Beweis in 7.4 folgt diesem Artikel.

6. J.Waldmann: Kombinatorische Spieltheorie.
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A Anhang

Ein kurzer Blick auf die komplexen Zahlen

A.1 Definition. (1) Als Menge sei C := {(a,b) | a,b € R} = R?,
(2) Die Elemente (a,b), (a,b) € C werden nach der Regel

(a,b) + (a,b) := (a +a,b+b)

addiert,
(3) und sie werden nach der Regel

(a,b)(@,b) := (aa — bb, ab + ab)

multipliziert.

(4) Die Menge C zusammen mit dieser Addition und Multiplikation nen-
nen wir ,,Korper der komplexen Zahlen“. Der Ausdruck , Korper® bezieht
sich dabei darauf, dass die Addition und Multiplikation allen in der folgen-
den Aufgabe zusammengestellten Rechenregeln geniigen. Man kann deshalb
auch z.B. vom Korper der reellen Zahlen, oder vom Korper der rationalen
Zahlen sprechen.

A.1 Aufgabe. Zeigen Sie, dass die Addition und Multiplikation auf C fol-
genden Rechenregeln geniigen:

(i) Die Additon ist assoziativ und kommutativ, das Element (0,0) ist ein
neutrales Element fiir ,+“, d.h.

A (a,b) +(0,0) = (0,0) + (a,b) = (a,b).

(a,b)eC

Ferner ist (0,0) das einzige Element in C mit dieser Eigenschaft.

Zu jeder komplexen Zahl (a,b) € C gibt es genau eine Zahl (a,b) mit
(a,b) + (a,b) = (0,0) (Wegen der Kommutativitét von ,,+* ist dann

auch (a,b) + (a,b) = (0,0)). Es ist (a,b) = (—a, —b).

(ii) Die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ. Das Element (1,0)
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ist ein neutrales Element fiir ,,-“, d.h.

/\ (a,0)(1,0) = (a,b) = (1,0)(a,b).

(a,b)eC

Und (1,0) ist das einzige Element mit dieser Eigenschaft.

Fiir jedes Element (a,b) # (0,0) gibt es genau ein Element (a,b) mit
(a,b)(a,b) = (1,0). (Esist (a,b) := (a/a® + b*, —b/a® + b?).)

(Zur Erinnerung: Fiir eine reelle Zahl r > 0 ist /r diejenige reelle Zahl
s >0 mit s? = 7).

(iii) Addition und Multiplikation sind durch das Distributivgesetz miteinan-
der verwoben, d.h.

A ((a,0)+(d’,0)(a", ") = ((a,b)(a", b"))+((d, b')(a", b")),

(a,b),(a’,b’),(a”,b”) eC

wegen der Kommutativitdt von Addition und Multiplikation gilt dann
auch die Formel

(" ¥)((a,) + (1)) = ((a", 1) @, B)) + (", H)(@, ).

Wenn wir — wie iiblich — vereinbaren, dass ,,-“ stiarker bindet als ,,+“
konnen wir gewisse Klammern weglassen, z.B.

(a”> b”)((a’ b) + (a,> b/)) = (a”? b//)(CL, b) + (a//a b//) (a/a b/) .

Veranschaulichen wollen wir uns die komplexen Zahlen als Vektoren in der
Ebene.

b-Achse

bi----- (a,b)

a-Achse
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Die Addition erhélt man anschaulich dann durch Parallelogramm-Bildung;:

b-Achse

a-Achse

Die Veranschaulichung der Multiplikation folgt unten.

A.1 Satz. Die Abbildung ¢ : R — C, a — (a,0), ist additiv, das heifst

N\ dla+0b) =6(a) +6(b),
a,beR
und sie ist multiplikativ, d.h.

A 6(ab) = d(a)(b)

a,beR
Beweis: Als Aufgabe. O

Fazit: Wir konnen uns R als Teilmenge von C vorstellen, R = {(a,0) € C |
a € R}. Ob wir dann zwei reelle Zahlen als reelle Zahlen addieren (oder
multiplizieren) oder als komplexe Zahlen, das Resultat bleibt gleich.

A.2 Satz. Jede komplexe Zahl z ldfst sich eindeutig in der Form
z = (a,0) + (b,0)(0,1)

schreiben.
Beweis: Als Aufgabe. !
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A.2 Definition. Wir bezeichnen mit ¢ die komplexe Zahl (0,1). Dann
148t sich also jede komplexe Zahl z € C eindeutig in der Form

z=a-+bi

mit a,b € R schreiben (a = (a,0), b = (b,0) in C).
A.2 Aufgabe. Verifizieren Sie i = —1.

A.3 Definition. Sei z = a + bi mit a,b € R.

(1) Wir nennen a den Realteil Re(z) von z und b den Imaginérteil Im(z)
von Z.

(2) Die a-Achse nennen wir ab jetzt ,reelle Achse® und die b-Achse ,ima-
gindre Achse“.

imaginédre Achse

o reelle Achse

(3) Die Zahl z = a — bi heifit die zu z ,komplex konjugierte“ Zahl.
imaginére Achse

z=a-+1b

|
l reelle Achse
|
|

Z=a—1b
Wir erhalten Z aus z durch Spiegeln an der reellen Achse.
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A.3 Aufgabe. (a) Die komplexe Zahl z ist reell genau dann, wenn z = 2
ist.

(b) Fiir 21,29 € Cist 21 + 290 = Z1 + Zo und Z125 = 21 25.

0 4

Y|

= Z.

Anmerkung: Die Multiplikation der komplexen Zahlen (a + bi), (a’ 4 b'7)
kann man mit dem Distributivgesetz und der Beziehung i2 = —1 leicht hin-
schreiben:

(a+bi)(a' + Vi) = ad +bb'i®+ ab'i+ a'bi
= (ad —bb')+ (ab + a'b)i

(Diese Formel hatte man bei der Definition der Multiplikation von C im
Sinn!).

A.4 Definition. Fiir z = a + bi € C, a,b reell, sei

2| := Va2 + b? (gelesen: ,,Betrag von z“).

Spezialfall: Ist a reell, dann gilt:

al a fallsa>0,
al =
—a fallsa <0.

A.3 Satz. Sei z € C, z = a + bi mit a,b reell.

(a) Esist|z] >0, und ,|z| =0 ist dquivalent zu ,z = 0
(b) Es ist |z| = v/2Z, denn 2z = a® + V2. Es folgt |Z| = |2|.
(¢) [Re(2)], [Im(2)] <[],

(d) A lyzl =1yl |2,

y,z€C

(¢) N ly+z<lyl+lz].

y,z€C
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Anmerkung: Nach dem Satz von Pythagoras ist |z| die ,,Lange “ des Vek-
tors z:

imaginére Achse

bi | _ z=a+b

reelle Achse

Die Ungleichung in (e) heift ,, Dreiecksungleichung*, weil in einem Dreieck die
Léange einer Seite kleiner gleich der Summe der Léngen der anderen beiden
Seiten ist:

|y +z| 21

|y

Beweis von Satz A.3: Wir zeigen hier nur (e). Um zu beweisen, dass
ly + 2| < |y| + |2 gilt, geniigt es nachzupriifen, dass |y + z|*> < (|y| +|z])? ist.

Nun ist
ly+z2P=@Ww+2)(y+2) = (y+2)(F+2) (nach Aufgabe A.3)
=yy+2y+yz+zz = |y*+2Re(zy) + |z|?
Denn fiir jede komplexe Zahl z ist 2Re(z) = = + Z; ferner ist yz = 2y, also
ist 2y + yz = 2Re(27).
Mit Re(zy) < |zy| = |2| |[g] = |z||y| erhalten wir:

[yl* + 2Re(29) + |2|* < y* + 2|z [y| + 2> = (ly| + ]2])° -

150



Einheitskreis:

Den Kreis S! mit Radius 1 in der Ebene, den sogenannten ,Einheitskreis®
stellen wir uns als
{(a,b) e R?* | a® +b* =1}

vor. Sehen wir die Ebene als komplexe Zahlenebene an, dann ist dies

{zeC||z|=1}.

imaginéare-Achse

|
(sinp)i |
! reelle-Achse

Ein z € S! kénnen wir dann schreiben als z = cos ¢ + (sin )i mit einem
Winkel ¢, der bis auf Vielfache von 27 definiert ist.

Veranschaulichung der Multiplikation:

Sei z; = cos 1 + (sin 1), 2o = cos s + (sin 9)i, dann rechnen wir:

2129 = (cos p1)(cos pa)—(sin 1) (sin s )+ ((sin 1) (cos @o)+(cos p1) (sin p2))i .

Sind einem die Additionstheoreme fiir cos und sin bekannt, kann man also
schliefen:

2129 = cos(p1 + @2) + (sin(p1 + @2))i

(Umgekehrt kann man sich so die Additionstheoreme leicht merken).
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Seien nun 21,29 € C, 21 # 0, 29 # 0. Setze 1 := |21], r2 := |22/, dann sind
z1 - (1/r1), z2 - (1/7r3) vom Betrag 1, also gibt es Winkel ¢, @ mit

21 =r1(cospr + (singq)i), 2o = ra(cos o + (sin ¢s)i)

und
2129 = T172(c0s (@1 4 @2) + (sin(pr + ¢2))i) .

21

©2
¥1

2 ¥1

2122

A.4 Aufgabe. Berechnen Sie

(a) 7;17

Y

(b) 1+,

(c) die Zahl a + bi mit (a + bi)(4 + 3i) = 1.

A.5 Aufgabe. Losen Sie das lineare Gleichungssystem in x,y mit Koef-

fizienten in C
r+i1y = 1+1

r—y = 2
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Lösung

  8(1-i)  


Lösung

  (4-3i)/25  


Lösung

  x = i
  y = -i 



A.6 Aufgabe. Geben Sie die Losung der quadratischen Gleichungen an:

(a) 22 +1=0,
(b) 22 — 2i =0,
(c) 22 +5(1 —i)xr — 13i = 0.

A.7 Aufgabe. Sei z € C, z # 0, sei n € N\ {0}. Zeigen Sie, dass es genau
n verschiedene komplexe Zahlen uy, ..., u,—1 gibt mit u}' = z.

Hinweis: Ist z = r(cos¢ + (sinp)i), r reell und r > 0, dann sind die Zahlen
uy, = /r(cos(p + k2w /n) + sin(p + k27 /n)i die Kandidaten. (Anmerkung:
Hier meinen wir mit /r diejenige positive reelle Zahl ¢ mit ¢" = r — von deren
eindeutiger Existenz man sich im Laufe der Vorlesung ,, Analysis® iiberzeugen
kann).

A.8 Aufgabe. Geben Sie speziell die Zahlen wg,u;,us mit uj = 1 fiir
k=0,1,2 an.

Literatur: Vergl. Sie die Hinweise in 3.4
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  {1+ i, -1-i}  


Lösung

  { -2+ 3i, -3+ 2i }  



B Anhang

Immersionen der Kreislinie in die Ebene

Dieser Abschnitt soll dazu dienen, einen fliichtigen Eindruck (ohne jeglichen
Beweis) von einem Bereich der Mathematik zu geben, der bisher sehr zu
kurz gekommen ist, ndmlich der Beschreibung kontinuierlicher Phaenomene.
Versuchen Sie einfach nur, den anschaulichen Beschreibungen zu folgen.

B.1 Definition. Die Kreislinie vom Radius r > 0 ist
Sti={(w,y) €R? |2 447 =12}

Den , Einheitskreis“ S} bezeichnen wir mit S*.
i y-Achse
(z,y) = (cos p,sin )

v _ 7-Achse
(1,0)

Ein Punkt (z,y) € S' (wie in der Zeichnung) wird durch einen Winkel ¢ mit
(x,y) = (cos(p),sin(p)) beschrieben, wobei alle Winkel ¢ 4+ 27n, n € N, den
gleichen Punkt beschreiben. (Wir werden im folgenden Winkel im Bogenmaf}
messen, das ist aber nicht wirklich relevant).

Eine Abbildung von S! nach R? kénnen wir uns dann vorstellen als eine
Abbildung f : R — R? ¢ —— f(y), mit der Periode 27, d.h. f(p + 27) =

f(p) fur alle .
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Ist g : R — R? eine Abbildung, so ist fiir alle z € R das Bild g(x) von der
Form (g1(x), g2(z)) mit g1(x), g2(x) € R, d.h. wir bekommen zwei Abbildun-
gen g; und go von R nach R, die wir die , Komponenten“ von g nennen, und
g(x) = (g1(x), g2()) fiir alle z € R.

B.2 Definition. Eine Abbildung f : R — R? mit der Periode 27 heifit
,Immersion“ von S! in R?, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

(i) f ist differenzierbar, d.h. ihre Komponenten f; und f; sind im iiblichen
Sinne differenzierbar.

(i) Die Ableitung f' mit f'(z) := (f](x), fo(z)) ist stetig (Achtung:
»Stetigkeit“ haben wir in diesem Kurs nicht definiert. Sie miissen bis Anal-
ysis I warten und erst einmal IThrer Intuition vertrauen).

(iii) Fir alle z € R ist die Ableitung (f](z), f5(z)) immer verschieden von
dem 2-Tupel (0,0).

B.1 Beispiel: (a) Die Inklusion S* — R? (z,y) — (x,y), ist eine
Immersion.

(b) Die Abbildung d,, : S* — R? ¢ —— (cos(nyp), sin(nyp)), ist eine Im-
mersion, die — anschaulich — das Stiick [0, 27] n-mal um S! herumwickelt.

IMustration ds:

Sl

Wenn ¢ von 0 bis 27 lduft, dann 14uft da(p) zweimal um S! herum.

(c) Wir kénnen dy etwas auseinanderziehen zu ds mit
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da() = (1 + L cos() (cos(2p), sin(2)).

Wir haben ungefahr das Bild von ds gezeichnet !

Am besten stellen wir uns eine Immersion dynamisch vor: Wenn ¢ sich von
0 nach 27 bewegt, dann liuft der Bildpunkt f(y) durch R? und ist nach der
,Zeit* 2w wieder im Anfangspunkt f(0). Wenn wir ¢ als Zeit interpretieren,
dann ist das Tupel (f{(p), f4(¢)) physikalisch der Geschwindigkeitsvektor der
Bewegung im Punkte f(¢p).

Wer schon von sich bewegenden Objekten abgesprungen ist, weifl sehr wohl,
dass der Geschwindigkeitsvektor tangential zur Bewegung in Richtung der

156



Bewegung zeigt. ,Rasen fiihrt zu ,ldngeren“ Vektoren. Bild(f) kann recht
verwirrend aussehen:

B.3 Definition. Sei f eine Immersion S' — R2? Dann stellen wir
uns vor, wir fahren auf der Rennstrecke Bild(f) zu zweit in einer Karre.
Die rechts sitzende Person fiithrt Buch, wieviel (Winkel) sie nach links
gedreht wird, jede Drehung nach rechts (Rechtskurve) ignorierend. Die links
sitzende Person konstatiert nur die Drehung nach rechts. Nach einer Pe-
riode, d.h. 0 < ¢ < 27, wird die Gesamtdrehung u(f) := [ — r ermittelt
(wobei [ die ermittelte Drehung nach links und 7 die nach rechts ist).
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B.2 Beispiel: Ermittlung von u(f):

90°

90°

90° nach links 90° nach rechts

B.1 Satz. Die Zahl u(f) ist immer ein ganzzahliges Vielfaches von 2.
Ferner gibt es zu jedem ganzzahligen Vielfachen k2w von 27 eine Immersion
g mit u(g) = k2.
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B.3 Beispiel:
u = —27
u=20

uw=4m —

B.1 Aufgabe. Ermitteln Sie u(f), wenn Bild(f) wie folgt aussieht:

| Video: Deformation
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  u(f) = 0  



B.4 Definition. Wir sagen, zwei Immersionen f und ¢ sind ,ineinander
deformierbar“, wenn es eine Abbildung H : R x [0,1] — R? gibt, sodass
gilt:

(i) fiir jedes s € [0,1] ist die Abbildung H, : R — R? 2 —— H(z,s)
eine Immersion;

(ii) Ho = f und H;, = g;

(iii) die Ableitung von H, nach z ist stetig in (z, s).

B.2 Satz. Zwei Immersionen f und g sind genau dann ineinander de-
formierbar, wenn u(f) = u(g) gilt.

Anmerkung: Die Sétze 1,2 werden mit der Theorie der Umlaufzahl nach
Heinz Hopf bewiesen; danach haben wir auch die Notation u(f) gewéahlt.

B.4 Beispiel: Wir deformieren:

CAC @

Bild HO Blld H1/3 Blld H2/5 Bild H1
Also ist u =0

B.5 Definition. FEin Punkt p € Bild(f) heifit einfacher
Kreuzungspunkt® der Immersion f wenn gilt:

(i) {¢ 1 0 < ¢ < 27 und f(¢) = p} hat genau zwei Elemente; wir
notieren sie dann als ¢, o mit 1 < @s.

(ii) die durch die Geschwindigkeitsvektoren f’(¢;) und f’(¢p2) definierten
Tangenten sind verschieden.
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B.5 Beispiel: Einfacher Kreuzungspunkt:

ey
f'(¢1)

Kein einfacher Kreuzungspunkt (Tangenten gleich!):

A
)

Kein einfacher Kreuzungspunkt:
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B.6 Definition. Sei f : S' — R? eine Immersion.

(a) Einen Punkt ¢ € R? nennen wir ,Startpunkt® fiir f, wenn fiir die
Parallele G zur z-Achse durch ¢ gilt, dass erstens GN Bild(f) # @
ist und zweitens Bild(f) \ G ganz oberhalb G liegt.

(b) Wenn wir den Startpunkt ¢ gewéhlt haben und es ist ¢ = f(¢o), dann
betrachten wir statt f die Immersion f: R — R2 o —— f(¢o+ o).

Einen einfachen Kreuzungspunkt p von f nennen wir ,,positiv®, wenn
folgendes gilt: Drehen wir die durch den Geschwindigkeitsvektor
f'(1) gerichtete Tangente im Gegenuhrzeigersinn, bis wir die durch
f'(2) gerichtete Tangente erhalten, dann ist der Drehwinkel grofer
als m; andernfalls nennen wir den Punkt p ,negativ®.

(c) Wir setzen ferner e(f) € {1,—1} als 1 fest, wenn der
Geschwindigkeitsvektor von f in ¢ in Richtung der positiven z-Achse
zeigt, andernfalls setzen wir e(f) := —1.

B.6 Beispiel: Betrachten wir eine Immersion mit folgendem Bild:

Wir haben die Wahl zwischen ¢; und ¢, als Anfangspunkt.

Anfangspunkt q;: Es ist €(f) = —1 und der einfache Kreuzungspunkt von f
ist positiv.

Anfangspunkt ¢o: Es ist e(f) = 1 und der einfache Kreuzungspunkt von f
ist negativ.
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B.7 Definition. Sei f : S' — R? eine Immersion.

(a) Ein Punkt p € Bild(f) heifit ,,einfacher Punkt“ von f, wenn {p | 0 <
¢ < 2w, f(¢) = p} genau ein Element hat.

(b) Die Immersion f heifit ,normal“, wenn Bild(f) aufler einfachen Punk-
ten hochstens endlich viele einfache Kreuzungspunkte hat.

normal nicht normal

B.3 Satz. Jede Immersion f kann in eine normale Immersion g de-
formiert werden. Und es ist u(f) = (N — N_ + €(g))2w, wenn N, die
Anzahl der positiven einfachen Kreuzungspunkte von g und N_ die der
negativen einfachen Kreuzungspunkte von g ist.

B.7 Beispiel:
(a)

Deformation zu

In der linken Zeichnung
denken wir uns S* 2-mal durchlaufen.
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e=—1
und v =0

B.2 Aufgabe. Ermitteln Sie u(f) fiir die durch folgendes Bild angedeutete

Immersion.

Literatur
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  u(f) = 2  
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