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Im folgenden seien alle Mannigfaltigkeiten ohne Rand.

Aufgabe 43 (Orientierungsiiberlagerung)

Sei M eine zusammenhangende n-Mannigfaltigkeit. Sei M = {Vm }menr, wo-
bei v, eine lokale Orientierung von M anm € M ist. Betrachte die Abbildung
p:M— M, v, — m. .

Definiere eine Topologie auf M wie folgt. Sei B C R™ C M ein abge-
schlossener Ball in M, sei vg € H,(M, M \ B;Z). Setze Up als die Menge
aller v, € M mit m € B und Vm € Hp,(M, M ~ m;Z) liegt im Bild vom vp
unter der Einschrinkungsabbildung. Definiere nun die Topologie auf M als
die von der Basis Up erzeugte Topologie.

Zeigen Sie:

(i) p: M — M ist eine zweiblittrige Uberlagerung.
(ii) M ist genau dann orientierbar, wenn M nicht zusammenhéngend ist.

Folgern Sie, dass jede zusammenhéngende Mannigfaltigkeit mit trivialer
Fundamentalgruppe orientierbar ist.

Aufgabe 44 (orientierungsumkehrende Abbildung)
Sei M eine kompakte zusammenhéngende orientierte n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit. Eine Abbildung f: M — M heifit orientierungsumkehrend,
wenn gilt f.[M] = —[M] in H,(M;Z).

Sei k > 1. Zeigen Sie, dass es keine orientierungsumkehrende Abbildung
CP?* — CP? gibt.

Aufgabe 45
Sei M eine n-dimensionale zusammenhéngende kompakte orientierte Man-
nigfaltigkeit. (Dann sind die Homologiegruppen von M endlich erzeugt.)

In der Vorlesung wird gezeigt, dass es einen Isomorphismus H*(M;Z) =y
H, (M;Z) gibt, die sogenannte Poincaré-Dualitit. Sei n gerade, und sei
weiterhin H;(M;Z) = 0 fiir 0 < < n/2. Zeigen Sie:

(i) H(M;Z)=0fiirn/2 <l <n.

(i) Hp/2(M;Z) ist torsionsfrei.



