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Aufgabe 24
Seien A, B, C abelsche Gruppen. Zeigen Sie

Tor(A,Tor(B,C)) ∼= Tor(Tor(A,B), C).

(Hinweis: Wählen Sie freie Auflösungen F1 → F0 → A und G1 → G0 → C
und betrachten Sie das Diagramm:

F1 ⊗B ⊗G1
//

��

F0 ⊗B ⊗G1

��

F1 ⊗B ⊗G0
// F0 ⊗B ⊗G0

und die Kerne der Abbildungen. Benutzen Sie die Assoziativität des Tensor-
produktes und dass Sie Tor(B,C) auch über eine Auflösung von C berechnen
können, sowie dass Tensorieren mit freien abelschen Gruppen exakt ist.)

Aufgabe 25
Sei X ein endlicher CW-Komplex. Sei K ein Körper. Definiere die Euler-
Charakteristik vonX abhängig vonK als χK(X) :=

∑∞
i=0(−1)i dimK Hi(X;K).

Zeigen Sie mit Hilfe des universelle Koeffizienten-Theorems, dass χK(X) un-
abhängig vonK ist. (Hinweis: Vergleichen Sie erst die Koeffizienten Primkörper
und Z.)

Aufgabe 26
Seien X, Y zwei endliche CW-Komplexe. Zeigen Sie χ(X×Y ) = χ(X) ·χ(Y ),
wobei χ die Euler-Charakteristik bezeichnet.

Aufgabe 27
Eine (topologische) Mannigfaltigkeit der Dimension n ist ein topologischer
Hausdorffraum M , so dass jeder Punkt x ∈M eine offene Umgebung besitzt,
die zu einer offenen Teilmenge von Rn homöomorph ist.

Berechnen Sie Hi(M,M r {x};Z) für alle i ∈ N und x ∈M .


