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Aufgabe 12
Berechnen Sie:

Z/m⊗Z Z/n Q⊗Z Z/m.

Aufgabe 13
Berechnen Sie Q⊗Z Q.

Aufgabe 14
Zeigen Sie: die rationalen Zahlen Q sind als Z-Modul torsionsfrei, aber nicht
frei. Ist Q endlich erzeugt als Z-Modul?

Aufgabe 15
Seien M,N abelsche Gruppen und betrachte das Tensorprodukt M ⊗Z N .
Seien m ∈M,n ∈ N . Wir konstruieren ein Element

”
m⊗ n“ in M ⊗ZN wie

folgt.
Wähle eine freie Auflösung F1 → F0

p−→M von M und ein Element x ∈ F0

mit p(x) = m. Dann gilt x =
∑

i∈B0
ribi, wobei {bi}i∈B0 die gewählte Basis

von F0 ist und nur endliche viele ri ungleich null sind. Definiere das Element
f = x⊗ n in F0 ⊗N =

⊕
i∈B0

N als (rin)i∈B0 , bzw. f(i) = rin, i ∈ B0.
Dann definiere m⊗n := [f ] ∈ H0(F∗⊗ZN) = M ⊗ZN . In der Vorlesung

sehen Sie, dass m⊗ n nicht von den getroffenen Wahlen abhängt.

Geben Sie abelsche GruppenM,N und ein Element inM⊗ZN an, welches
nicht von der Form m⊗ n ist.

(Damit zeigen Sie, dass die (bilineare) Abbildung i : M ×N →M ⊗Z N ,
(m,n) 7→ m⊗ n im Allgemeinen nicht surjektiv ist.)

Hinweis: Z2 ⊗Z Z2.


