Giinter M. ZIEGLER, Berlin
Geometrie zum Anfassen: Kachelungen und Polyeder

Dieser Text ist eine kurze Skizze meines ,,mathematischen Hauptvortrags*
auf der Dortmunder GDM-Tagung. Ich soll aus der aktuellen mathemati-
schen Forschung berichten — von der wir alle wissen, dass 98,4% davon
unendlich abstrakt ist. Abstrakt heillt in diesem Fall: wir konnen es uns
nicht vorstellen, weil wir die Ochsentour (die ,,;omantische Phase®) des
sich Einarbeitens, Ausprobierens, Verstehens, Lernens, Modelle-Bauens
usw. fiir die entsprechenden Konzepte, Strukturen und Objekte noch nicht
geleistet haben (und dies auf die Schnelle auch nicht schaffen konnen oder
wollen).

Konkret: Modelle!

Sie wollen hier von mir also was ,,ganz Konkretes* sehen — und ich will
das gerne bieten, und berichte dabei aus meinem Arbeitsgebiet, der der
Diskreten Geometrie, insbesondere der Theorie der Polyeder. Mein An-
satz — und dies soll auch Kontakt herstellen mit dem Rahmenthema der
Tagung — ist der Versuch, dabei moglichst konkret zu arbeiten und zu
bleiben. Insbesondere soll man sehen, dass wir ich/wir mit sehr vielen Bil-
dern, mit vielen Modellen und mit verschiedensten Techniken der mathe-
matischen Visualisierung arbeiten. Geometrie ist der Teil der Mathematik,
der sich am ehesten in Bildern, in Modellen, in geometrischen Modellen
erschliet. Die Betonung des Konkreten kann dabei ganz unterschiedlich
aussehen, und ich bin da auch ganz un-ideologisch:

o Zeichnen! Der Kollege Siebeneicher aus Bielefeld hat vor einiger Zeit
iiber einen Zeichenkurs fiir Mathematikstudenten berichtet, den er in
Zusammenarbeit mit einem Maler abgehalten hat.

o Laden wir doch ofter mal einen Architekten in den Mathematikunter-
richt ein! (Siehe Bokowski [3]: darstellende Geometrie fiir Architekten
mit Cinderella.) Schauen Sie sich nur die phantastischen, futuristischen
Polyeder (!) an, die der jiidisch-polnisch-amerikanische Berliner Archi-
tekt Daniel Libeskind jetzt an Stelle des zerstorten World Trade Centers
setzen will! Und die Polyeder der Gegenentwiirfe!

o Modelle Bauen — damit sind nicht nur, aber auch, die ,klassischen*
Modelle aus Papier, Gips und Draht gemeint, die sicher auch auf ver-
schiedenen Fluren dieser Universitidt verstauben (ganz sicher bin ich
auch deshalb, weil der groBe Geometer Ludwig Danzer hier Professor
war), sondern eben auch Geometrie-Modelle im Computer, von denen
Sie im Folgenden hier einige sehen werden.



,2Mathematik zum Anfassen” heiit die gefeierte Beutelspacher-Ausstel-
lung in/aus GieBen. ,,Mathematik zum Anfassen® ist aber auch eine wun-
derbare Zielsetzung fiir den Mathematik-Unterricht, eben mit voller Un-
terstiitzung des Zeichnens, Experimentierens, und Modelle-Bauens. Dabei
1st fiir mich die Geometrie ohnehin der konkreteste Teil der Mathematik,
und ich £nde es unendlich schade, dass wir uns so wenig mit Geometrie
beschiftigen. (Hier im Westen wird in den Schulen eben auch wenig Geo-
metrie gelehrt — die osteuropdische Tradition ist da ganz anders!)

Wichtig ist mir dabei am Geometrie-Unterricht gar nicht so sehr der Lehr-
plan-Pxicht-Stoff. Ebene Dreiecke sind einfach langweilig! Es muss eben
wirklich nicht immer die klassische ebene/euklidische/Dreiecks-Geome-
trie sein! (Und das, obwohl gerade kiirzlich zwei Euklid-Biicher erschie-
nen sind, von Benno Artman [2] und von Robin Hartshorne [11], die beide
wieder ,,Lust auf Euklid*“ machen.)

Was wir aus der Perspektive der Universitits-Mathematik anbieten konnen
sind spannende, lebendige Illustrationsthemen, geeignet als Ausgangspunkt
fiir spielerisches, entdeckendes Lernen. Solche Themen £nden sich auch
im Anhang (http://www.math.tu-berlin.de/ ziegler/BMG/) eines
noch nicht veroffentlichten, gemeinsamen Arbeitspapiers von MNU Ber-
lin und der Berliner Mathematischen Gesellschaft (BMG). Hier prisentie-
re/skizziere ich auch ein solches Thema — als Beispiel.

Kachelungen und Polyeder

Die ,,Theorie der Pasterungen der Ebene und des Raumes™ ist ein wei-
tes Feld, mit aktuellster Forschung, mit neuen Moglichkeiten (auch der
Computer-Unterstiitzung und der Visualisierung), und mit vielen schonen
Bildern und Beispielen. Das Mathematische Standardwerk dazu ist der
dicke Band von Griinbaum und Shephard “Tilings and Patterns” [9]. Er ist
durchaus zuginglich, mit vielfdltigen, intelligenten, (elementar-)mathema-
tischen Diskussionen, Hunderten von Bildern und Beispielen. Die Beziige
des Themas ,Prasterungen” in’s ,,wirkliche Leben® sind vielfiltig:

o Bienenwaben, Seifenblasenschaum (siehe [10], Hemme [12]),

o Kunst (die beriihmten Mosaiken der Alhambra, aber auch die Graphiken
von Escher in der opulenten Version von [6] — dazu aus mathematischer
Sicht auch z. B. ganz aktuell der Band von Emmer und Schattschneider
[4])

o Klassifkation von reguliren Parkettierungen

o Kiristallographie, Quasikristalle,

o reguldre und nicht-regulire Polyeder — wie im Folgenden diskutiert.



Den Hauptteil meines Vortrages auf der GDM-Tagung, der mit vielen II-
lustrationen Problemstellungen aus der Welt der Kachelungen (Pxasterun-
gen, Parkettierungen) der Ebene und des Raumes prisentiert hat, kann ich
hier nur grob skizzieren.

Kann man den Kiichenboden mit achteckigen Kacheln Qiesen?
Dies soll fiir eine Weile die Leitfrage sein. Uns fallen natiirlich sofort Bei-
spiele von PRasterungen mit Dreiecken, Vierecken, und mit Fiinfecken ein:
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Man kann den Kiichenboden auch mit Sechsecken (Bienenwaben!) und

,mit“ Achtecken pQastern:

... was uns zu dem Problem fiihrt, unsere Begriffe sauber zu de£nieren:
wir betrachten im Folgenden PXasterungen (synonym: Kachelungen) der
Ebene mit konvexen Polygonen (die Kacheln oder Fliesen hei3en, und von
denen wir fordern, dass sie die Ebene einfach iiberdecken, und Kante-an-
Kante aneinandersto3en. (Der Umschlag von [9] zeigt etwa eine PHaste-
rung der Ebene mit nicht-konvexen Neunecken, die wir nicht zulassen. Und
,,Kachelung mit Achtecken soll hei3en, dass alle Kacheln Achtecke sind.

Ein Auskug iiber Polyeder
Die Euler’sche Polyederformel besagt, dass
Eckenzahl — Kantenzahl + Flachenzahl = 2, also

e—k+f=2

fiir jedes konvexe 3-dimensionale Polyeder gilt.

— vgl. die beriihmte Diskussion in Lakatos [14]
— historischer Exkurs: Federico [7]
— 17 verschiedene Beweise gibt Eppstein [5]; siehe auch [1, Kap. 10].



Beispiele: die reguldren und halbregulidren (achimedischen) Polyeder £n-
den sich beispielsweise in der Modellsammlung “Electronic Geometry Mo-
dels” [13] im Internet. Dort £ndet sich auch der “Soccerball”, von dem
Experten behaupten, er sei rund, der aber in Wirklichkeit 60 Ecken hat.

Milliarden von Beispielen (kombinatorisch gegeben) £ndet man in den Da-
tenbanken von Gordon Royle [17].

Doppeltes Abzihlen

Die kombinatorische Technik des ,,doppelten Abzédhlens™ (vgl. [1, Kap. 21])
liefert Summe der Eckengrade = 2 - Kantenzahl

also mittlerer 2 - Kantenzahl

Eckengrad ~—  Eckenzahl

und genauso erhilt man

mittlere 2 - Kantenzahl

Seitenzahl —  Flichenzahl

Kombination mit der Euler-Formel und einfache Rechnung ergibt nun fiir
jedes Polyeder
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und damit insbesondere das (sehr klassische) Resultat, dass fiir jedes Poly-
eder gilt

mittlere Seitenzahl < 6.

das ja auch in der Klassifkation der reguldren Polyeder an entscheidender
Stelle eingesetzt wird.

Also: es gibt kein konvexes Polyeder, dessen Fldchen alle (oder auch nur
im Durchschnitt) sechs oder mehr Seiten hitten. Und genauso (Dualitit)
gibt es kein Polyeder mit durchschnittlichem Eckengrad sechs oder grof3er.

Dazu muss man sich natiirlich Beispiele ansehen und nachrechnen; dies
wird in dieser Kurzfassung ausgelassen. Berechnen Sie aber fiir jedes der
folgenden Beispiele den mittleren Eckengrad, die mittlere Seitenzahl der
Flichen, und die Summe der Reziprokwerte
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... die jeweils knapp groBer als % ausfallt.

Zuriick in die Ebene

Es gibt eine ganz einfache Technik, um aus (moglicherweise interessan-
ten) 3-dimensionalen Polyedern (moglicherweise interesssante) Plasterun-
gen der Ebene zu konstruieren. Sie soll hier nur im Bild angedeutet werden:

Aus dem Polyeder erzeugt man eine planare Zeichnung (entweder durch
eine geeignete Camera-Obscura-artige Zentralprojektion in eine Seiten-
riche, die ein sogenanntes ,,Schlegel-Diagramm‘ ergibt), oder indem man
sich durch Aufspannen von Gummibéndern eine planare Zeichnung erzeu-
gen ldsst (das ist eine Idee von W. T. Tutte; siehe [16].

So entsteht aus einem Polyeder, dessen etwa Flachen im Schnitt fiinf Seiten
haben, eine Prasterung der Ebene, in der die Fliesen ebenfalls im Mittel
fiinf Seiten haben. Und genauso — siehe unsere Illustration — erzeugt
ein Polyeder wie das Ikosaeder, in dem alle Ecken Grad 5 haben, eine



Prasterung, in der alle Eckengrade mindestens 5 sind:

Und fiir Poasterungen?
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Eine Euler-Formel fiir Pasterungen?
Die Beispiele fiihren legen eine Vermutung nahe, eine ,,Euler-Formel fiir
Prasterungen der Ebene*:

1 1

mittlerer mittlere
Eckengrad Seitenzahl

N —

woraus man genauso wie im Polyeder-Fall folgern konnte, dass fiir jede
ebene Prasterung gilt

— mittlerer Eckengrad > 3, und deshalb

— mittlere Seitenzahl < 6. (?)

Aber wie de£niert man den ,,mittleren Eckengrad und die ,,mittlere Sei-
tenzahl*?

Antwort: man muss sehr vorsichtig sein, denn PRasterungen der Ebene mit



Achtecken gibt es eben doch, wie die Zeichnung

nahelegt: man legt einfach immer weiter Plastersteine dazu, und erhilt
mittlerer Eckengrad = 3

mittlere Seitenzahl = 8.

Die vielen wunderbaren Escher-Graphiken von PRasterungen einer Kreis-
scheibe, in der die Kacheln (Engel, Teufel, Tiere) zum Rand hin immer
kleiner werden, sind vom selben Typ. Sie sind insbesondere nicht normal:
— die Kacheln werden immer diinner und/oder lidnger ...

— der Inkreis wird immer kleiner und/oder der Umkreis immer grof3er . ..
Also de£niert man normale PRasterungen der Ebene, fiir die es eine feste
obere Schranke fiir den Umkreisradius der Pastersteine, und gleichzeitig
eine feste untere Schranke fiir die Inradien aller PHastersteine gibt. Und
dann de£niert man den mittlere Eckengrad und die mittlere Seitenzahl als
einen Grenzwert, und man formuliert und beweist sauber einen Euler-Satz
fiir normale Pxasterungen der Ebene:

Satz. Fiir normale Pxasterungen der Ebene konvergiert die Summe

1 |

mittlerer mittlere
Eckengrad Seitenzahl
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2

(auch wenn die Grenzwerte der Summanden nicht existieren!)
Die Details konnen hier aus Platzgriinden nicht ausgefiihrt werden.

Damit gilt: in einer normalen PHasterung konnen die PHastersteine ,,im
Mittel“ nicht mehr als 6 Seiten haben. Technisch: der obere Grenzwert,
limes superior, der Seitenzahl ist hochstens sechs, auch wenn das Mittel
als Grenzwert nicht existiert, was etwa in (normalen!) Pasterungen vom
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passieren kann.
Prasterungen im Raum

Die ,,Standard-Prasterung des Raumes mit Wiirfeln

kennt man als Wiirfelzucker-Pasterung. Hier liegt jede Ecke in 8 PHaster-
steinen, und jeder PHasterstein hat 8 Ecken.

Unterteilt man die Wiirfelzucker-Prasterung nach dem Schema

\/

so ergibt eine PRasterung des Raumes, in der jede Ecke in 8 oder 32 PXa-
stersteinen liegt (im Mittel: in 20 PRastersteinen), und jeder PRasterstein 4
Ecken hat (Tetraeder).

Aber: eine obere Schranke fiir die mittlere Eckenzahl in einer normalen
Prasterung des Raumes gibt es — im Gegensatz zum ebenen Fall — nicht.
Dies sei hier nur mit einer Kon£guration von Achtecks-Prismen angedeu-
tet, die das Programmsystem POLYMAKE [8] unter Verwendung von Ja-
vaView [15] produziert.



kacheln), n-gon 8eck.poly 8
kachelny, product 8eckMalB8eck.poly 8eck.poly 8eck.poly
kachelny, polymake 8eckMal8eck.poly SCHLEGEL

Technisch ist dies eine 3-dimensionale Projektion, ein ,,Schlegel-Diagramm®
eines 4-dimensionalen Polytops (ndmlich des Produkts von zwei Acht-
ecken) — kommt also aus einer Konstruktion, die wir analog eine Dimensi-
on darunter durchgefiihrt hatten, um aus einem 3-dimensionalen Polyeder
(wie dem Ikosaeder) eine PRasterung der Ebene zu erzeugen.
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Ein offenes Problem Es gibt normale Peasterungen des Raumes in denen
jeder Prasterstein sehr viele Ecken hat — das wurde hier angedeutet.

Es gibt auch normale PRasterungen des Raumes in denen jede Ecke in sehr
vielen PRastersteinen liegt, das ldsst sich d@hnlich konkret nachweisen.
Problem: Kann man beides gleichzeitig erreichen?

Mit krummen Pxastersteinen, geht das — aber wir betrachten nur Pxaste-
rungen mit konvexen Polyedern, die Seite-an-Seite liegen.
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