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Diese Aufgaben sind Fingeriibungen zum Begriff des Filters.

Aufgabe 41. ;1 : P(X) — [0,1] sei ein endlich additives Maf.

(a) Dann ist F = {a C X : u(a) = 1} ein echter Filter auf X.

(b) Ist p zweiwertig, d.h. gilt fiir jedes a € X u(a) = 0 oder pu(a) =1, so ist F
Ultrafilter.

Aufgabe 42. Sei I ein Ultrafilter auf der Menge X.

(a) Zeigen Sie, dass folgende Eigenschaften von F dquivalent sind:

(1) F ist fixiert (d.h. nicht frei)

(2) esgibtein z € X mit F={a C X :z €a}

(3) F ist ein Hauptfilter

(4) F enthélt eine endliche Menge.
Insbesondere existert auf einer endlichen Menge kein freier Ultrafilter.

(b) Sei X unendlich; dann ist F' frei genau dann, wenn der Frechet-Filter auf X
in F' enthalten ist.

Eine Teilmenge I von P(X) heifit ein Ideal auf X, wenn gilt:

Del,

fira€Tund bCaistbel,

fira,be list aUbe I.

(Z.B. ist die Familie aller endlichen Teilmengen von X ein Ideal auf X.)
Fiir a C X schreiben wir —a statt X \ a. Fir A C P(X) setzen wir

Al ={-a:a€ A}.

Aufgabe 43. (a) Ist F C P(X) Filter auf X, so ist F'? Ideal auf X (das zu F
duale Ideal). Umgekehrt ist fiir jedes Ideal I auf X I? Filter (der zu I duale Filter).

In (b) bis (d) sei nun F' Filter und I das duale Ideal.

(b) F ist genau dann echt, wenn X ¢ I.

(¢c) F ist genau dann Ultrafilter, wenn I = P(X) \ F ist.

(d) F ist genau dann s-vollstédndig, wenn I k- vollstdndiges Ideal ist, d.h. wenn
fiir jedes M C I mit |M| < k auch |JM € I ist.

(e) F ist genau dann frei, wenn jede endliche Teilmenge von X in I liegt.

Aufgabe 44. k sei eine unendliche Kardinalzahl.

(a) Ist k regulér, so gibt es ein echtes k-vollstdndiges Ideal I auf k, das fiir jedes
x € X die Menge {«} enthélt.

(b) Fiir singuléres  gibt es kein solches Ideal.



